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Exemplo 2.25 (c): Poisson

Para uma lei de Poisson com parâmetro λ:

ϕ(θ) = e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
eiθk = e−λeλe

iθ

= eλ(e
iθ−1).
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Exemplo 2.25 (d): Exponencial

Para uma exponencial de parâmetro λ:

ϕ(θ) = λ

∫ +∞

0

e−λxeiθxdx .

Calculando,

ϕ(θ) =
λ

λ− iθ
.

(Pois limx→+∞ ex(iθ−λ) = 0, já que seu módulo é e−λx .)
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Continuidade da Função Caracteŕıstica

Temos
|µ̂(θ)− µ̂(θ0)| ≤ E

(
|ei(θ,X ) − ei(θ0,X )|

)
.

Se θ → θ0, então |ei(θ,X ) − ei(θ0,X )| → 0 e é limitada por 2. Pelo
Teorema de Lebesgue,

lim
θ→θ0

|µ̂(θ)− µ̂(θ0)| = 0.

Logo, µ̂ é cont́ınua (na verdade uniformemente cont́ınua).
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Diferenciabilidade (caso unidimensional m = 1)

Pela Proposição 1.21, para diferenciar

θ 7→ E
[
eiθX

]
=

∫
eiθxdµ(x)

é suficiente que a derivada em θ seja limitada por uma função
integrável. Aqui, ∣∣∣∣ ∂∂θeiθx

∣∣∣∣ = |x |.

Portanto, se X é integrável (E|X | <∞), µ̂ é diferenciável e

µ̂′(θ) =

∫ +∞

−∞
ixeiθxµ(dx) = E(iX eiθX ). (2.41)
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Diferenciabilidade de Ordem Superior

Se X tem momento de segunda ordem finito, µ̂ é duas vezes
diferenciável e

µ̂′′(θ) = −
∫ +∞

−∞
x2eiθxµ(dx). (2.42)

Por indução: se µ tem momento absoluto de ordem k finito, então µ̂
é k vezes diferenciável e

µ̂(k)(θ) =

∫ +∞

−∞
(ix)keiθxµ(dx). (2.43)
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Proposição 2.26

Proposição 2.26:

1 Se µ tem momento de ordem k finito, então µ̂ é k vezes
diferenciável e (2.43) vale.

2 Se µ̂ é k vezes diferenciável e k é par, então µ tem momento de
ordem k finito e (2.43) vale.
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Prova (parte 2, caso k = 2)

Suponha µ̂ duas vezes diferenciável. Então

lim
θ→0

µ̂(θ) + µ̂(−θ)− 2µ̂(0)

θ2
= µ̂′′(0).

Mas

2µ̂(0)− µ̂(θ)− µ̂(−θ)
θ2

=

∫ +∞

−∞
2
1− cos(θx)

x2θ2
x2µ(dx).

O integrando é positivo e converge para x2 quando θ → 0.

Cristian Coletti Funções Caracteŕısticas (continuação) Primeiro Quadrimestre 2026 8 / 20



Aplicação do Lema de Fatou

Pelo Lema de Fatou,

−µ̂′′(0) ≥
∫ +∞

−∞
x2µ(dx).

Logo, µ tem momento de segunda ordem finito e, pela primeira parte,

µ̂′′(θ) = −
∫ +∞

−∞
x2eiθxµ(dx).

A prova para k par geral segue por indução.
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Observação 2.27

Se k é par, é suficiente que µ̂ seja diferenciável k vezes na origem
para garantir que o momento de ordem k de µ seja finito.

Para θ = 0, (2.43) dá

µ̂(k)(0) = ik
∫ +∞

−∞
xkµ(dx), (2.46)

o que permite calcular os momentos derivando µ̂ em 0.
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Caso Multidimensional

Seja α = (α1, . . . , αm) um multi-́ındice. Se∫
Rm

|x ||α|µ(dx) < +∞,

então µ̂ é |α| vezes diferenciável e

∂α

∂θα
µ̂(θ) =

∫
Rm

(ix)αei⟨θ,x⟩µ(dx).
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Derivadas Primeiras e Segundas na Origem

Em particular,
∂µ̂

∂θk
(0) = i

∫
Rm

xkµ(dx),

∂2µ̂

∂θk∂θl
(0) = −

∫
Rm

xkxlµ(dx).

Ou seja: o gradiente de µ̂ na origem é i vezes a esperança, e se µ é
centrada, a Hessiana na origem é menos a matriz de covariância.
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Exemplo 2.28: Função Caracteŕıstica da N(0, 1)

Se µ = N(0, 1),

µ̂(θ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eiθxe−x2/2dx . (2.47)

Como µ tem média finita, por (2.41) e integração por partes:

µ̂′(θ) = −θµ̂(θ).
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Solução da EDO

Portanto, µ̂ resolve a EDO linear

u′(θ) = −θu(θ), u(0) = 1,

cuja solução é
µ̂(θ) = e−θ2/2.
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Caso Geral Gaussiano

Se Y ∼ N(b, σ2), então Y = σX + b com X ∼ N(0, 1). Por (2.40),

µ̂Y (θ) = eiθbe−
1
2
σ2θ2 .
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Densidade Gaussiana m-dimensional

Se X1, . . . ,Xm são i.i.d. N(0, σ2), então X tem densidade

fσ(x) =
1

(2π)m/2σm
e−

1
2σ2 |x |2 . (2.48)

Sua função caracteŕıstica é

ϕσ(θ) = e−
1
2
σ2|θ|2 . (2.49)
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Relação de Dualidade

De (2.48) e (2.49) temos

e−
1
2
σ2|θ|2 =

1

(2π)m/2σm

∫
Rm

e−
1

2σ2 |x |2ei⟨θ,x⟩dx .

Trocando os papéis de x e θ, e substituindo σ por 1/σ, obtemos

e−
1

2σ2 |x |2 =
σm

(2π)m/2

∫
Rm

e−
1
2
σ2|θ|2ei⟨θ,x⟩dθ.
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Expressão Integral para a Densidade

Consequentemente,

fσ(x) =
1

(2π)m

∫
Rm

e−
1
2
σ2|θ|2ei⟨θ,x⟩dθ. (2.50)
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Convolução com Núcleo Gaussiano

Dada ψ ∈ C0(Rm), defina

ψσ(x) =

∫
Rm

fσ(x − y)ψ(y)dy . (2.51)

Cristian Coletti Funções Caracteŕısticas (continuação) Primeiro Quadrimestre 2026 19 / 20



Lema 2.29

Lema 2.29: Para toda ψ ∈ C0(Rm),

ψσ −−−→
σ→0+

ψ

uniformemente.
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