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Exemplo 2.25 (c): Poisson

Para uma lei de Poisson com pardmetro A:

¢(9) _ e—)\ Z )‘_eiak _ ef)‘eAele _ e)‘(e'tl),
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Exemplo 2.25 (d): Exponencial

Para uma exponencial de parametro A:

+0o0
P(0) = X / e e dx.
0

Calculando,
A

A—if

=0, ja que seu médulo é e~

¢(0) =

x(i0—X) )\x.)

(Pois lim,_, 1w €
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Continuidade da Func3o Caracteristica

Temos | |
A(8) — p(Bo)| < E (|'®X) — &/@X)))

Se § — 0o, entdo |e/(®X) — e/f0X)| 5 0 e ¢ limitada por 2. Pelo
Teorema de Lebesgue,

lim |7(0) — Ai(6o)| = 0.

9—>90

Logo, i é continua (na verdade uniformemente continua).
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Diferenciabilidade (caso unidimensional m = 1)

Pela Proposicao 1.21, para diferenciar

0 — E[eX] = /eiexdu(x)

é suficiente que a derivada em @ seja limitada por uma fungao
integravel. Aqui,
0
’80

Portanto, se X ¢é integravel (E|X| < o), i é diferencidvel e

= |xl.

+oo

[L'(Q):/ e u(dx) = E(iXeX). (2.41)

—00
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Diferenciabilidade de Ordem Superior

Se X tem momento de segunda ordem finito, [i é duas vezes
diferencidvel e

o) = — /+0<> X% p(dx).  (2.42)

—00

Por indugdo: se p tem momento absoluto de ordem k finito, entdo i
é k vezes diferenciavel e

a9 = /_Jroo(ix)keiexu(dx). (2.43)
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Proposicao 2.26

Proposicao 2.26:

@ Se ;1 tem momento de ordem k finito, entdo [i é k vezes
diferencidvel e (2.43) vale.

@ Se [i é k vezes diferencidvel e k é par, entdo i tem momento de
ordem k finito e (2.43) vale.
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Prova (parte 2, caso k = 2)

Suponha /i duas vezes diferencidvel. Entao

g KO AN =250) _ )

Mas

2/(0) — p(#) — A(=0) / 7 51— cos(6x)

2
e - o X p(dx).

O integrando é positivo e converge para x> quando 6 — 0.
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Aplicacdo do Lema de Fatou

Pelo Lema de Fatou,

—ﬂ%mzz/%wxawwo

o0

Logo, 1 tem momento de segunda ordem finito e, pela primeira parte,

)= [ (a0

[e.e]

A prova para k par geral segue por inducgao.
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Observacdo 2.27

Se k é par, é suficiente que j1 seja diferencidvel k vezes na origem
para garantir que o momento de ordem k de u seja finito.

Para §# =0, (2.43) da
+oo
Ak(0) = i* / Xpu(dx),  (2.46)

o que permite calcular os momentos derivando i em 0.
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Caso Multidimensional

Seja a = (a1, ..., ) um multi-indice. Se

/ x|/ () < +oo,

entdo i é || vezes diferencidvel e

0" -~ a0 (0,x
al (0):/m(lx) 0 ().
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Derivadas Primeiras e Segundas na Origem

Em particular,

on .

@ =i [ e,
011
89k89/(0) =— /mxkx/,u(dx).

Ou seja: o gradiente de jiz na origem é i vezes a esperanca, e se ji é
centrada, a Hessiana na origem é menos a matriz de covariancia.
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Exemplo 2.28: Fun¢do Caracteristica da N(0, 1)

Se = N(0,1),

1 too >
u(f) = —/ e 2dx. (2.47
i) = — [ (2:47)
Como p tem média finita, por (2.41) e integragdo por partes:

1i'(6) = —05(0).
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Solucdo da EDO

Portanto, 1i resolve a EDO linear
u(0) = —0u(9), u(0)=1,

cuja solucao é
—~ _ 02
i) =e /2
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Caso Geral Gaussiano

Se Y ~ N(b,0?), entdo Y = o X + b com X ~ N(0,1). Por (2.40),

fiy(0) = oifb—30%0%
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Densidade Gaussiana m-dimensional

Se X1,...,Xm sdo i.i.d. N(0,0?), entdo X tem densidade

f,(x) = Lt e 22,

Gy (2.48)

Sua fun¢ao caracteristica é

b, (0) = e 2717 (2.49)
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Relacdo de Dualidade

De (2.48) e (2.49) temos

1 2
c72|9|2 - — =5 x| (0,X>
¢ (27)m/2gm /me o dx.

Trocando os papéis de x e 6, e substituindo o por 1/0, obtemos

m

e_zi2|x|2:(20ﬁ/ o307 10P 6i0%) 4p.
)" m
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Expressao Integral para a Densidade

Consequentemente,

f(x) = / e 27 1Pl ®X) g (2.50)
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Convolucao com Nucleo Gaussiano

Dada ¢ € Go(R™), defina
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Lema 2.29

Lema 2.29: Para toda 1) € Go(R™),

—
wa o—07t w

uniformemente.
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