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Introducao

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. A seguinte definigdo é
bem conhecida.

Seja B € F um evento ndo-negligencidvel. A probabilidade
condicional de P dado B é a probabilidade Pg em (2, F) definida

como P(AN B)
Pg(A) = “P(B)
para todo A € F.
_ P(ANnB)
Pg(A) = BB para todo Aec F. (4.1)

O fato de que Pg é uma probabilidade em (€, F) é imediato.



Introducao

» Do ponto de vista da modelagem: no inicio sabemos que cada
evento A € F pode ocorrer com probabilidade P(A). Se,
posteriormente, adquirimos a informac3o de que o evento B
ocorreu, devemos substituir a probabilidade P por Pg, a fim
de levar em conta a nova informagdo.



Introducao

» Do ponto de vista da modelagem: no inicio sabemos que cada
evento A € F pode ocorrer com probabilidade P(A). Se,
posteriormente, adquirimos a informac3o de que o evento B
ocorreu, devemos substituir a probabilidade P por Pg, a fim
de levar em conta a nova informagdo.

» Seja X uma v.a. real e Z uma v.a. assumindo valores em um
conjunto enumeravel E tal que P(Z = z) > 0 para todo
ze E.



Introducao

Para todo conjunto de Borel A C R e todo z € E, seja

P(X€EAZ=2z)

n(z,A)=P(X € AlZ=2)= P(Z = 2)

A fungdo de conjunto A+ n(z,A) é, para cada z € E, uma
probabilidade em R: é a lei condicional de X dado Z = z. Esta
probabilidade tem um significado intuitivo ndo muito diferente do
anterior: A — n(z, A) é a lei que é razodvel atribuir a X se
adquirirmos a informagdo de que o evento {Z = z} ocorreu.



Introducao

A esperanca condicional de X dado Z = z é definida como a
média, se existir, desta lei:

N N _ B(XLz—z)
E(X|Z = )—/R (’d)_P(Z:z)/{ZZ}XdP_ P(Z=2z)

Vamos estender estas nogdes para uma v.a. Z geral (isto é, sem a
suposicdo de que Z assume no maximo valores enumerdveis).



Introducao

A ideia é caracterizar a quantidade h(z) = E(X|Z = z) de uma
forma que também faga sentido se Z n3o assumir os seus valores
em um conjunto enumeravel. Para todo B C E temos

/{ZGB} h(2)dP = Z E(X|Z = 2)P(Z = 2) Z E(X1{z=z})

zeB zeB

~E(Xlzez) = [ XaP.
{zeB}

isto é, as integrais de h(Z), que é o(Z)-mensurdvel, e de X nos
eventos de o(Z) coincidem. Veremos que esta propriedade
caracteriza a esperanca condicional.



Esperanca Condicional - Espacos [2

Definicao
[2(F)={f:Q— R| f é F-mensurével, / [f|?dP < oo}
[2(G) = {f:Q — R | f é-mensurével, / f|?dP < oo}

Estes sdo espacos de Hilbert com produto interno (f, g) = [ fg dP.

L?(G) C L?(F) porque G C F implica que funcdes G-mensurdveis
sao JF-mensurdveis.



[2(G) é um Subespaco

Propriedades de Subespaco.

» Fechamento sob adicdo: Se f,g € L?(G), entdo f + g é
G-mensuravel e

If +gll2 < [[fll2 + llgll2 < o0

» Fechamento sob multiplicacdo escalar: Se f € [2(G) e
a € R, entdo af é G-mensuravel e

lafll2 = [all[fll2 < oo

» Funcao zero: 0 é G-mensuravel e ||0]2 =0
Portanto L?(G) é um subespaco linear de L%(F).

O



Demonstracao do subespaco ser fechado

Teorema:
L?(G) é um subespaco fechado de L2(F).

Prova : Seja {f,},>1 C L?(G) e assuma que f, — f em L?(F).
Lembre que convergéncia em L2 implica convergéncia em
Probabilidade e, que, esta tltima convergéncia implica na
existéncia de uma subsequencia f,, convirgindo para f q.s.
Afirmamos que f € L?(G) pois para quaisquer a € R, o evento
{limy f,, > a} pode ser escrito como

b M U {foy > 2+ 1/m)

Por fim, f, converge a f em L?(F) e este é completo, f € L%(F).
Sendo que f G-mensuravel concluimos que f € L?(G). Isto é,
L?(G) é fechado.



Teorema da Projecdo Ortogonal

Teorema (Projecdo Ortogonal). Seja H um espago de Hilbert e
K C H um subespaco fechado. Ent3o para todo x € H, existe um
tnico Px € K tal que

(x—Px,y) =0 VyeK.

A aplicagdo P : H — K é linear e satisfaz ||Px|| < ||x].

Aplicacao
Tome H = L2(F) e K = L2(G), que é fechado. Ent3o temos uma
projecao ortogonal

P:L*(F) — L*(G).



Esperanca Condicional em [?

Teorema (Esperanca Condicional) em L?]
Para X € L?(F), defina

E[X | G] := PX,

onde P é a projecio ortogonal sobre L2(G).
Prova
Para qualquer G €, temos 1¢ € L%(G) pois

/12GdP:1P>(G)g1<oo



Esperanca Condicional

Pela propriedade de ortogonalidade:
/(X— PX)dP = (X — PX,15) =0.
G

Logo

/PXdIP’_/Xd]P’ VG €.
G G

Assim PX satisfaz a propriedade que define E[X | G].



Estratégia para Extensdo a L!

Queremos construir E[X | G] para X € L}(F).
Estratégia

1. Tratar primeiro X >0
Truncar: X, = X A n=min(X, n)
X, € L°(F) C L?(F), entdo E[X, | G] existe
Mostrar que E[X), | G] cresce para um limite

Provar que o limite funciona para X

I o

Estender para X com sinal por linearidade



Truncamento

Seja X >0, X € L}(F). Defina para n € N:

Xn(w) := min(X(w), n) = {

Propriedades
> 0< X, <n, entdo X, € L>(F) C L*(F)
> X, 1T X pontualmente quando n — oo
» Pela convergéncia monétona: E[X,] 1T E[X]

X(w) se X(w)<n
n se X(w)>n



Construindo a Sequéncia

Para cada n, como X, € L%(F), defina
Y, :=E[X, | g] € L2(G).

Lema (Monotonicidade) A sequéncia (Y}) é ndo decrescente quase

certamente.

Prova
Seja G ={Y, > Y,+1} € G. Entdo

/YndP:/XndPg/XanP:/ Y1 dP.
G G G G

Assim [o(Yn — Yp1)dP < 0. Em G, Y, — Yni1 > 0, entdo a
integral seria positiva a menos que P(G) = 0. Portanto Y, < Yjy1

g.s.



Tomando o Limite

Como (Y,) é ndo-decrescente quase certamente, defina

Y(w) := lim Yy(w) (com Y(w) = oo onde o limite diverge).

n—o0

» Y é G-mensurdvel (limite pontual de fun¢Bes -mensurdveis)

> Pela convergéncia mondtona:

E[Y] = nIi_)rT;OIE[Y,,] = nIi_}mooE[X,,] =E[X] <

» Logo Y é finita quase certamente e Y € L}(G)



Verificacdo da Propriedade que a Define

Para qualquer G € G, temos:

/GYdIP’:/G(nILn;O Y,,) dP

Pela convergéncia mondétona (jd que Y, T Y):

= lim / Y, dP
n—oo G

Pela definicdo de Y, = E[X, | G]:

= lim /XndIP)
n—o0 G



Pela convergéncia monétona (ja que X, 1 X):

:/XdIP’
G

Assim Y satisfaz a propriedade requerida para X > 0.



Extensdo para X com Sinal
Para um X € L(F) geral, escreva X = X+t — X~ onde

XT =max(X,0), X~ =max(—X,0), X", X~ >0.
Teorema (Esperanca Condicional para X com Sinal).
E[X | g] :=E[X"|G]-E[X" |g].

Prova
E[X | G] é G-mensuravel como diferenca de fungdes G-mensurdveis.
Para qualquer G € G:

/(;E[X\g]d]P’:/GE[XJ“g]dIP’—/(;E[X]g]d]P’

:/X+dP—/XdP:/Xd]P’
G G G

Assim a propriedade é satisfeita.



Definicao de Esperanca Condicional

Definicdo: Seja (22, F,P) um espago de probabilidade e seja G
uma sub-sigma-algebra de F. Seja X uma variadvel aleatéria
integravel. Ent3o existe uma unica V.A. tal que é

/ YdP = / XdP
G G
para cada G € G.

Observacdo: Y é denotada por E[X | G] e éa esperanca
condicional de X dada G.

» G-mensurdvel

> ¢, tal que,



Esperanca Condicional

Acabamos de ver que tal varidvel aleatéria existe. A unicidade
prova-se da seguinte forma.

Suponha que Y e Y’ s3o duas V.As. satisfazendo a definicio de
Esperanca condicional. Segue da definicdo que:

/YdIP’:/ Y'dP
G G

onde G ={Y’ < Y}. Assim,

/G(Y — Y')dP = 0.

Logo, Y =Y’ gs.



Esperanca Condicional

Observacgdo Se X € integrdvel, entdo Z = E(X|G) se e somente se
(a) Z é integravel e G-mensuravel.

(b) E(Z1p) = E(X1p) quando D varia sobre uma classe C C G
que gera G, estdvel sob intersecdes finitas e contém Q.



Esperanca Comdicional

Prova: A familia M C G de eventos D tais que
E(Z1p) = E(X1p) é uma classe mondétona.

» Se A, Be M com AC B, entdo B\ Ae M.

» Se (Dp)n C M é crescente e D =, Dy, entdo D € M
(usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue).

Pelo Teorema da Classe Monétona, M contém ¢(C) = G.



Esperanca Condicional

Observacao O operador de esperanca condicional é monétono. Se
X e Y sdo semi-integraveis inferiores (l.s.i.) e X > Y q.c., entdo

E(X|G) > E(Y|G) gqs.



Equivaléncia entre Definicées Conjuntista e Funcional

Teorema
Sejam X, Y € L. As seguintes afirmacdes sdao equivalentes:

1. [pYdP = [, XdP para todo D € G.

2. E[YW] = E[XW)] para toda variavel aleatéria W/ limitada
e G-mensuravel.



Critériode equivaléncia

Proof.

(2) = (1): Seja D € G. Defina W = Ip (fungdo indicadora).
Como W é G-mensurével e limitada, temos E[YIp] = E[XIp], o
que é equivalente a [, Y dP = [, X dP.

(1) = (2): Utilizamos a "maquina padrdo” da teoria da medida.

» Indicadoras: Por (1), E[YIp] = E[XIp].

» Funcdes Simples: Para W =) alp,, a linearidade garante
que E[YW] =) a,E[YIp] = > aiE[XIp,] = E[XW].

» Funcoes Limitadas: Qualquer W limitada e G-mensuravel é
o limite de funcdes simples W,,. Pelo Teorema da

Convergéncia Dominada,
E[YW] = lim E[YW,] = lim E[XW,] = E[XW].



Propriedades da Esperanca Condicional

Proposicdo 4.5 Sejam X, Y v.a.'s integriveis e o, 5 € R. Entdo
(a) E(aX +8Y[G) = aE(X|G) + BE(Y]G) q.c.

(b) E[E(X|G)] = E(X).

(c) Se ¢’ C G, entdo E [E(X|G)|G'] = E(X|G') a.

(d)

d) Se Z é limitada e G-mensurdvel, entdo E(ZX|Q) ZE(X|9)
q.c.

(e) Se X é independente de G, entdo E(X|G) = E(X) q.c.



Propriedades da Esperanca Condicional

Prova dos trés dltimos pontos:

(c) Av.a. E[E(X|G)|G'] é G'-mensurdvel. Para W limitada e
G’'-mensurével, temos

E [WE(E(X|G)|G")] = E [W E(X|G)] = E(WX).

(d) ZE(X|G) é G-mensurdvel. Para W limitada e G-mensurdvel,
ZW também o é, entao

E(WZX) = E [WZ E(X|G)].

(e) w > E(X) é constante e G-mensurdvel. Se W ¢é
G-mensurdvel, é independente de X e

E(WX) = E(W) E(X) = E [WE(X)].



Extensoes e Convergéncia

E ficil estender a Proposicao 4.5 para v.a.'s que sdo apenas |.s.i.
No entanto:
» (a) vale apenas se a, 3 > 0 (caso contrario, aX + SY pode
ndo ser |.s.i.).
» (d) vale apenas se Z ¢ limitada positiva (novamente, ZX
pode ndo ser |.s.i.).

O préximo resultado diz respeito ao comportamento da esperancga
condicional em relagdo a convergéncia.



Convergéncia da esperanca Condicional

Proposicao 4.6 Sejam X, X,, n=1,2,... v.a.'s reais |.s.i. Entdo
(a) (Beppo Levi) Se X, T X g.c., entdo E(X,|G) T E(X|G) g.c.

(b) (Fatou) Se limp_00 Xn = X g.c. e as X, sdo limitadas
inferiormente pela mesma v.a. integravel, entdo

liminf E(X,|G) > E(X|G) gq.c.

n—oo

(c) (Lebesgue) Se | X,| < Z para alguma v.a. integrdvel Z e
X, — X g.c., entdo

lim E(X,|0) = E(X|9) a.c



Convergéncia da esperanca Condicional

(d) (Desigualdade de Jensen) Se ® : RY — R ¢ uma funcdo
convexa e semicontinua inferiormente e X = (Xi,..., Xy) é
uma v.a. d-dimensional integrdvel, entdo ®(X) é ls.i. e

E[6(X)|9] = ®(E(XI9)) a.c.

onde E(X|G) denota a v.a. d-dimensional com componentes
E(X|G), k=1,....d.



Convergéncia da esperanca Condicional

Prova de (a): A sequéncia (E(X,|G))n € q.c. crescente. Seja
Z = limp_00 E(X4|G), que é G-mensurével. Para D € G, pelo
Teorema de Beppo Levi,

/ZdP: lim /E(X,,|g)dP: lim /X,,dP:/XdP.
D n—o0 D n—oo D D

Logo Z = E(X|G) q.c.

Prova de (b): Se Y, = infy>, Xk, entdo Y, T X. Como Y, < X,
(a) implica

E(X|9) = lim E(Y|G) < liminf E(X,G).



Convergéncia da esperanca Condicional

Prova de (c): Consequéncia imediata de (b), aplicado tanto a X,
quanto a —X,,.

Prova de (d): Uma fung¢do convexa e semicontinua inferiormente ¢
¢é o supremo de funcles afins-lineares que a minoram. Se
f(x) = (a,x) + b é uma dessas fun¢des, entdo

E[®(X)|G] = E[f(X)|g] = f(E(X|F)).

Tomando o supremo sobre todas essas f, obtemos a desigualdade
desejada.



Exemplos

Exemplo 4.7 Se G = {Q, 0} é a o-4lgebra trivial, entdo
E(X|G) = E(X).

A esperanca matemdtica aparece, portanto, como um caso
particular da esperanca condicional.

Exemplo 4.8 Seja B € F um evento com probabilidade
estritamente positiva e G = {B, B, Q,0}. Entdo E(X|G) é
constante em B e em B¢. Denotando esses valores por cg e cge,
temos

1 / 1
cg=-— | XdP, cge=——|[ XdP.
P(B) /g P(B¢) /g

Em particular, E(X|G) é igual a [ X dPg em Bea [ X dPge em
Be.



Observacoes Importantes

Observacao 4.9 Se X é quadrado integravel, E(X|G) é a melhor
aproximacdo em L? de X por uma v.a. G-mensuravel. Além disso,
E(X|G) e X — E(X|G) s&o ortogonais. Pelo Teorema de Pitdgoras,

E(X?) = E [(X - E(X|§))?] + E[E(X|9)?],
e, portanto,

E [(X — E(X|G))?] = E(X?) — E[E(X|G)?].



Esperanca Condicional e Espacos L”

Observacgao 4.10 Se X = X’ q.c., entdo E(X|G) = E(X'|G) q.c.
A esperanca condicional estad definida em classes de equivaléncia
de v.a.’s, em particular em espagos LP.
Pela desigualdade de Jensen (Proposicdo 4.6(d)) com ®(x) = |x|P,
p > 1, temos

E(|E(XI9)P) < E (IX°).

Logo, a esperanca condicional é um operador linear continuo
LP — [P com norma < 1 (é uma contragdo).

Além disso, se X, —» X, entdo E(X,|G) = E(X|G).



Esperanca Condicional dada uma Varidvel Aleatéria

Se Y é uma v.a. tomando valores em um espago mensuravel
(E,€&), escrevemos E(X|Y) em vez de E[X]|o(Y)]. Pelo critério de
Doob, existe uma fun¢do mensuravel g : E — R tal que

E(X|Y) = g(Y) q.c. Denotamos essa fungdo por

g(y) = E(X]Y =y).

Ela satisfaz
E[X4(Y)] = E[g(Y)¥(Y)]

para toda fungdo mensurdvel limitada ¢ : E — R.



Lema do Congelamento

Se X é G-mensuravel e Z é independente de G, ent3o
E(XZ|G) = XE(Z|G) = XE(2).
Este é um caso particular do seguinte lema.

Lema 4.11 (Lema do Congelamento) Dado um espaco de
probabilidade (2, F,P), sejam G C F uma o-dlgebrae X : Q — E
uma v.a. com valores em um espago mensuravel (E, &) tal que X é
G-mensuravel. Seja W : E x Q — R uma funcdo tal que
w = V(x,w) é integravel para cada x e w — V(X(w),w) é
integrdvel. Suponha que W(x,-) é independente de G para cada x.
Entao

E [\U(X, )}g] = O(X),

onde &(x) = E[W(x, )].



4.2 Esperanca Condicional - Exemplos

Exemplo
Se G = {Q,0} é a o-4lgebra trivial, entdo

E(X|G) = E(X).

Na verdade, as Unicas v.a.'s G-mensuraveis s3o constantes e, se
¢ = E(X|G), entdo a constante ¢ é determinada pela relagdo

c = E[E(X|G)] = E(X). A esperanga matemdtica aparece,
portanto, como um caso particular da esperanca condicional.



4.2 Esperanca Condicional
Exemplo

Seja B € F um evento com probabilidade estritamente positiva e
seja G = {B, B%,Q,0} a o-algebra gerada por B. Entdo E(X|G),
que é G-mensurdvel, é uma v.a. real que é constante em B e em
B¢. Se denotarmos por cg o valor de E(X|G) em B, a partir da
relacdo

csP(B) = E [15E(X|G)] = / XdP

B

e pela relacdo similar para B¢, obtemos

g xap

Jige XdP
cB ) = brpoy
P(B)

P(Bc) -

CBc

Em particular, E(X|G) é igual a [ XdPg em B, onde Pg é como
em (4.1), e igual a [ XdPgc em B€.



Esperanca Condicional

Observacao: Como é evidente na prova do Teorema de existéncia,
se X é quadrado integravel, entdo E(X|G) é a melhor aproximagio
em L2 de X por uma v.a. G-mensuravel e, além disso, as v.a.'s

E(X|G) e X —E(X|9)

sdo ortogonais. Como consequéncia, como
X = (X — E(X|G)) + E(X]|G), temos (teorema de Pitdgoras)

E(X?) = E[(X — E(X]9))?] +E [E(X|G)?]
e a relacdo util

E[(X - E(X|9))?] = E(X?) — E[E(X|G)*]. (4.6)



Esperanca Condicional e espacos L”

Qbservat;éo
E imediato que, se X = X’ q.c., entdo E(X|G) = E(X’|G) g.c.:
para todo D € G temos

E[E(X|9)1p] = E(X1p) = E(X"1p) = E [E(X'|G)1p]

e a propriedade segue pela Proposi¢cdo 4.1 (b).
A esperanca condicional é, portanto, definida em classes de
equivaléncia de v.a.’s.



4.2 Esperanca Condicional

A Proposi¢do 4.6 (d) (Jensen), aplicada a fun¢do convexa
X+ |x|P com p > 1, d3

E(E(X]9)I) <E[E(XIPI9)] = E(IXIP). (47)

Portanto, a esperanca condicional é uma aplicac3o linear continua
LP — LP para p > 1; sua norma é na verdade < 1, ou seja, é uma
contragdo. A imagem de LP sob o operador X — E(X|G) é o
subespa¢o de LP, que denotaremos por LP(G), formado pelas
classes de equivaléncia de v.a.'s que contém pelo menos um
representante G-mensuravel.
Em particular, se p > 1, X, —
E(Xa|G) =L, E(X]|G).

n—oo

LP
n—o0o

X implica



	Extensão para Variáveis Aleatórias em L1

