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martingalas

@ Considere um jogador que estd participando de um jogo que progride
sequencialmente ao longo do tempo.

@ Em qualquer instante de tempo, a estratégia do jogador depende da
informacdo acumulada disponivel até aquele momento.

@ Poderiamos chamar esse jogo de justo se, o ganho acumulado do
jogador em qualquer momento, na média, ndo é nem mais nem
menos do que era antes daquele instante. Esta ideia de um jogo justo
serd tornada precisa e nos levard a definicdo de um martingala.

@ Levy (1937) introduziu o conceito de martingala na teoria da
probabilidade, embora o termo "martingala” tenha sido introduzido
por Ville (1939).
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4.1 Definicao e Exemplos

Definition (Filtragdo, sequéncia adaptada)

Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade.

@ Uma sequéncia de sub-o-corpos {G,}n>0 de A é dita uma filtragdo se
Go C G C --- C A Entdo (Q,A,{Gn}n>0, P) é chamado espaco de
probabilidade filtrado.

@ Sejam {X,}n>0 varidveis aleatérias. Dizemos que (X, G,) é uma
sequéncia adaptada ou que {X,} é adaptada a {G,} se {G,} é uma
filtracdo, e X,, é G,-mensurdvel para n > 0.
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Definicao de martingala

e Para quaisquer varidveis aleatérias {X,}, (Xn, 0(Xo, ... Xs)) é sempre
uma sequéncia adaptada. Em geral, G, é a informagao acumulada
para o jogador até o tempo n.

@ O ganho acumulado do jogador X, no tempo n é entdo
Gn-mensuravel.

Definition (martingala)

Suponha que (X,, Gn)nen € adaptada. Entdo {X,} é dito um martingala
com respeito a filtragdo {G,} se para todo n € N:

@ E(Xn|) <oce

@ E(X,+1|Gn) = X, quase certamente.
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Submartingala e Supermartingala

e Dizemos simplesmente que (X,,G,) é um martingala.

o E chamado de submartingala ou supermartingala conforme (b) seja
substituida respectivamente por E(X,+1|G,) > X, ou
E(Xn+1|Gn) < X, para todo n.

o Note que uma sequéncia integravel {X,} pode ser um martingala com
respeito a mais de uma filtrac3do.

e Em qualquer caso, se {X,} € um martingala entdo E(X,) é constante
em n.
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Teorema da Decomposicdo de Doob

A seguinte relagdo entre martingalas e submartingalas (ou
supermartingalas) é facil em nossa configuragdo, mas o resultado andlogo
para tempo continuo é n3o trivial.

Theorem (Doob)

Seja (Xn,Gn) n > 1 um submartingala. Entdo X, pode ser decomposto
como

Xn = Yn"‘Any

onde

@ (Yn, Gn) € um martingala,

@ Ani1> A, qg.c paratodon> 1,

@ A =0g.c,

Q@ A, éG,_1-mensurdvel para todo n > 2.

Além disso, Y, e A, sdo unicamente determinados.

v
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Decomposicdo para Supermartingalas

@ Uma decomposicao similar vale para supermartingalas.

e Para um submartingala (X, G,), o par {(Ya, An)} dado no Teorema
4.1.1 é chamado sua decomposicdo de Doob.

@ A sequéncia {A,} é chamada o compensador de {X,}.
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Prova do Teorema de Doob

Seja A; = 0, e para n > 2, defina indutivamente
An = An—1+ E(Xp — Xo-1|Gn-1),
Yo =X, — An.
Claramente, (iii) e (iv) valem, e portanto, para n > 2,
E(Yn|Gn-1) = E(Xn|Gn-1) — An

- E(Xn‘gn—l) - An—l - E(Xn - Xn—l’gn—l)

= Anp—-1 — An—l = Yn—la

mostrando que (i) vale. O
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Prova do Teorema de Doob (continuagdo)

Continuacdo.

Observe que
An - An—l — E(Xn|gn—1) - Xn—l > 0 q.c.,

mostrando que (ii) vale.
Agora suponha que X, = Z, + B, é uma decomposi¢do tal que (i)-(iv)
valham com A, e Y, substituidos por B, e Z, respectivamente. Ent3o,

Y, —Zy=By— A, n>1.
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Prova do Teorema de Doob (unicidade)

De (iv) segue que para n > 2,
B, — A, =E(B, — AnlGn-1)
= E(Yn - Zn|gn71)
= Yp_1—Zn—1 (por (i)
= Bn—l - An—1~

Usando (iii), segue indutivamente que Y, = Z, q.c. para todo n, e a
unicidade segue. O
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Caminhada Aleatdria

e Sejam {&,} varidveis aleatdrias independentes com médias finitas
{tn}-

e Seja G, :=0(&1,...,&),n>1. Seja G :={0,Q} e Sp := 0. Para
todon>1,seja S,: =& + -+ &, Entdo (S,,Gn) é adaptada, e
cada S, tem média finita.

@ Usando os fatos de que S, é mensuravel com respeito a G, e €441 é
independente de G,,,

E(Sn—l-l’gn) = E(Sn + §n+1’gn) =5+ Hn+1-
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Caminhada Aleatéria (continuagdo)

@ Se p, é zero para todo n, entdo (S,,G,) é um martingala.
@ Se p, > 0 para todo n, entdo (S, Gn) é um submartingala.
@ Se p1, < 0 para todo n, entdo (S,,G,) é um supermartingala.

e Em qualquer caso, a sequéncia (S, — (11 + -+ - + f2n), Gn) € um
martingala.
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Caminhada Aleatéria (iid)

Se {{,} sdo i.i.d. entdo {S,} é chamada de caminhada aleatdria. A
caminhada é chamada simétrica simples se

P(&n=1) = P(¢n = —1) = 1/2.
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Exercicio

Sejam {X;} i.i.d. com E(X;) =0 e E(X?) =1. Seja S, := X1 + -+ X, e
Gn = 0(X1,...Xy). Mostre que (52,G,) é um submartingala, e
(S2 — n,G,) é um martingala de média zero.
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Exercicio

Suponha que {X;} s3o independentes e 1 < E(eX/) < oo para todo i. Seja
n
mp=[]EE), Sh=Xi+-+Xn, Goi=0(X1,...,Xn), n>1.
i=1

Mostre que (€>,G,) é um submartingala e (m;1e>, G,) é um martingala.
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Exemplo: Jogo de Dobrar

Suponha que um apostador comeca com capital Xy. A cada tempo n+1,
n > 0, o apostador pega todo o ativo X, e entdo ou dobra seu ativo ou
perde tudo, cada um com probabilidade 1/2.

Assim, dado (Xi,...,X,), Xpt1 € dado por

2X, com prob. 1/2
Xn+1 -
0 com prob. 1/2

Entdo, (Xs, 0(Xo, ..., Xn)) € um martingala.
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Exercicio: Martingala Produto

Suponha que {{,} sdo varidveis aleatdrias positivas independentes com
médias finitas {m,}. Seja Xo =1e

Xn:=6&...& e Gpi=o0(&,...,&), paran>1.

Entdo mostre que (M,,G,) é um martingala, onde
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Exemplo: Processo de Poisson

(Nt)¢>0 é dito ser um processo de Poisson com média A, se para todo
k> 1etodos tg <t <+ <tk Ny — Ny_, (j < k) sdo independentes,
varidveis de Poisson com pardmetros A\(t; — tj_1) respectivamente. Seja
Xn:=N,—n\eG,:=0(N;:t<n),n>1 Entio

E(Xnt1]Gn) = E(Nnt1 — (n+ 1)A[Gn)
= E(Npy1 — Np|Gn) + Np — (n+ 1)A
= E(Nn+1 - Nn) +Nn - (n + 1))\

—_——

=X
=N, — nA\.

Portanto (X,,G,) € um martingala.
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Definicdo e Exemplos

Example (Martingala de Doob)

Seja Z uma v.a. integravel em (2, A, P). Entdo (X, := E(Z|Gn),Gn) é
um martingala para qualquer filtracdo {G,}.

Para verificar isso, primeiro observe que para cada n, X, é G,-mensuravel e
integravel. Agora recorde a propriedade da torre (Teorema 3.1.2). Usando
isso, para todo n >0

E(Xn+1/Gn) = E ( E(Z|gn+1)|gn) = E(Z|6n) = Xa.

Mais tarde veremos que para qualquer martingala {X,} com uma condi¢do
adicional, pode-se identificar um par (Z,G,) de modo que ele se torne um
martingala de Doob, X, = E(Z|G,) quase certamente.
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Exemplo: Processo de Ramificacao

Bienaymé-Galton-Watson

Suponha que temos v.a.s i.i.d. {&,x 1 n > 1,k > 1} que tomam valores
em {0,1,2,...} e tém média finita m. Seja Zp:=1 e paran>1

n-—

0 se Zn—1 =0
an:_ll §nk seZp1>0

A ideia é que comegamos com um (nico progenitor Zy, chamado de raiz.
O k-ésimo progenitor na (n — 1)-ésima geragdo produz &, 4 descendentes.
Na n-ésima geracao, o nimero total de progénie é Z,,.
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Exemplo: Processo de Ramificagdo (continuagdo)

Seja Go :=1{0,Q} e Gp :==0(& k1 j < n 1< k <o0). Entdo

(m™"Z,,Gn)n>0 é um martingala. Isso é facil de ver pelo seguinte calculo
simples.

E(m~("YZ,.41G,) = mf(”+1)E(1[Zn>O] (Ent1a+ -+ +&n41,2,)1Gn)

Zn
= mf("+1)1[zn>0]E (Z §n+1,klgn>

k=1

= m (") Z liz,—qtm=m""Z,=X,.
(=1
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Exemplo: Urna de Polya

No exemplo a seguir, introduzimos o modelo de urna mais simples e
identificamos uma estrutura de martingala relevante.

Uma urna tem by > 0 bolas pretas e wg > 0 bolas brancas. Uma bola é
retirada ao acaso e devolvida a urna com uma nova bola adicional da

mesma cor.

Este processo é repetido. O que acontece com as proporcdes das bolas
pretas e brancas se continuarmos o processo?

Este esquema pode ser descrito pela seguinte constru¢do probabilistica.
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Exemplo: Urna de Polya (continuagao)

Sejam {Up}n>1 v.a.s iiiid. Uniforme[0, 1]. Sejam By := by >0 e
Wy := wp > 0 dados. Defina

&ni=1 .
n - n—1
Unsg

B, = Bn_1 +§na
Whp = Who1 + (1 —&p).

Assim, &, = 1 indica que a n-ésima retirada é preta. Entdo B, e W, sdo o
nimero de bolas pretas e brancas na urna antes da (n + 1)-ésima retirada.
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Exemplo: Urna de Polya (continuagao)

Claramente, B, + W, = by + wp + n (pois uma bola é adicionada apds
cada retirada). Seja G, := o(Us, ..., U,), de modo que &,, B, e W, sdo
todos G,-mensuraveis. Seja

. B B
n'_Bn—i—Wn_bo—l-Wo—f-n

a fracdo de bolas pretas no estdgio n. E G,-mensurdvel.
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Exemplo: Urna de Polya (martingala)

Observe que

E(Bn|Gn-1) = Bo-1 + E(liy,<x,_,1}|9n-1)

:Bn—1+Xn—1
- by +wp +n
7b0—|—W0+n—1

B,_1.
Portanto temos

1
E(Xn|gn—1) - mE(ann_l)

1
 bpt+wy+n-—1
Logo (X, Gn) € um martingala.

Bn—l = Xn—l'
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Definicdo: Cadeia de Markov

Para nosso préximo exemplo de um martingala, precisamos dos conceitos
de cadeia de Markov e caminhada aleatéria simples em um grafo.

Definition (Cadeia de Markov)

Varidveis aleatérias {X,}, tomando valores em S = {x;, i > 1}, sdo ditas
uma cadeia de Markov com espaco de estados S se, para todo n>2e

{r,...,yn} CS
P(Xn = }/n’X1 = Y103 Xno1 = Yn—l) = P(Xn = Yn’Xn—l = Yn—l)- (4-1)

As probabilidades p;j = P(X, = j|Xp—1 =i),i,j € S sdo conhecidas como
probabilidades de transi¢cdo. A equagdo (4.1) é conhecida como
propriedade de Markov.
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Exercicio

Verifique que a caminhada aleatéria simples é uma cadeia de Markov e
identifique seu espaco de estados e probabilidades de transicdo.
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Definicdo: Caminhada Aleatéria em Grafo

Definimos agora a caminhada aleatéria simples em um grafo.

Definition

Suponha que G = (V, E) é um grafo com um conjunto contével de
vértices V e conjunto de arestas E. Para qualquer i € V/, seja deg(i) < co
seu grau. Escrevemos j ~ i se hd pelo menos uma aresta de i para j. Seja
{Sn} uma sequéncia de v.a.s com valores em V em G.
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Exemplo: Funcao Harmonica Discreta

Seja {Sp}n>0 uma caminhada aleatéria simples em um grafo G com um
conjunto contavel de vértices V, onde cada vértice tem grau finito. Seja
¢ : V — R uma fun¢do harmdnica, isto é,

Z o())

Jur~i

1

#li) = deg(/)

para todo i € V. Entdo (©(Sn),Gn = (S0, S1, -+, 5n))n>0 é um
martingala.

Cristian Favio Coletti Martingalas Primeiro Quadrimestre de 2026 29 /30



Verificacao

Isso pode ser visto da seguinte forma:

E(o(Sn+1)|Gn) = degtS) Z ©(j) (usando a propriedade de Markov)
N7 jij~Sn
= ¢(5n).
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