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Lei Forte dos Grandes NUumeros

Proposicao (Média finita é necessaria). Sejam Xi, Xo, ... variaveis
aleatérias i.i.d. com média infinita: E|X| = co. Entao
Sp=X1 +Xo+ - + X, satisfaz

P <i" converge para um namero finito> =0.

Prova (esboco). E|Xi| = co = > P(|X1| > n) diverge.
Como X, sao identicamente distribuidos:

P(|X1| > n) =P(|Xs| > n)paran=1,2,...
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Lei Forte dos Grandes NUumeros

Temos: -
> P(|1Xa| > n) = .
n=0

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(|X,| > ni.o.) = 1.
Definimos dois eventos:

A= {|Xa| > nio} (P(A) =1)

B:= {n" converge para um ndmero finito}
Provamos que AN B = (). Se isto for verdade, entao
P(B) <P(Q\A) =1-P(A) =0.

Cristian Coletti Lei forte dos Grandes Nimeros Primeiro Quadrimestre de 2026 3/15



Lei Forte dos Grandes NUumeros

Para provar que An B = (), suponha que AN B # 0.

Considere:
Sn_ Snet _ (M4 DS =n(So+Xr1) __ So_ Xos
n  n+1 n(n+1) n(n+1) n+1°
Entao (n+1) —0e ),gﬁg‘ > 1i.0.
Sn _ Sn 2
Para n grande, |5 — 25| > § 1.0

Logo % nao é de Cauchy e nao converge, contradicao. [
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Lei Forte dos Grandes NUumeros

Teorema (Lei Forte dos Grandes Numeros). Sejam X, Xa, ...
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
E|Xi| < co e EX; = u. Entdo, com Sy = Xy + -+ - + X

Sn
— — pquase certamente.

Prova - Passo 0. Podemos assumir que X; > 0. De fato, temos que:
X=Xt =X

comE[X"| < 0 e E|X| < <.
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Lei Forte dos Grandes NUumeros - Truncamento

Passo 1 (Truncamento). Definimos
Xie = Xic x5.<k)-

Afirmamos que P(Xy # X i.0.) = 0.

> P(Xk > k)= P(X; > k) < / P(X; > x)dx = EX; < 4o0.
k=1 k=1 0

Por Borel-Cantelli, a afirmagao é verdadeira.
Se provarmos que X%, q.c., entdo Xt e,

Cristian Coletti Lei forte dos Grandes Nimeros Primeiro Quadrimestre de 2026 6/15



LFGN

Como a série de termo geral P[X # X] é finita temos que esse
evento ocorre um numero finito de vezes com probabilidade 1.

Entao, g.c., para k suficientemente grande X = Xj. Assim,

SX — 8X
lim ——" < +4o00q.C.
n—--o00
Assim,
X SX
lim = lim n
n—+oco N n——+oco N
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Lei Forte dos Grandes NUmeros - Lema da Variancia

Lema

i var(Xx) < 4o

k2
k=1

Prova. -
var(Yk) < E(Yi) = / 1{x§k}2XP(Yk > X)dX.
0

CmvarX <k
> ;((zk Z/ {X XK o X P(X > x)dx

k=1
= /0°° (Z /:2) 2xP(Xy > x)dx

k>x
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Lei Forte dos Grandes NUmeros - Lema da Variancia

(cont.)

Como Y oy 7z < C/ max{1, x}:

> "argk) < / 2CP(X; > x)dx = 2CEXy < +00. [
k=1 0

Cristian Coletti Lei forte dos Grandes Nimeros Primeiro Quadrimestre de 2026 9/15



Lei Forte dos Grandes Numeros - Subsequéncia

Passo 3 (Controle ao longo de uma subsequéncia). Seja
k(n) = ", com « > 1 inteiro. Afirmamos que:

Sk(n) Lu qoe
k(n) e

Para cada ¢ > 0:

kIEE:)) B ,u‘ - 8) - ZP(|Sk(n) — ESk(n)| > € - k(n))

n=1 n=1

o0

var Sk(n) k()
Z (ck(n))2 ~ 22 Z k(n)2 Zvar(X"

n=1
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Lei Forte dos Grandes Numeros - Subsequéncia

(cont.)

Trocando a ordem da soma:

2 Zvar Xk) Z

n:k(n) >k

Para a soma interna:

Z L < ;
a?m — (1 —a2)k?

n:a">k

Assim:

>» ([t

—1

k(n) ' S 6) < 1 Z var(Xx) < o,

— 2(4 _ -2 2
e2(1 a)k:1 k

Por Borel-Cantelli,

Sk(n
kf(n)) — 11 q.C.
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Lei Forte dos Grandes Numeros - Preenchendo

lacunas

Passo 4 (Preenchendo lacunas na sequéncia). Para
k(n) <k < k(n+1):

Skn) < Sk < Sk(nt1)
Como k(n) = a":

1 Sk _ Sk _ Sk _ Skt _ - Sk

o k(n) _k(n+1) = k = k(n) =" k(n+1)

. Skin)
ASSIm 3R £ q.c.
Portanto
,u Sk Sk
- < lim inf =K < I|msup— <au Q.c.
(0% k—oo K k—00 k
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Lei Forte dos Grandes Numeros - Conclusao

Como « > 1 é arbitrario, deixando oo — 1:

S
lim —k:u quase certamente. U
k—oo K
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Detalhes

Note que se X > 0, entdo
X
E[X™ = E| / mt™ 1 dit]
0
+oo
= IE[/ mt™1{t < X}di]
0

“+o0o
= / mt™ 1Pt < X]dt
0
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Detalhes

E imediato que

+o00 0o +oo
> PX| > n] <E[X]] = /0 P X| > fldt <1+ P[X| > n]

n=1 n=1
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