Lista de Exercicios - Probabilidade

Prof. Cristian Coletti

Primeiro Quadrimestre de 2026

Instrucoes

e A lista de exercicios serd permanentemente atualizada.
e Data de entrega: Qaurta feira da ultima semana do quadrimestre.
e Resolva de forma clara e organizada

e Justifique todas as respostas

Algebras

1. Sejam (FE;,&;),i = 1,2 dois espagos mensuraveis e seja C a classe das somas finitas
de retangulos A x B, com A € & e B € &. Por somas finitas de retangulos
entendemos unioes finitas de retangulos que sao disjuntas dois a dois. Mostre que
C é uma algebra de subconjuntos de E; x FEj.

Observagao: Se tivermos n > 2 espagos mensuraveis (£2;, A4;),i = 1,...,n, 0 espago
mensuravel produto (2 x -+ x Q,, 4; X -+ X A,,) é definido de maneira analoga.
Em particular, se Q) = - =Q, =Re 4 = --- = A, = B(R), entao o espago

produto (R", B(R™)) é o espago de Borel n-dimensional, onde R" = R x --- X
R, B(R") = B(R) x --- x B(R) ( n fatores), e B(R™) é chamado de o-dlgebra de
Borel n-dimensional. Os membros de B(R™) sdo chamados de conjuntos de Borel
n-dimensionais.

Agora consideramos o caso de infinitos (enumeréveis ou nao) espagos mensuraveis
(Q4, A;),t € T, onde o conjunto de indices T (ndo vazio) sera geralmente a reta real
ou sua parte nao-negativa ou o intervalo unitario (0,1) ou [0, 1].

Definigao: O espago produto de €, ¢ € T', denotado por [ [, € ou Qp, é definido
por QT = HtET Qt = {(.U = (Mt,t € T),Cdt € Qt,t S T}
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Observagao: Ao formar o ponto w = (w,t € T') com w; € Q,t € T, assumimos
tacitamente, invocando o axioma da escolha, que existe uma funcao em 7' para
U,er 2 com Q # 0, € T, cujo valor em t,w;, pertence a €.

Para T = {1,2}, Q1 x Qs = {w = (wy,wq);w1 € Qq, w2 € Qa}. Seja f: T — Q3 UQ,
tal que f(1) € Qp, f(2) € Qu. Entao (f(1),f(2)) € Q1 x Q. Reciprocamente,
qualquer (wy,wq) € Q1 Xy é 0 par (ordenado) de valores de uma fungao f em T para
Q1UQs com f(1) € Q4, f(2) € Qy; asaber, a func¢ao para a qual f(1) = wy, f(2) = we.
Assim, €24 x5 pode ser visto como a colecao de todas as funcoes f em T para ;U2
com f(1) € Q, f(2) € Qy. Interpretagdo semelhante vale para qualquer cole¢ao
finita de Q; #,4 = 1,...,n, bem como qualquer cole¢ao de Q; # 0,t € T # ) (pelo
axioma da escolha). Assim, Qp = [[,er Qe = {f : T = Uer Qo f(1) € Qi t € T}
Em particular, se T'= Ne ) = N,t € T, entao Qp = [[,. % ¢ o conjunto de todas
as funcgoes reais definidas em N.

Observagao: Em muitas aplicagoes, tomamos 7' = [0, 1],Q; = R, ¢t € T', e conside-
ramos subconjuntos de [], ., €2, tais como o conjunto de todas as fungdes continuas,
denotado por C([0, 1]), ou o conjunto de todas as funcoes limitadas e continuas a
direita, denotado por D(][0, 1]).

A seguir, para qualquer inteiro positivo N, seja Ty = {t1,...,ty} com t; € T,i =
L,...,N eseja Ay = [[,ep, Ai Entdo Agy é um retangulo em € x -+ x Q.

Defini¢ao: O subconjunto Az, X HtGva Qt = [lier, At X HteTfV Q de [[er % €
chamado de cilindro produto em Qp = HteT ; com base Ar, e lados A; € A, t €
Ty.

2. Seja C a classe de todas as somas finitas de todos os cilindros produto. Mostre que
C ¢ uma algebra (de subconjuntos de [, ().

Definicao: A o-algebra gerada por C é chamado de o-algebra produto de A;,t €
T e & denotado por Ap = [[,cr Aie O par (Qr = [[,er Q0 Ar = [l Ar) €
chamado de espago mensuravel produto dos espagos (mensuraveis) (€, 4;),t € T.
O espaco (R*, B(R*), o espago de Borel de dimensao (enumeravelmente) infinita,
onde R®* = R xR x ..., e B(R®) = B(R) x B(R) x ..., é frequentemente de
interesse especial. B(R*) ¢é a o-élgebra de Borel de dimensao (enumeravelmente)
infinita. Os membros de B(R>) sdo chamados de conjuntos de Borel de dimenséao
(enumeravelmente) infinita.

o-algebras

3. Uma o-algebra F é dita gerada enumeravelmente se existe uma subfamilia enume-
ravel C C F tal que 0(C) = F.
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Prove que se E' é um espago métrico separavel, entao sua o-algebra de Borel, B(E),
¢ gerada enumeravelmente. Em particular, o mesmo vale para a o-algebra de Borel
de R? ou, mais geralmente, de qualquer espaco de Banach separavel.

4. A o-algebra de Borel de R é gerada por cada uma das seguintes familias de conjuntos:

a) Os intervalos abertos |a,b[ com a < b

(c

(d) As semirretas fechadas [a, 0o com a € R

(a)

(b) Os intervalos semiabertos ]a,b] com a < b
) As semirretas abertas |a, 0o com a € R
)

5. Seja E um espago topologico e denotemos por By(E) a menor o-dlgebra de subcon-
juntos de E com respeito a qual todas as fungoes continuas reais sao mensuraveis.
By(FE) é a o-algebra de Baire.

(a) Prove que By(E) C B(E)

(b) Prove que se E' é métrico separavel entao By(E) e B(FE) coincidem.
6. Seja (£, &) um espaco mensuravel e S C E (nao necessariamente S € £). Prove que
Es={ANS:Aef&}
¢ uma o-algebra de subconjuntos de S (a o-algebra trago de £ em S).
7. Seja (E, &) um espago mensuravel.
(a) Seja (f,)n, uma sequéncia de fungoes reais mensuréaveis. Prove que o conjunto
L=Axz: 711;120 fn(z) existe}

é mensuravel.

(b) Assuma que as f,, tomam valores em um espago métrico G. Usando unides,
intersecoes, complementares... descreva o conjunto de pontos x tais que a
propriedade de Cauchy para a sequéncia (f,,(x)),, € satisfeita e prove que, se F
é completo, L também é mensuravel neste caso.

Integracao

8. Seja 4 uma medida em (E,€) e f : E — R uma fungdo mensurével.

(a) Prove que se f é integravel, entao |f| < +o0 q.t.p.

/Efdu:O

(c) Prove que se f é semi-integravel e se fA fdp > 0 para todo A € £, entao f >0
q.t.p.

(b) Prove que se f é positiva e

entao f =0 p-q.t.p.
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9. Seja (E,&, 1) um espaco de medida e f : £ — R uma fun¢do mensuravel que se
anula fora de um conjunto desprezéavel N. Prove que f é integravel e que sua integral
¢ zero.

10. (a) Seja (wy), uma sequéncia limitada de nimeros positivos e seja, para t > 0
o(t) = Z wye” "
n=1

E verdade que ¢ é diferenciavel termo a termo, i.e., que para t > 0, ¢ é
diferenciavel e

' (t) =— Z nw,e”"?
n=1

(b) Considere a mesma questao onde a sequéncia (wy,),, ¢ limitada mas nao neces-
sariamente positiva.

(c) E se w, =+/n?
(d) E se w, = eV™?

11. (Contraexemplos)

(a) Encontre um exemplo de um espago de medida (E, &, ) e de uma sequéncia
decrescente (A,), C & tal que p1(A,) nao converge para p(A) onde A =, A,.

(b) O Teorema de Beppo Levi requer a existéncia de uma fungao integravel f tal
que f < f, para todo n. Dé um exemplo onde esta condi¢cao nao é satisfeita e
o enunciado do Teorema de Beppo Levi nao é verdadeiro.

Continuidade absoluta de medidas

12. Sejam v, ;1 medidas no espago mensuravel (E,€) tais que v < u. Seja ¢ uma
aplicacao mensuravel de F no espago mensuravel (G, G) e sejam v, i as respectivas
imagens de v e u. Prove que v < [i.

Tonelli-Fubini

13. O célculo da integral

T

+o00 1
/ —e “sinz dr (1)
0

para t > 0 nao parece agradavel. Mas como

1

1
—sinm:/ cos(zy) dy
X 0

e usando Fubini... Calcule a integral em (1) e seu limite quando ¢ — 0.
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14. Sejam f, g : R? — R funcdes integraveis. Prove que

15.

16.

17.

18.

T g f(y)g(z —y)dy

define uma funcao em L'. Esta é a convolugdo de f e g, denotada f * g. Determine
uma relacao entre as normas L' de f, ge fx*g.

Note que as duas fungoes y — f(y) e y — g(z — y) estao em L' mas, em geral, o
produto de funcoes de L' nao é integravel.

o-algebras e variaveis aleatorias

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e (A, ), uma sequéncia de eventos, cada
um com probabilidade 1. Prove que a sua intersegao (), A, também tem probabili-

dade 1.

Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e G C F uma o-algebra P-trivial, i.e.,
tal que, para todo A € G, ou P(A) = 0 ou P(A) = 1. Neste exercicio provamos
que uma v.a. X G-mensuravel com valores em um espaco métrico separavel E é
constante q.c. Este fato ja foi estabelecido no Teorema 2.15 no caso F = R™. Seja
X uma v.a. com valores em F que é G-mensuravel.

(a) Prove que para cada n € N existe uma bola B,, (+) centrada em algum z, € E
e com raio + tal que P(X € B,,(3)) = 1.

(b) Prove que existe uma sequéncia decrescente (A, ), de conjuntos de Borel de E
tal que P(X € A,,) = 1 para cada n e tal que o didmetro de A4,, é < %

(c) Prove que existe um x¢ € E tal que P(X = z¢) = 1.
(a) Seja (X,,), uma sequéncia de v.a.’s reais independentes e seja

Z =sup X,,.

n>1

Suponha que, para algum a € R, P(Z < a) > 0. Prove que Z < 400 q.c.

(b) Seja (X,,), uma sequéncia de v.a.’s reais independentes com X,, exponencial de
parametro \,.

(b1) Suponha que A, = logn. Prove que

Z =sup X, < 400 q.c.

n>1

(b2) Suponha que A\, = ¢ > 0. Prove que Z = +0o0 q.c.

Sejam X e Y v.a.’s reais independentes tais que X + Y tem esperanca matematica
finita. Prove que tanto X quanto Y tém esperanca matemética finita.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sejam X e Y v.a.’s independentes de dimensao d com distribui¢oes i e v respecti-
vamente. Suponha que p tem densidade f com respeito a medida de Lebesgue de
R? (nenhuma suposicio é feita sobre a lei de Y).

(a) Prove que X +Y também tem densidade, digamos g, com respeito & medida de
Lebesgue e calcule-a.

(b) Prove que se f é k vezes diferenciavel com derivadas limitadas até a ordem k,
entdo g também é k vezes diferenciavel (novamente qualquer que seja a lei de Y).
Seja 4 uma probabilidade em R

(a) Prove que, para todo € > 0, existe um M; > 0 tal que p(|z| > M) < e.

(b) Seja f € Cy(RY), i.e., continua e tal que para todo € > 0 existe um M, > 0 tal
que |f(x)|] < e para |z| > Ms. Prove que se

ota) = s 5(@) [ 1o = y)n(ay).

entdo g é continua e g(x) — 0 quando |z| — oo.

Variaveis aleatorias e as suas leis

Um par de v.a.’s X, Y tem densidade conjunta

eQac eGy

(ef7 + ety — 1)%t5

flz,y)=(0+1) z>0,y>0

e f(z,y) = 0 caso contrario, onde § > 0. Calcule as densidades de X e de Y.

Sejam XY, Z v.a.’s independentes uniformes em [0, 1].
(al) Calcule as leis de —log X e de —logY'.

(a2) Calcule a lei de —log X —logY e depois a de XY
(b) Prove que P(XY < Z?) = 2.

Seja Z uma v.a. exponencial com pardmetro A e sejam 7, = |Z|, Zo = Z — | Z],
respetivamente as partes inteira e fracionaria de Z.

(a) Calcule as leis de Z; e de Z,.
(b1) Calcule, para 0 < a < b <1ek €N, a probabilidade P(Z; = k, Z, € [a, b]).

Neste exercicio determinamos a lei imagem da distribuicao uniforme na esfera sob a
projegao no didmetro norte-sul (ou, de fato, em qualquer didmetro). Lembre-se que
em coordenadas polares a parametrizacao da esfera S, de R? ¢

z=-cosf, y=sinfcos¢p, x =sinfsing¢

onde (0, ¢) € [0, 7] %[0, 27]. 6 & a colatitude (i.e., a latitude mas com valores em [0, 7]

em vez de [—~7,7]) e ¢ a longitude. A medida de Lebesgue da esfera, normalizada
para que a medida total seja igual a 1, & f(6, ¢)dfd¢, onde

ﬂ&@:%ﬂw 0,6) € [0,7] x [0,27].  (2.84)

™



Probabilidade Lista de Exercicios

25.

26.

27.

Consideremos o mapa Sy — [—1, 1] definido como (z,y, z) — z, i.e., a projegao de
Ss no diametro norte-sul.

Probabilidade condicionals, leis de variaveis aleato-
rias e transformadas de Laplace e de Fourier

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade, e X e Z v.a.’s exponenciais indepen-
dentes de parametro . Definamos em (€2, F) a nova medida

QA
< _Yx+1z
® Xt
ie., Q(A) = 3E[(X + Z)1.4].

(a) Prove que Q é uma probabilidade e que Q < P.
(b) Calcule EQ(X Z).

(c1) Calcule a lei conjunta de X e Z com respeito a Q. X e Z também sdo inde-
pendentes com respeito a Q7?7

(c2) Quais sao as leis de X e de Z sob Q?
(a) Sejam X, Y v.a.’s reais tendo densidade conjunta f com respeito a medida de

Lebesgue. Prove que tanto XY quanto % tém uma densidade com respeito a medida
de Lebesgue e calcule-a.

(b) Sejam X, Y v.a.’s independentes com distribui¢ées Gama (a, \) e Gama (5, \),
respetivamente.

(b1) Calcule a lei de W = <
(b2) Esta lei ndo depende de A. Era de se esperar?

(b3) Para quais valores de p tem W um momento finito de ordem p? Calcule esses
momentos.

(cl) Sejam X, Y, Z v.a.’s independentes com distribui¢cdo N (0, 1). Calcule as leis
de

X2

Wi=———

1 72 1 Y?2
e de "
S

VY
(c2) Calcule a lei de 5.

Dadas duas probabilidades p, v num espago mensuravel (F,E), a entropia relativa
(ou divergéncia de Kullback-Leibler) de v em relagao a p é definida como

H(V;u):/log—y (dx) /—logd p(dx)
E

se v < p e H(v; ) = 400 caso contrario.



Probabilidade Lista de Exercicios

28.

29.

30.

31.

(a) Prove que H(v; ) > 0 e que H(v;u) > 0 a menos que v = p. Além disso, H é
uma fun¢ao convexa de v.

(b) Seja A € £ um conjunto tal que 0 < u(A) < ledv = ﬁA)lAdﬂ- Calcule H (v; i)
e H(u;v) e note que H(v;p) # H(u;v).
(c) Seja = B(n,p) e v = B(n,q) com 0 < p,q < 1. Calcule H(v; u).

(d) Calcule H(v;p) quando v e p sao exponenciais de parametros p e A, respetiva-
mente.

(e) Sejam vy, ju;,7 = 1, ..., n probabilidades nos espagos mensuraveis (E;, &;). Prove
que,se V=1 Q- QUpe =1 @+ X Uy, entao

H(v;p) = ZH(%’;M)-

(Funcgoes caracteristicas sdo positivas definidas)] Uma fungao f : R? — C diz-se
positiva definida se, para toda a escolha de n € N e z1,...,2, € R? a matriz
complexa (f(xp — xx))nk € positiva definida, i.e., Hermitiana e tal que

> flan—z)&& >0 paratodo &,..., & €C.

hok=1
Prove que as funcoes caracteristicas sao positivas definidas.
(Caracterizacao de Stein da lei Gaussiana)| (a) Seja Z ~ N(0, 1). Prove que
E[Zf(Z)]=E[f(Z)]  paratoda f€Cy ()

onde C} denota o espago vetorial das fungoes continuas limitadas R — C com
derivada limitada.

(b) Seja Z uma v.a. real satisfazendo (). Prove que Z ~ N(0,1).

Sejam p, v probabilidades em R tais que todos os seus momentos coincidem:

+oo +oo

/ aFdu(z) = / a*dv(z) kE=1,2,...
e suponha-se, adicionalmente, que a sua transformada de Laplace é finita numa
vizinhanga de 0. Entao u = v.
Sejam 1 e v probabilidades em R e designem por L, e L, as suas transformadas de
Laplace, respetivamente. Suponha que L, = L, num intervalo aberto |a, b].
(a) Suponha a < 0 < b. Prove que p = v.
(bl) Sejaa <y <be
e’ ee

Lu(v)du(x)’ dvlw) = Ly(v)

Calcule as transformadas de Laplace L, e L, e prove que p, = v,.

dp(x) = dv(z).

(b2) Prove que u = v também se 0 ¢]a, b].

8
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32. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s reais convergindo para X em L, p > 1.

(a) Prove que
lim E(X,) = E(X).

n—o0

(b) Prove que se duas sequéncias (X,)n, (Y,)n, definidas no mesmo espago de
probabilidade, convergem em L? para X e Y respectivamente, entdo a sequéncia
produto (X,Y,), converge para XY em L.

(c1) Prove que se X, —, 0o X em L? entdo também

lim Var(X,) = Var(X).

n—oo

(c2) Prove que se (X,,), e X tomam valores em R? e X,, —, ..o X em L?, entdo as
matrizes de covariancia convergem.

33. Seja (X, ), uma sequéncia de v.a.’s reais em (£, F,P) e 6 um ntmero real. Quais
das seguintes afirmacgoes sao verdadeiras?

(a)
lim {ané}:{lim ana}.
n—oo

n—o0

(b)
Jim (X, <0} € {Jim X, <07
34. (a) Seja X uma v.a. uniforme em |0, 1] e seja
A, ={X < i}
(al) Calcule > > P(A,).
(a2) Calcule P(lim,,_o A,).
(b) Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s independentes uniformes em [0, 1].
(bl) Seja
B, ={X, <}

Calcule P(lim,,_,o0 B,,).

(b2) E se

35. Seja (X,,), uma sequéncia de v.a.’s independentes com lei exponencial de parametro
a, = (log(n +1))* « > 0. Note que a sequéncia (a,), é crescente, de modo que as
v.a.’s X,, "tornam-se menores"a medida que n aumenta.

(a) Determine P(lim,_,{X, > 1}) conforme o valor de a.

(b1) Calcule lim,,_,,X,, conforme o valor de a.
(b2)
)

(c) Para quais valores de a (lembre que a > 0) a sequéncia (X,,),, converge q.c.?

Calcule lim,,_, -, X,, conforme o valor de «.

9
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36. Seja (Z,), uma sequéncia de v.a.’s positivas i.i.d.

(a) Prove as desigualdades

ZPZl>n ) SE(Z) <) P(Z = n).
n=1 n=0
(b) Prove que

(bl) se E(Z;) < +o0 entdo P(Z,, > n infinitas vezes) = 0.
(b2) se E(Z;) = +o0 entdao Z, > n infinitas vezes com probabilidade 1.

(c) Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s reais i.i.d. e seja
Ty = sup{f; E(e’*") < 400}
a abcissa de convergéncia direita da transformada de Laplace das X,,.

(c1) Prove que se z2 < 400 entao

. X, 1
lim = —
n—oo logn  xo

com a interpretacao é = 400 se x93 = 0.
(¢2) Suponha que X, ~ N(0,1). Calcule

Xn
lim g

n—o00 log n

37. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. tais que 0 < E(|X;|) < 4+o00. Para cada
w € €) consideremos a série de poténcias

Z Xp(w)x

e seja R(w) = (mn_>oo|Xn(w)|1/”)71 o seu raio de convergéncia.

(a) Prove que R é uma v.a. constante q.c.

(b) Prove que existe um a > 0 tal que
P(|X,| > a para infinitos indices n) = 1

e deduza que R <1 q.c.
(c) Seja b> 1. Prove que > >~ P(|X,| > b") < 400 e deduza o valor de R q.c.

38. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s com valores no espago métrico £. Prove que
lim,,_,~ X,, = X em probabilidade se e somente se

lim E[l d( X, X)

m] —0. (3.44)

10



Probabilidade Lista de Exercicios

39. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s no espago de probabilidade (€2, F,P) tais que

> B(IX]) < +oo. (3.45)

00
k=1

(a) Prove que a série
> X, (3.46)
k=1

converge em L.
(b1) Prove que a série Y -, X' converge q.c.

(b2) Prove que em (3.46) a convergéncia também ocorre q.c.

40. Seja (E,B(E)) um espago topolégico e p uma medida o-finita em B(E). Sejam
fn,n > 1, densidades com respeito a p e seja du, = f,dp a probabilidade em
(E,B(F)) com densidade f,, em relacao a p.

(a) Suponha que f, —noo f em L(p).
(al) Prove que f ¢ ela propria uma densidade.
(a2) Prove que, se du = fdp, entao p, —, 0 p fracamente e além disso, para

todo A € B(E), ftn(A) —n_oo p1(A).
(b) Em (R, B(R)) seja

1+cos(2nmz) se0<zx<1
0 caso contrario.

(bl) Prove que as f,’s sdo densidades de probabilidade com respeito a medida
de Lebesgue em R.

(b2) Prove que as probabilidades du,(x) = f,(x)dx convergem fracamente para
uma probabilidade 1 com densidade f a ser determinada.

(b3) Prove que a sequéncia (f,), nao converge para f em L' (com respeito a
medida de Lebesgue).

41. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s tendo respectivamente uma lei geométrica de
N . )\ N . 1 . .
parametro p, = 5. Mostre que a sequéncia (X, ), converge em lei e determine o
seu limite.

42. (a) Seja p, a probabilidade em R
tn = (1 — a,)dp + anoy,

onde 0 < a, < 1. Prove que se lim,,_, a, = 0 entao (u,), converge fracamente
e calcule o seu limite.

(b) Construa um exemplo de uma sequéncia (j,), convergindo fracamente mas tal
que as médias ou as variancias dos j, nao convirjam para a média e a variancia
do limite (veja no entanto o Exercicio 3.30 abaixo).

11



Probabilidade Lista de Exercicios

(c) Prove que, em geral, se X,, =, 00 X em lei entéo liminf, . E(|X,|) > E(]X])
e liminf, ., E(X?) > E(X?).

43. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade.

(a) Seja (A,), C F uma sequéncia de eventos e suponha que, para algum « > 0,
P(A,) > «a para infinitos indices n. Prove que

P (lim sup An> > Q.

n—o0

(b) Seja Q outra probabilidade em (2, F) tal que Q < P. Prove que, para todo
€ > 0 existe um ¢ > 0 tal que, para todo A € F, se P(A) < § entdo Q(A) <.

44. Seja (X,), uma sequéncia de v.a.’s i.id. com P(X, = +1) = 1 e seja X, =
%(Xl +---+ X,,). Calcule os limites em lei das sequéncias
(2) (VsinXy),
(b) (Vn(l = cos X))n
(¢) (n(1—cosX,))n
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