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Prova do Lema 2.29 (continuação)

Temos, para todo δ > 0,

|ψ(x)− ψσ(x)| =
∣∣∣ ∫

Rm

fσ(x − y)(ψ(x)− ψ(y))dy
∣∣∣

≤
∫
Rm

fσ(x − y)|ψ(x)− ψ(y)|dy = I1 + I2.
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Limitação de I1 e I2

Escolha δ > 0 tal que |ψ(x)−ψ(y)| ≤ ϵ sempre que |x − y | ≤ δ (ψ é
uniformemente cont́ınua). Então I1 ≤ ϵ.

Além disso,

I2 ≤ 2∥ψ∥∞
∫
{|y−x |>δ}

fσ(x − y)dy .
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Aplicação da Desigualdade de Markov

Se X = (X1, . . . ,Xm) tem densidade fσ, então∫
{|y−x |>δ}

fσ(x − y)dy = P(|X | ≥ δ) ≤ 1

δ2
E(|X |2) ≤ mσ2

δ2
.

Escolha σ pequeno o suficiente para que 2∥ψ∥∞mσ2

δ2
≤ ϵ. Então

|ψ(x)− ψσ(x)| ≤ 2ϵ para todo x ∈ Rm.

Além disso, ψσ ∈ C0(Rm).
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Teorema 2.30 (Teorema da Unicidade)

Sejam µ, ν probabilidades em Rm tais que

µ̂(θ) = ν̂(θ) para todo θ ∈ Rm.

Então µ = ν.

A igualdade das funções caracteŕısticas significa que∫
Rm

ei⟨θ,x⟩dµ(x) =

∫
Rm

ei⟨θ,x⟩dν(x) para todo θ.
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Prova do Teorema 2.30

Basta provar que
∫
ψdµ =

∫
ψdν para toda ψ ∈ CK (Rm). Seja

ψ ∈ CK (Rm) e ψσ como em (2.51). Então∫
Rm

ψσ(x)dµ(x) =
1

(2π)m

∫
Rm

ψ(y)dy

∫
Rm

e−
1
2
σ2|θ|2e−i⟨θ,y⟩µ̂(θ)dθ.
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Continuação da Prova

Como a integral depende apenas de µ̂ e µ̂ = ν̂, temos∫
Rm

ψσ(x)dµ(x) =

∫
Rm

ψσ(x)dν(x).

Pelo Lema 2.29, ψσ → ψ uniformemente. Logo,∫
Rm

ψ(x)dµ(x) = lim
σ→0+

∫
Rm

ψσ(x)dµ(x) =

∫
Rm

ψ(x)dν(x).

Portanto, µ = ν.
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Exemplo 2.31: Convolução de Gaussianas

Sejam µ ∼ N(a, σ2) e ν ∼ N(b, τ 2). Então

ϕµ∗ν(θ) = µ̂(θ)ν̂(θ) = ei(a+b)θe−
1
2
(σ2+τ2)θ2 .

Esta é a função caracteŕıstica de N(a + b, σ2 + τ 2). Logo,

µ ∗ ν = N(a + b, σ2 + τ 2).
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Exemplo 2.32: Função Caracteŕıstica Real implica

Simetria

Seja X uma v.a. cuja função caracteŕıstica é real. Então X é
simétrica.

De fato, ϕ−X (θ) = ϕX (−θ) = ϕX (θ) = ϕX (θ). Logo, X e −X têm a
mesma função caracteŕıstica e, portanto, a mesma lei.
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Teorema 2.33 (Inversão)

Seja µ uma probabilidade em Rm. Se µ̂ é integrável, então µ é
absolutamente cont́ınua e tem densidade

f (x) =
1

(2π)m

∫
Rm

e−i⟨θ,x⟩µ̂(θ)dθ. (2.54)
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Exemplo 2.34: Uma Função Caracteŕıstica

Periódica

Seja ϕ a função tal que ϕ(θ) = 1− |θ| para −1 ≤ θ ≤ 1, estendida
periodicamente a R.

Vamos provar que ϕ é uma função caracteŕıstica e determinar a lei
correspondente.
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Expansão em Série de Fourier

Como ϕ é periódica e par, sua série de Fourier é

ϕ(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
k=1

ak cos(kπθ) =
∞∑

k=−∞

bke
ikπθ,

com bk = 1
2
a|k| para k ̸= 0, b0 =

1
2
a0.
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Cálculo dos Coeficientes

a0 =

∫ 1

−1

(1− |θ|)dθ = 1.

Para k > 0,

ak =

∫ 1

−1

(1− |θ|) cos(kπθ)dθ = 2

(kπ)2
(1− cos(kπ)).

Logo,

ak =

{
0 se k é par,

4
(kπ)2

se k é ı́mpar.
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Lei Correspondente

Portanto, ϕ é a função caracteŕıstica de uma v.a. X com valores em
πZ tal que:

P
(
X = ±(2m + 1)π

)
=

1

2
a|2m+1| =

2

π2

1

(2m + 1)2
,

P(X = 0) =
1

2
.

X não tem esperança finita (pois ϕ não é diferenciável).
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Função Caracteŕıstica das Marginais

Seja X = (X1, . . . ,Xm) uma v.a. em Rn (n = n1 + · · ·+ nm) com
função caracteŕıstica ϕ. A função caracteŕıstica da k-ésima marginal
Xk é

ϕXk
(θ) = ϕ(θ̃), θ ∈ Rnk ,

onde θ̃ tem θ nas posições correspondentes a Xk e 0 nas outras.
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Independência e Função Caracteŕıstica Conjunta

Se X1, . . . ,Xm são independentes, então para θ = (θ1, . . . , θm),

ϕX (θ) = ϕX1(θ1) · · ·ϕXm(θm). (2.56)

Em termos de leis: se µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µm, então

µ̂(θ) = µ̂1(θ1) . . . µ̂m(θm). (2.57)
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Proposição 2.35: Caracterização da Independência

As v.a.’s X1, . . . ,Xm são independentes se e somente se, para todo
θ = (θ1, . . . , θm),

ϕX (θ) = ϕX1(θ1) · · ·ϕXm(θm). (2.58)

Prova: Se são independentes, (2.58) vale. Reciprocamente, se (2.58)
vale, então X tem a mesma função caracteŕıstica que o produto das
leis das Xi . Pelo Teorema 2.30, a lei de X é o produto, logo são
independentes.
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Definição

Seja X uma v.a. m-dimensional, µ sua lei e z ∈ Cm. A
transformada de Laplace complexa (TLC) de X (ou de µ) é

L(z) = E(e⟨z,X ⟩) =

∫
Rm

e⟨z,x⟩dµ(x) (2.59)

definida para os z tais que e⟨z,X ⟩ é integrável.
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Relação com a Função Caracteŕıstica

No eixo imaginário, |e⟨z,X ⟩| = 1, logo L sempre está definida áı.
Temos

L(iθ) = ϕ(θ) para todo θ ∈ Rm.

Portanto, a TLC L contém a função caracteŕıstica ϕ (restrição ao
eixo imaginário).
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