Fungdes Caracteristicas (continuag3o) e

Transformada de Laplace

Cristian Coletti

Primeiro Quadrimestre de 2026

Cristian Coletti Funcdes Caracteristicas (continua¢do) e Trans  Primeiro Quadrimestre de 2026 1/19



Prova do Lema 2.29 (continuagdo)

Temos, para todo § > 0,

660 = )| = | [ lx =00 ~ ()

< [ Bl ~ o)ldy = b+ b
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Limitacdo de 1 e b

Escolha 6 > 0 tal que |[¢)(x) — ¥ (y)| < € sempre que |x —y| <& (¢ é
uniformemente continua). Entdo / <e.

Além disso,
b <2l / f(x — y)dy.
(ly—xI>5}
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Aplicacao da Desigualdade de Markov

Se X = (Xi,...,Xn) tem densidade f,, entdo
1
fo(x = y)dy = P(IX| 2 0) < SE(X[) < —5-
{ly—x|>d}

Escolha o pequeno o suficiente para que 2||w||oo’"" <e. Entdo
[¥(x) — Yo (x)| < 2¢ para todo x € R™.

Além disso, 1, € Co(R™).
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Teorema 2.30 (Teorema da Unicidade)

Sejam p, v probabilidades em R™ tais que
1(0) = v(0) para todo 6 € R™.
Entao p = v.

A igualdade das fun¢Ges caracteristicas significa que

/ ei<evx>d#(x) = / ei<9’x> dl/(X) pal’a tOdO 0
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Prova do Teorema 2.30

Basta provar que [¢dp = [1dv para toda ¢ € Cx(R™). Seja
Y € Ck(R™) e ¢, como em (2.51). Entdo

1
(27T)m Rm

m

o (X)dpi(x) = “ly)dy / e 271 TN 1i(9) .
.
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Continuacdo da Prova

Como a integral depende apenas de i e ji = D, temos

[ a0t = [ )t

Pelo Lema 2.29, 1, — v uniformemente. Logo,

. P(x)dp(x) = lim Yy (x)du(x) = . P(x)dv(x).

o—0+ Rm

Portanto, = v.
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Exemplo 2.31: Convolu¢ao de Gaussianas

Sejam p ~ N(a,0?) e v ~ N(b,72). Entio
G (0) = UO)D(0) = &PV 2T H T,
Esta é a funcdo caracteristica de N(a + b, 0? + 72). Logo,

p*v=N(a+ b, o®+12).
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Exemplo 2.32: Funcdo Caracteristica Real implica

Simetria

Seja X uma v.a. cuja funcdo caracteristica é real. Entdo X é
simétrica.

De fato, ¢_x(0) = ¢x(—0) = ¢x(0) = ¢x(6). Logo, X e —X tém a
mesma fung¢do caracteristica e, portanto, a mesma lei.
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Teorema 2.33 (Inversio)

Seja 1 uma probabilidade em R™. Se [i € integrdvel, entdo p é
absolutamente continua e tem densidade

f(x) = ﬁ /R ) e 1ONN(0)dh.  (2.54)
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Exemplo 2.34: Uma Func¢do Caracteristica

Periodica

Seja ¢ a fungdo tal que ¢(0) =1 — |0| para —1 < 0 < 1, estendida
periodicamente a R.

Vamos provar que ¢ é uma funcao caracteristica e determinar a lei
correspondente.
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Expansao em Série de Fourier

Como ¢ é periddica e par, sua série de Fourier é

1
o(0) = 54 + Z ay cos(kmb) Z by

k=—00

com b, = %a|k| para k # 0, by = %a
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Calculo dos Coeficientes

20 = /1(1 —10])d0 = 1.

-1

Para kK > 0,

! 2
oy = /_1(1 0] cos(knt)db = 7= (1 = cos(kr)).

Logo,

0 se k é par,
di = 4 ;.
Ty S€ k é impar.
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Lei Correspondente

Portanto, ¢ é a fungdo caracteristica de uma v.a. X com valores em
w7 tal que:

1 2 1
P(X = +@m+ 1)) = 22emi1 = 5 m 1 1P
1
P(X =0)=-.
(X=0)=

X n3o tem esperanca finita (pois ¢ n3o é diferenciavel).
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Funcdo Caracteristica das Marginais

Seja X = (Xi,...,Xm) umav.a. emR” (n=ny +---+ ny) com
funcdo caracteristica ¢. A funcdo caracteristica da k-ésima marginal
Xk é y

ox,(0) = ¢(0), 6 e R™,

onde 6 tem 6 nas posicdes correspondentes a X, e 0 nas outras.
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Independéncia e Funcdo Caracteristica Conjunta

Se Xi, ..., Xy, sdo independentes, entdo para 0 = (61,...,60,),

Ox(0) = dx,(01) - - Ox,(0m).  (2.56)

Em termos de leis: se t = 11 ® - -+ @ upm, €ntao

p(0) = 1a(61) - - ftm(0m). (2.57)
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Proposicao 2.35: Caracterizagdo da Independéncia

As v.a.'s Xi,..., X, sao independentes se e somente se, para todo

0= (01,....0m),

ox(0) = dx,(01) - - - x,(0m). (2.58)

Prova: Se sdo independentes, (2.58) vale. Reciprocamente, se (2.58)
vale, entao X tem a mesma funcdo caracteristica que o produto das
leis das X;. Pelo Teorema 2.30, a lei de X é o produto, logo sao
independentes.
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Definicao

Seja X uma v.a. m-dimensional, ;s sua leie z € C™. A
transformada de Laplace complexa (TLC) de X (ou de ) é

1(2) = Be=X)) = / o du(x) (259)

definida para os z tais que e#X) & integravel.
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Relacdo com a Funcdo Caracteristica

No eixo imaginario, |e<Z7X>| =1, logo L sempre esta definida ai.
Temos

L(if) = ¢(0) para todo 0§ € R™.
Portanto, a TLC L contém a fungdo caracteristica ¢ (restricdo ao
eixo imaginario).
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