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Prova da implica¢do (c) do Teorema 3.21

Seja p1, — p fracamente, ent3o (c) vale (a reciproca é ébvia).
n—oo

Sejam f* e f, as duas funcdes definidas como

f.(x) = lim f(y) f*(x) = lim f(y). (3.18)

y—rX y—x

No Lema 3.22 provamos que f, é s.c.i. enquanto f* é s.c.s.
Claramente f, < f < f*. Além disso, estas trés funcdes coincidem no
conjunto C de pontos de continuidade de f; como assumimos

pu(C) =0, elas sdo limitadas p-q.s. e

/ﬂdu:/fd,u:/f*d,u.
E E E
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Prova (continuag&o)

Agora (3.15) e (3.16) dao

/fdu /fdué im /f*duns m/fdun,

n—oo |p n—oo JE
/fd,u:/f*duz W/f*dunz m/fdun
E E n—oo E n—oo E

o que fornece
Ii_m/fd,u,,z/fdu> fim /fdu,,,
n—oo JE n—oo

completando a prova.
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Lema 3.22

As fungdes f, e f* em (3.18) sdo s.c.i. e s.c.s. respectivamente.

Prova: Seja x € E. Devemos provar que, para todo d > 0, existe
uma vizinhanga Us de x tal que f.(z) > f.(x) — 0 para todo z € U.
Pela definicdo de lim, existe uma vizinhanca Vj de x tal que

f(y) > f.(x) — d para todo y € V;.

Se z € Vj, existe uma vizinhanca V de z tal que V C Vj, de modo
que f(y) > f.(x) — d para todo y € V. Isso implica que

f.(z) =lim,_,, f(y) > f.(x) — 6. Podemos entdo escolher Us = V; e
provamos que f, é s.c.i. O argumento para f* & o mesmo.
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Convergéncia de medidas de conjuntos

Suponha que p, — p fracamente e A € B(E). Podemos dizer que

n—oo

tn(A) —— p(A)? O Teorema 3.21 da algumas respostas.
n—o00

Se G C E é um conjunto aberto, ent3o sua funcdo indicadora 15 é
s.c.i. e por (3.15)

lim i(G) = lim /ElcdunZ/Elcduzu(G)- (3.19)

n—oo n—oo
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Intuicdo e exemplo

Para dar alguma intuicdo, pense em uma sequéncia de pontos

(x2)n C G convergindo para algum ponto x € 9G. E facil verificar

que d,, — 0, fracamente e teriamos ¢,,(G) = 1 para todo n mas
n—o0o

dx(G) = 0, pois o ponto limite x ndo pertence a G.
Similarmente, se F é fechado entdo 1f é s.c.s. e

lim p,(F) = lim /EleMn < /EleM = u(F). (3.20)

n—oo n—oo
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Condicdo para convergéncia das medidas

Claro que temos p,(A) — u(A), seja A um aberto ou fechado, se
n—o0

sua fronteira 0OA for u-negligivel: na verdade OA é o conjunto de
pontos de descontinuidade de 14.

Reciprocamente, se (3.19) vale para todo aberto G (resp. se (3.20)
vale para todo fechado F) pode-se provar que p, — p (Exercicio
n—o0

3.17).
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Critério em R (Proposicdo 3.23)

Sejam i, 1y, n > 1, probabilidades em R e denotemos por F,, F as

respectivas fun¢bes de distribuicdo. Entdo u, — p fracamente se
n—oo

e somente se

lim F,(x) = F(x) para todo ponto de continuidade x de F. (3.21)

n—o0

Prova: Suponha que i, — i fracamente. Sabemos que se x é
n—oo

ponto de continuidade de F entdo p({x}) = 0. Como {x} é a
fronteira de | — 00, x], pelo Teorema 3.21 (c),

Fol0) = pnl] = 00.x]) —— (] — 00.x]) = F(x).
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Prova da reciproca

Reciprocamente, suponha que (3.21) vale. Se a e b sdo pontos de
continuidade de F entdo

:un(]aa b]) = Fn(b) - Fn(a) K) F(b) - F(a) = :u(]aa b]) (322)
Como os pontos de descontinuidade da func3o crescente F s3o no
maximo enumeraveis, (3.21) vale para x em um conjunto D denso

em R. Gragas a Proposicdo 3.19, precisamos apenas provar que
pn(f) — p(f) para toda f € Cx(R); isto seguird de uma
n—oo

adaptacdo do argumento de aproximagdo da integral por suas somas
de Riemann.
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Aproximacdo por somas de Riemann

Como f é uniformemente continua, para € > 0 fixo seja 6 > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < € sempre que |x — y| < J. Sejam zg < 7y < -+ < zy
uma particdo em um intervalo contendo o suporte de f tal que
zx € D e|zx — z_1] < 0. Isto é possivel, pois D é denso em R.

Se

f(Zk)(F(Zk)—-F(Z}_l))

So=>_f(z)(Fa(z)—Falzi-1)), S =

N N
k=1 k=

entdo, como os z, sdo pontos de continuidade de F, lim,,., S, = S.
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Temos

‘/fdun—/fdu‘s‘/fdun—sn

’/fdun—s 2 /Zk 1 (F(x) = f(zx)) dpn(x)

Z/ X) = F(z0)] djun()

[Zk 1,Zk] = E(F(ZN) - F(Zo)) S €. (3

1S, — S| + ‘/ fdy — 5‘ (3.23)

IN

Mz

Cristian Coletti Convergéncia Fraca de Medidas 11/24



Conclusdo da prova

Similarmente,

’/fdu—S‘ge.
m‘/fdun—/fdu‘g%

e o resultado segue da arbitrariedade de e.

De (3.23) obtemos
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Exemplo 3.24 (a)

fin = 01/n (massa de Dirac em %) Entdo p, — do fracamente. De

fato, se f € Cy(R)

/fd,u,, _f (1) L F(0) = / £,
R n n—oo R

Note que se G =]0, 1 entdo pu,(
lim,—00 ttn(G) = 1 enquanto do(
note que G = {0, 1} e dp(0G)

G) = 1 para todo n e portanto
G) = 0. Neste caso 1,(G) /4 60(G);
>0
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Exemplo 3.24 (a) continuagdo

Mais geralmente, pelo argumento acima, se (x,), é uma sequéncia no

espago métrico E e x, — x, entdo §,, — J, fracamente.
n—o0o n—oo

(b) pn = %Zz;(l) dk/n- Ou seja, 11, € uma soma de massas de Dirac,

cada uma de peso %, posicionadas em 0, %, ... =1
n n n
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Exemplo 3.24 (b) continuag&o

Intuitivamente, a massa total é fragmentada em um namero
crescente de massas de Dirac cada vez menores e igualmente
espagadas. Isso sugere um limite que é uniforme no intervalo [0, 1].

Formalmente, se f € C,(R) entdo
1, [k
fdu, = —f (—) :

No lado direito reconhecemos, com alguma imaginacdo, a soma de

Riemann de f no intervalo [0, 1] em relagcdo a particdo 0, %, e ”;nl
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Exemplo 3.24 (b) conclusédo

Como f é continua, as somas de Riemann convergem para a integral

e portanto
1
lim /fd,u,,:/ f(x)dx,
n—o0 R 0

o que prova que (p,), converge fracamente para a distribui¢do
uniforme em [0, 1]. O mesmo resultado pode ser obtido calculando o
limite das funcdes caracteristicas ou das f.d.'s.
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Exemplo 3.24 (c)

tn ~ B(n, %) Vamos provar que (i,), converge para uma lei de
Poisson de pardmetro \; i.e., a aproximacdo de uma lei binomial

B(n, p) com n grande e p pequeno por uma distribuicdo de Poisson é
na verdade um resultado de convergéncia fraca.

Podemos ver isso de varias formas. Até agora conhecemos trés
métodos para provar convergéncia fraca:

© A definicio;

@ A convergéncia das fun¢des de distribui¢do (Proposigdo 3.23,
apenas para probabilidades em R);

@ A convergéncia das fungdes caracteristicas (para probabilidades
em RY).
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Exemplo 3.24 (c) continuagdo

Neste caso, por exemplo, a f.d. F do limite é continua em todos os
pontos, exceto nos inteiros positivos. Se x > 0, entdo

- $50) ) (62) e

pois na soma sé aparece um namero finito de termos (|| denota a
funcdo "parte inteira"). Se x < 0 ndo ha o que provar, pois
F.(x) =0 = F(x).
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Exemplo 3.24 (c) por fungdes caracteristicas

Também podemos calcular as func¢des caracteristicas e seu limite:
lembrando do Exemplo 2.25

n—oo

A" A, n ,.
ﬁn(e) = (1 - ; + ;ele) = (1 + ;(e“9 - 1)>  — e)‘(ee_l)'

que é a funcdo caracteristica de uma lei de Poisson de pardmetro )\, e
o Teorema de P. Lévy 3.20 da p1, — Poiss(A).
n—oo
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Exemplo 3.24 (d)

fin ~ N(b,1). As leis 11, tém densidade dada por curvas em forma de
sino centradas em b que se tornam mais altas e estreitas com n. Isso
sugere que as j, tendem a se concentrar em torno de b.

Também aqui podemos investigar a convergéncia calculando o limite
das f.d.’s ou das funcdes caracteristicas. Este altimo método é o
mais simples:
7in(0) = o0 o= 3,0 ot
n—oo
que é a func3o caracteristica de uma massa de Dirac d,, de acordo
com a intuicdo.
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Exemplo 3.24 (e)

tn ~ N(0,n). A densidade de i, é

Como g,(x) < —2= para todo x, temos para toda f € Cx(R
8 \V2mn

im / F(x)dpin(x) = lim / F(x)gn(x)dx = 0.

n—o0 n—oo

Logo (fn)n ndo pode convergir para uma probabilidade.
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Exemplo 3.24 (e) continuagdo

Isso também pode ser provado via funcdes caracteristicas: de fato

" 1 6=0
fB) = 3" 0
nvoo |0 sef #0.

O limite n3o é continuo em 0 e n3o pode ser uma fun¢éo
caracteristica.
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Teorema de Scheffe 3.25

Sejam fi,, p probabilidades em um espaco de medida o-finito

(E, &, p) com densidades f,,, f respectivamente em relagdo a p e
suponha que f, — f pontualmente quando n — oco. O que pode ser
dito sobre a convergéncia fraca de (u,),? O Corolario 3.26 abaixo da
uma resposta. E um caso particular de um enunciado mais geral.

Teorema 3.25 (Teorema de Scheffe): Seja (E, €&, p) um espago
de medida o-finito e (f,), uma sequéncia de fun¢des mensuraveis
positivas tal que

(a) f, —— f p-q.s. para alguma fungdo mensuravel f.
n—o00

(b) limpooo [z fadp = [ fdp < +00.
Entdo f, —— f em L}(p).
n—oo
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Prova do Teorema de Scheffe

Temos

IF=flls = [ 1 =ldp = [ (=) do+ [ (F=f)dp. (320

Vamos provar que as duas integrais do lado direito tendem a 0
quando n — oo.
Como f e f, sdo positivas, temos

@ Sef>f,entdo (f—f,) =Ff—f <f.

@ Sef < f,entdo (f —f,)" =
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