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Conclusdo da Prova do Teorema de Scheffe

Em qualquer caso (f — f,)* < f. Como (f —f,)" —— 0 q.s. e f é

n—oo

integravel, pelo Teorema de Lebesgue,

im /(f —£)dp=0.
E

n—o00

Como f — f, = (f — f,)* — (f — f,)~, temos também
lim /(f —£)"dp = lim /(f — ) dp— lim /(f —£)dp=0
E E E

n—oo n—oo n—oo

e, voltando a (3.24), o resultado segue.
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Corolario 3.26

Sejam i, j1,, n > 1 probabilidades em um espaco topolégico E e
suponhamos que existe uma medida o-finita p em E tal que e p,
tém densidades f e f, respectivamente em relacdo a p. Suponha que

lim f,(x) = f(x) p-q.s.

n—o0

Entdo p, —— p fracamente e também lim,_, o 1tn(A) = 1(A) para

n—oo

todo A € B(E).
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Prova do Corolario 3.26

Como [ fodp = [ fdp =1, as condi¢des (a) e (b) do Teorema 3.25
sdo satisfeitas, logo f, — f em L!. Se ¢ : E — R é mensuravel e
n—oo

limitada, ent3o

/E¢dun—/E¢du‘ -

Portanto,
im / odin — / odu
n—o0o E E

0 que prova a convergéncia fraca e, para ¢ = 14, também a dltima
afirmacio.

JLotr = rado| <ol [ 1 e
E E
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3.5 Convergéncia em Lei

Sejam X, X,,n > 1, v.a.'s com valores no mesmo espaco topoldgico
E e sejam p, i, n > 1 suas respectivas leis. A convergéncia de leis
nos permite definir uma forma de convergéncia de v.a.’s.
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Definicdo 3.27

Uma sequéncia (X,), de v.a.’s com valores no espaco topoldgico E é

. . . c
dita convergir para X em lei (e escrevemos X, —— X) se e somente

n—oo

se u, — p fracamente.

n—o0
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Observacdo 3.28

E[FO)] = [ F00di), E[F00) = [ Fduta). (329

c
X, —— X se e somente se

n—oo

lim E [f(X,)] = E [F(X)]

n—oo

para toda funcdo continua limitada f : E — R. Se E & um espaco
métrico separavel localmente compacto, é suficiente verificar (3.25)
para toda f € Ck(E) apenas (Proposi¢cdo 3.19).
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Comparacdo com outras convergéncias

(Proposi¢do 3.29)

Seja (X,), uma sequéncia de v.a.'s com valores no espagco métrico E.
Entédo

(a) X, —— X implica X, —— X.
n—o0

n—o0

c } .
(b) Se X, —— X e X & uma v.a. constante, i.e., tal que
n—oo

P(X = x) = 1 para algum xy € E, ento X, X

n—o0
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Prova de (a)

Lembrando da Observacdo 3.28, vamos provar que

lim E [F(Xn)] =E[f(X)] (3.26)
para toda funcdo continua limitada f : E — R. Usemos o Critério
3.8 (critério da sub-subsequéncia): (3.26) segue se for mostrado que
de toda subsequéncia de (E[f(X,)]), podemos extrair uma
subsequéncia adicional ao longo da qual (3.26) vale.
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Prova de (a) continuagdo

Pelo Teorema 3.9(b), de toda subsequéncia de (X,), pode-se extrair
uma subsequéncia adicional (X, )« convergindo para X g.s. Portanto
limk—oo F(Xn,) = F(X) g.s. e, pelo Teorema de Lebesgue,

lim E [f(X,,)] = E [F(X)].

k—o0
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Prova de (b)

Denotemos por Bs a bola aberta centrada em xy com raio §; entdo
podemos escrever P (d(X,, x0) > &) = P(X, € Bf). Bf é um
conjunto fechado com probabilidade 0 para a lei de X, que é a massa
de Dirac 6,,. Logo, por (3.20),

fim P (d(Xn,x0) > 6) <P (d(X,x) > 6) =0.

n—oo
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Observacdo sobre convergéncia em lei

A convergéncia em lei é portanto a mais fraca de todas as
convergéncias vistas até agora: q.s., em probabilidade e em LP. Além
disso, note que, para que ela ocorra, ndo & nem necessario que as
v.a.'s estejam definidas no mesmo espaco de probabilidade.
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Exemplo 3.30 (Assintética das Leis de Student)

Seja (X,), uma sequéncia de v.a.'s tal que X, ~ t(n). Vamos provar
que X, —— X onde X ~ N(0,1).
n—oo
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Construcdo

Sejam Z,Y,,n=1,2,..., v.a.'s independentes com Z ~ N(0,1) e
Y, ~ x?(1) para todo n. Entdo S, = Y;+---+ Y, ~x?%(n)e S, é
independente de Z. Logo a v.a.

V4 /7
To—oe/n =
SV

n

tem uma lei de Student t(n). Pela Lei dos Grandes Numeros,
%S,, —— E(Y1) =1gq.s. e portanto T, . 7.
n—o0

n—o00
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Conclusdo do exemplo

Como convergéncia q.s. implica convergéncia em lei, temos

c ,
T, —— Z e como X, ~ T, para todo n, também temos
n—oo

X, £ 7

n—o00
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Método indireto para convergéncia em lei

Este exemplo introduz um método indireto para determinar a
convergéncia em lei de uma sequéncia (X,),: basta construir outra

sequéncia (W,), tal que
Q X, ~ W, para todo n.
@ W, —— W g.s. (ou em probabilidade).
n—o0

Entdo (X,), converge em lei para W.

Cristian Coletti Convergéncia em Lei e Integrabilidade Ur 16 /37



Exemplo 3.31 (Polinémios de Bernstein)

A nogdo de convergéncia esta intimamente relacionada a de
aproximacdo. Como aplicaco, vejamos uma prova do fato de que os
polinémios sdo densos no espaco C([0, 1]) das fun¢des continuas
reais no intervalo [0, 1] com relagdo a norma uniforme.
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Construcdo

Seja, para x € [0,1], (X)), uma sequéncia de v.a.'s i.i.d. com lei
Bernoulli B(1,x) e seja S = X{ + -+ + XX de modo que
Sx ~ B(n,x). Seja f € C([0,1]). Entdo

=[] = 3 () a0
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Polindmio de Bernstein

O lado direito da relacio anterior € uma func¢do polinomial da variavel
x (o polinémio de Bernstein de f de grau n). Denotemo-lo por
P!(x). Pela Lei dos Grandes Nameros, 15¥ —— x q.s., logo

— 00

também em lei e

f(x) = lim E[f(= SX)] = I|m P (x)

n—o0

for any f € G,(]0, 1]). Portanto a sequéncia de polinémios (Pf),
converge pontualmente para f.
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Convergéncia uniforme

Vamos demonstrar que a convergéncia é de fato uniforme. Como f é
uniformemente continua, para € > 0 seja 0 > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < e sempre que |y — x| < 4. Entdo, para todo x € [0, 1]

P — FO0l < EIF(553) — £
= E[IFCS) — FM 25

1 X
+E |:|f(ESn) - f(x)|1{|%5,§—x|>§}]

1
< e+ 2lf[l PSSy — x| > 9). (3.1)
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Usando a desigualdade de Chebyshev

Pela desigualdade de Chebyshev e notando que x(1 — x) < 7 para
x € [0,1],

1 1 N
P(|55n — x| >0) < 52Var( S5 < n52x(1 —x) < i
e portanto, para n grande,
HP;:_ f“oo < 2e.
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3.6 Integrabilidade Uniforme

Definicao 3.32: Uma familia H de v.a.’s m-dimensionais é
uniformemente integravel se

lim sup/ |Y|dP = 0.
R—+o00 YEeH {‘Y|>R}
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Exemplo simples

O conjunto formado por uma Gnica v.a. integravel Y é o exemplo
mais simples de uma familia uniformemente integravel: de fato
IimR_>+Oo |Y|l{‘y|>R} =0 g.s. €, como |Y|1{|y|>R} S |Y
Teorema de Lebesgue,

im / Y|dP = 0.
R—+40c0 {|Y|>R}

, pelo
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Condicdo de dominancia

Por um argumento similar, se existe uma v.a. real integravel Z tal
que Z > |Y] q.s. para todo Y € H, entdo H é uniformemente
integravel, pois neste caso {|Y| > R} C {Z > R} g.s. e

/ |Y]dP < / ZdP para todo Y € H.
{IYI>R} {Z>R}
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Observacdo importante

Note, no entanto, que para que uma familia de v.a.'s H seja
uniformemente integravel ndo é necessario que elas estejam definidas
no mesmo espaco de probabilidade: de fato

[oviae= [ ylduv(y)
{IY[>R} {IY[>R}

de modo que a integrabilidade uniforme & uma condicdo concernente
apenas as leis das v.a.’s de H.
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Limitacdo em L?

Note que uma familia uniformemente integravel H é necessariamente
limitada em L!: se R > 0 é tal que

sup / |Y|dP <1,
Yer J{y|>R}

entdo, para todo Y € H,

E(|Y|):/ |vydp+/ Y|dP < R+1.
{lYI<R} {IYI>R}
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Caracteriza¢do (Proposicdo 3.33)

Uma familia H de v.a.’s & uniformemente integravel se e somente se
(i) H élimitadaem L' e
(i) para todo € > 0 existe um § > O tal que para todo Y € H

/ |Y|dP <e  sempre que P(A) < 4. (3.27)
A
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Prova (necessidade)

Se H é uniformemente integravel, ja sabemos que é limitada em L.
Além disso, para todo evento A temos

/|Y|dP:/ mdp+/ y|dP
A AN{|Y|<R} AN{|Y|>R}

g/ Y|dP + RP(A) = h + I
{lYI=R}

€ = €
e agora basta escolher R tal que /; < § e entdo § < 55.
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Prova da Caracterizagdo (continuagdo)

Reciprocamente, se (i) e (ii) valem, seja M um limitante superior das
normas L! das v.a.'s de H. Seja ¢ > 0. Entdo, pela desigualdade de
Markov, para toda Y € H,

E(]Y]) M
P(lY| > R) < < —
(V1= R) < R TR
de modo que, se R > ¥ entdo P(|Y| > R) < § e, por (3.27),

/ |Y|dP <
{IY|=R}

para toda Y € H, provando assim a integrabilidade uniforme.
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Sequéncias Convergentes em L! s3o U.l.

Como consequéncia da Proposicdo anterior, uma sequéncia (Y}),
convergindo em L! para uma v.a. Y & uniformemente integravel. De
fato, ela também é limitada em L!, de modo que, denotando por M
um limitante superior das normas L! das Y,, pela desigualdade de
Markov,

P(]Yal > R) <

M
= (3:29)

Como |Y,| <|Y,— Y|+ |Y],

E(IYallgvazry) < E(IYa = YIlgvzry) +E(IY 1gvazry). (3:29)

Seja ¢ tal que E(|Y|14) < ese P(A) <6 (afamilia {Y} &
uniformemente integravel).
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Continuacdo da prova

Entdo, para R > ¥ por (3.28) temos P(|Y,| > R) < § e portanto
E(IYLqva=ry) < e
Seja agora ng tal que ||Y, — Y||1 < € para n > ng. Entdo (3.29) da

E(|Yallavizry) < 1Yo = YIh +E(Y[1gv.=r) <26 (3.30)

para n > ng. Como cada uma das v.a.’s Yy &, individualmente,
uniformemente integravel, existem Ry, ..., R,, tais que
E(JYillgy,>ry) < €parai=1,... no.
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Conclusdo da prova

Possivelmente substituindo R pelo maior entre Ry, ..., R,,, R, temos
E(’Yn’]-{\Y,JzR}) < 2¢ para todo n.
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Teorema 3.34 (Extensdo do Teorema de Lebesgue)

Seja (Y,), uma sequéncia de v.a.'s em um espa¢o de probabilidade
(Q, F,P) convergindo q.s. para Y. Entdo a convergéncia ocorre em
L! se e somente se (Y,), for uniformemente integravel.
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Prova do Teorema 3.34

A parte "somente se"ja estd provada. Reciprocamente, suponhamos
que (Y,), seja uniformemente integravel. Entdo, pelo Lema de Fatou,

E(JY]) < lim E(]Y,]) <M,

n—oo

onde M & um limitante superior das normas L! das Y,. Além disso,
para todo € > 0,

E (|y _ Yn|) =E (|Y — Yn|1{\Y—Yn\§s})
+E(|Y = Yalliv_vi>e)
<e+E (|Y,,|1{|y,,—Y\>e})
+E(IYIlgv,-visq)- (333)
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Prova (continuag&o)

Como convergéncia q.s. implica convergéncia em probabilidade,

temos, para n grande, P(|Y, — Y| > ¢) < 6 (d como no enunciado da
Proposicdo 3.33) de modo que

E(|Yallgve—visa) < E(IY[1{v,—v>e) <€
e, para n grande, temos E(|Y — Y,|) < 3e.
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Critério para Integrabilidade Uniforme (Proposi¢do

3.35)

Seja ‘H uma familia de v.a.'s e suponha que existe uma funcio
mensuravel ® : RT™ — R, limitada inferiormente, tal que
limey 400 10(t) = +o00 €

sup E [(]Y])] < +oc.
YeH

Entdo H é uniformemente integravel.
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Prova da Proposicdo 3.35

Seja ® como no enunciado. Podemos assumir que ® é positiva; caso
contrario, se ® > —r, basta substituir & por ® + r.

Seja K > 0 tal que E[®(]Y])] < K paratoda Y € Hesejae >0
fixado. Seja Ry tal que £®(R) > & para R > Ry, i.e.,

Y| < 2®(]Y]) para |Y| > Ry e para toda Y € H. Entao, para toda
Y €H,

/ 1Y|dP < i/ o(|Y|)dP < i/¢(|Y|)dP <e
{1Y1>Ro} K J{vi>ro K

Em particular, tomando ®(t) = tP, subconjuntos limitados de L”,
p > 1, sdo uniformemente integraveis.
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