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3.8 O Teorema do Limite Central

Apresentamos agora o resultado mais classico de convergéncia em lei.

Teorema 3.40 (Teorema do Limite Central) Seja (X,), uma
sequéncia de v.a.'s i.i.d. d-dimensionais, com média b e matriz de
covariancia C e seja

o Xi+---+X,—nb
n \/ﬁ .
Entdo S converge em lei para uma distribuicdo gaussiana
multivariada N(0, C).
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Prova do Teorema do Limite Central

A prova resume-se ao calculo do limite das fun¢des caracteristicas das

v.a.'s S;, para logo apliocar o Teorema de P. Lévy.

Se Y, = Xx — b, entdo as Y) s3o centradas, tém a mesma matriz de
P 1 x

covaridncia C e 5 = W(Yl +---+Y,). Denotemos por ¢ a fungdo

caracteristica comum das Y.
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Continuacdo da prova

Entdo, lembrando as férmulas da funcdo caracteristica de uma soma
de v.a.'s independentes e de sua transformacdo sob mapas lineares,

s (0) = gzs(%)” = (1 + (¢(%) - 1))

Esta é uma forma classica [1°°]. Vamos calcular a expansdo de Taylor
de segunda ordem de ¢ em 6 = 0: lembrando que

¢'(0) = iE(Y1) = 0, Hess ¢(0) = —C,

temos

5(0) =1~ 5(C0.0) + o(|0)
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Continuacdo da prova

Portanto, quando n — +o0,

o

Vn

0

)

-1
2n

e, como log(1l + z) ~ z para z — 0,

lim ¢s.(0)

n—oo

lim
n—o0

lim
n—o00

[im
n—o00

(C0,6) + o)

exp :n log (1 + (¢(in) _ 1))}
exp :—%<C9, 0) + o(l)] = ¢ 2(C00)

que é a fungdo caracteristica de uma distribuigdo N(0, C).
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Corolario 3.41 (caso real)

Seja (X,), uma sequéncia de v.a.'s reais i.i.d. com média b e
variancia o2. Entdo, se

Xi+ -+ X, — nb

S = e

temos S} LN N(0,1).

n—o0
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