Axiomas da Probabilidade

Profs. Alejandra, Cristian, Paula e Rafael

Introducéo a Probabilidade e Estatistica

&



O que veremos...

o Objetivos

e Propriedades Esperadas de uma Probabilidade
e Definicdes e Notacoes

0 Definicdo Formal de Probabilidade

e Exemplos

IPE (CMCC) Axiomas da Probabilidade 2/18



Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como Unico texto de referéncia.

Eles tratam apenas dos principais aspectos da teoria abordada. Junto a essas notas o
aluno deve ler os livros de texto da Bibliografia.
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Nos slides anteriores demos inicio ao processo de encontrar uma maneira de repre-
sentar matematicamente (modelar) as incertezas de um certo experimento. Para isso
seguimos a seguinte sequéncia de ideias:

@ identificamos a fonte das incertezas (experimento aleatorio);

@ agrupamos os resultados possiveis (espaco amostral);

© chamamos os subconjuntos do espago amostral de eventos, e identificamos
estes como o0s objetos para os quais queremos “medir” a incerteza.

Nestas as notas queremos definir como medir incertezas. Ou seja, definir regras mini-
mas que nos garantam que nosso modelo ao menos faga sentido.
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A Probabilidade de um Evento

@ dado um espago amostral S e um evento E C S, queremos de algum modo
representar numericamente a incerteza de um evento E;

@ uma maneira de fazer isso é associar ao evento E um valor numérico entre 0O e 1,
onde 0 diz que o evento ndo tem chance de ocorrer, 1 significa 100% de certeza
que o evento ocorre;

@ Denotamos este valor por P(E), e lemos “a probabilidade de E”;
@ Assim, P(E) =0, 4 significa que o evento tem 40% de chance de ocorrer;

@ Em resumo dado um experimento aleatério qualquer modelo que propusermos
devera ter as seguintes propriedades:

@ P(S) =1 (100% de chance do resultado do experimento estar em S);
Q P(0) =0 (0% de chance de n&o ocorrer nadal);

@ 0< P(E) <1 para qualquer evento E C S (definigaol);
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O Ultimo Passo...

Falta pouco para definirmos de fato o que podemos chamar de um evento, mas este
ultimo passo é fundamental!

Para entender esse ultimo passo vamos dissecar um problema simples que resolvemos
na escola!

Exemplo 1 (Langando um dado)

Langamos um dado n&o-viciado com 6 faces. Calcule a probabilidade de observarmos
um valor maior ou igual a 5.

Usando a linguagem vista até agora, temos o espago amostral S ={1,2,3,4,5,6} e
queremos a probabilidade do evento E = {5, 6}.

Na escola nos disseram que a probabilidade de E é o numero de casos em E dividido
pelo total de casos possiveis. Neste caso teriamos que

Mas por que isso?!?!
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Dissecando o Exemplo

Listemos o que sabemos do problema:
@ O dado tem 6 faces;
@ O dado é nao-viciado.

O segundo item acima significa que as 6 faces sdo geometricamente equivalentes.

Nada, além do valor marcado, diferencia as faces. Nenhuma face é mais pesada ou
leve que as demais.

Matematicamente, podemos modelar essa hipétese dizendo que

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({8}) = P({6}) = p.

Mas como encontramos o valor de p? Até o momento sabemos apenas que 0 < p < 1.
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Dissecando o Exemplo

@ A chave para o préximo passo esta em voltar para o experimento;

@ Suponha que repetimos o experimento milhdes de vezes. Em quantas destas
jogadas esperamos ver o numero 5?

@ Como séo 6 resultados, e nenhum deles é especial em relagéo aos demais
(lembre-se que o dado é nao-viciado), esperamos que 0 numero 5 aparega em
aproximadamente 1/6 das jogadas;

@ A resposta acima seria a mesma para cada resultado, de modo que é razoavel
pensar que

P({1}) = P{2}) = P({3}) = P({4}) = P({8}) = P({6}) = %.
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Dissecando o Exemplo

@ Resumindo a ideia central: a frequéncia de observagdo de dois eventos que ndo
podem ocorrer ao mesmo tempo é a soma das frequéncias de observagdo dos
dois eventos separados, e essa ideia deveria ser refletidas pelas probabilidades!

@ Juntando as pecgas temos que
o Esperamos ver o 5 em aproximadamente 1/6 das jogadas;
@ O mesmo vale para o 6;
@ Como eles ndo podem ocorrer a0 mesmo tempo, esperamos ver 5 ou 6, em 2/6 das
jogadas!

@ Voltando a linguagem de conjuntos, como {5}N{6} =0, entdo
1 2

6 6

1
5

o =
+

P({5,6}) = P({5}) + P({6}) =
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Generalizando a Ideia

O exemplo anterior ilustra a ultima propriedade que precisamos exigir que qualquer
medida de incerteza (probabilidade) tenha para que seja coerente com o que
esperamos!

@ Tomando um espago amostral S e eventos E,F C S, se ENF =, entdo
precisamos pedir que

P(EUF)=P(E)+P(F).

@ Podemos ir além, e pedir que se A4, ..., An s&o eventos tais que A;NA; = () para
todo i #j, entdo

P(AjUAU---UAp) =P(A1)+P(As)+---+ P(An).

@ E dando mais um passo, podemos pedir que se A¢, A, ... sdo eventos tais que
AiNA; =) para todo i # j, entéo

P(A1UAU---) = P(A1)+ P(A) +---.

IPE (CMCC) Axiomas da Probabilidade 10/18



Pausa para Definigdes e Notagdes!

@ Diremos que eventos A4, Ao, ..., Ap em algum espacgo amostral S sdo
mutuamente exclusivos se A;N A; = () para quaisquer i # j;

@ A mesma defini¢cdo vale para uma cole¢ao infinita A¢, Ao, ... de eventos;

@ Fixada uma colegdo A4, As, ... de eventos valem as seguintes notagdes:

Ax :A1UA2UA3U"~

s

n
UAk:A1UA2U'~'UAn e
k=1

>
I
N

além de
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s

Ac=AiNAnN---NA, e Ac=AiNANA3N---

>
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o
ES
Il
N
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Definindo Probabilidade

Definigao 1

Dado um espago amostral em S definiremos por probabilidade em S uma fungdo P
que a cada evento E C S associa um valor P(E) (Ié-se probabilidade de E) e satisfaz
as seguintes propriedades:

@ 0< P(E) <1, paratodo evento E C S;
Q P(S)=1;
@ Se Ay, A,,... sdo eventos mutuamente exclusivos, entio

P ( U Ak) =Y P(A).
k=1 k=1
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Mais Exemplos

Exemplo 2 (Calculando = com Experimentos Aleatérios)

Vamos considerar o seguinte experimento: tome uma grande superficie quadrada,
com 2 metros de lado, e jogue uma pequena bolinha ao acaso nesta superficie, sem
tentar acertar e nem evitar nenhum local especifico.

Como calcular a probabilidade da bola cair dentro de um circulo de raio 1 com centro
no meio do quadrado?
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Resolvendo o Exempilo...

Para fazer o que ele pede, comecemos listando as hip6teses listadas e como podemos
traduzir em um modelo. Neste caso a Unica hipotese é que

@ abola é jogada ao acaso no quadrado, sem tentar acertar ou evitar nenhuma
regido especifica.

Primeiro escrevemos nosso espago amostral, e neste caso S é o quadrado de lado 2.

Quanto a hipétese descrita, podemos traduzi-la pensando que a probabilidade de atin-
gir uma regido depende apenas do tamanho da regido, mas ndo da sua posig¢ao.

Uma maneira de representar isso é dizer que dada uma regiao R C S temos
P(R) = «-Area(R),

que diz que P(R) é proporcional a area de R, com constante de proporcionalidade «.
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Resolvendo o Exempilo...

Como P(S) =1, concluimos que

1=P(S)=«-Area(S) = «-4,

e portanto a =} e

_ Area(R)

P(R)= =25

Com o modelo em maos podemos calcular o que ele pede! De acordo com nosso
modelo, a probabilidade de acertar o circulo C de raio 1 é dada por

_Area(C) m-1?

PC=""%"=7~

N

Questao: Como podemos usar este experimento para tentar calcular o valor de 7?
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Mais Exemplos

Exemplo 3 (Rolando um dado viciado)

Suponha que ha anos temos jogado um jogo de dados usando um certo dado viciado.
Ao longo do tempo percebemos que os numeros pares sao observados 2 vezes mais
frequentemente que os nimeros impares. Fora isso, ndo observamos nenhum outro
viés.

Como no jogo em questdo as rolagens de 4, 5 ou 6 nos sdo favoraveis, queremos
calcular a probabilidade de sortearmos 4, 5 ou 6 em uma rolagem do dado.

v
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Resolvendo o Exempilo...

Listemos o que sabemos
@ experimento aleatorio: rolar um dado viciado;
@ espago amostral: S={1,2,3,4,5,6};
@ valores pares duas vezes mais frequentes que impares;
@ nenhum outro viés.
Traduzindo as hip6teses podemos dizer que:

@ as hipoteses indicam que nao existe diferenca de frequéncia dentre os pares ou
mesmo detre os impares. Isso nos diz que

P{1) =P8N =P{8)=p e P{2))=P{4})=P({6})=q

© Como os pares séo 2 vezes mais frequentes que os impares, temos q = 2p.

IPE (CMCC) Axiomas da Probabilidade 17/18



Resolvendo o Exemplo

Para terminar lembramos que P(S) =1, e portanto

1=P({1,2,3,4,5,6})
= P({1})+P{2}) + P{3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})
=3p+3qg

Assim temos que 3p+3g =1 e g =2p. Juntando as duas informagao encontramos

1=38p+39=3p+3(2p) =9p,

[(o) 1 \V]

eg=

| =

e assim temos p =

Resumindo

PUN=PBI=PUSH=3 e P(2)=P(4) =P8N =",

5
5

©IN

J’_

©| =

P({4,5,6}) = P({4}) + P({5}) + P({6}) = g +
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