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Introducao

Embora a nossa intui¢do possa falar o contrario, “contar” os objetos de
um certo conjunto pode n3o ser tarefa facil! E ao longo da vida vamos nos
deparar com situagdes de contagem que requerem muita atengao e
organizacdo, mesmo para problemas “simples”.

A Andlise Combinatdria (ou simplesmente combinatéria) trata, dentre
outros temas, destes modos de organizar processos de contagem, de modo
a simplifica-los. Para isso a Anédlise Combinatédria oferece diversas
ferramentas, quase todas baseadas em alguns principios simples.

Neste curso vamos nos concentrar nas ferramentas mais bdsicas (que sdo
também as mais importantes) e que v3o nos permitir sentir, um pouco
mais para frente, o gosto de um dos conceitos mais importantes que
estudaremos nesta disciplina: o de Probabilidade.
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Introducao

As ferramentas e problemas estudados pela combinatéria vdo muito além
da simples contagem, sendo justamente a drea a da matematica
responsavel pelo estudo de estruturas discretas, como redes e mapas.

Para os curiosos em aprender mais sobre combinatdria ou sobre conjuntos
em geral (como estudar conjuntos com infinitos elementos?) aconselhamos
bisbilhotar as disciplinas oferecidas nos Bacharelados em Ciéncia da
Computagdo e em Matematica (o melhor de todos!).
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O que é contar?

O processo de contagem talvez seja o primeiro contato que temos com
nimeros e a matematica. A partir de brincadeiras e jogos aprendemos
cedo como associar niimeros inteiros a conjuntos de objetos. Quando
algum adulto levanta a mao aberta e pergunta “quantos dedos tem
aqui?”, prontamente respondemos “cinco” !!

Mas como se da esse processo? Quando diante de uma caixa de
brinquedos, por exemplo, como fazemos para determinar quantos
brinquedos temos ali?

Em geral comegamos a separar os brinquedos, um a um, dizendo em
sequéncia os ntimeros 1, 2, 3, 4, etc, um para cada brinquedo, até a caixa
estar vazia. O total de brinquedos serd entdo o ultimo nimero que
falamos!
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O que é contar?

Em outras palavras, se o conjunto contém n objetos, associamos a cada
objeto um, e apenas um, ndmero do conjunto I,, = {1,2,...,n}.

Matematicamente, contar os elementos de um conjunto X é estabelecer
uma correspondéncia biunivoca (bijetora) entre os elementos de X e os
elementos de um subconjunto de N da forma I, := {1,2,...,n}.

Ou seja, é fazer corresponder a cada elemento de X um tnico elemento de
I,,, sem que dois elementos de X sejam associados a um mesmo nlmero
em [,, e sem que reste nenhum elemento em X ou em I,,.

Quando isto é possivel dizemos que X é finito e tem n elementos.
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O que é contar?

Mas apenas enumerar elementos de um conjunto pode ser um processo
tedioso e, na pratica, impossivel.

Quando queremos descobrir o total de pratos que temos em casa podemos,
em geral, simplesmente enumerd-los e assim descobrir. Mas se precisarmos
calcular o total de maneiras que podemos organizar 1200 alunos em turmas
de 45 alunos cada, listar cada possibilidade para posteriormente contar é
um trabalho ingrato que toma mais tempo do que podemos dedicar a ele.

Por essa razao é importante conhecer ao menos algumas técnicas basicas
que nos ajudem a atacar tais problemas.

As técnicas que abordaremos aqui sdo todas baseadas em dois principios
basicos e simples. Mas antes de enuncia-los apresentaremos dois
problemas que os ilustram.
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Principios basicos de contagem

Exemplo 1: No préximo sdbado teremos as 20h lives de Marilia
Mendonca, Vintage Culture e Caetano Veloso. No mesmo horario teremos
entrevistas de Drauzio Varella e Paola Carosella. De quantas formas
poderemos nos programar?
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Principios basicos de contagem

Primeiro observe que temos disponiveis 3 lives (Marilia Mendonga, Vintage
Culture ou Caetano Veloso) e 2 entrevistas (Drauzio Varella ou Paola
Carosella).

Como todas as transmissoes sdo no mesmo horario sé6 podemos assistir a
uma das 3 lives ou uma das 2 entrevistas.

Assim, ao todo, poderemos nos programar de 2 4+ 3 = 5 formas.
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Principio basicos de contagem

Exemplo 2: No préximo sdbado teremos as 18h entrevistas de Drauzio
Varella e Paola Carosella no Youtube e as 20h lives de Marilia Mendonga,
Vintage Culture e Caetano Veloso no Instagram. De quantas formas
poderemos nos programar para assistir uma entrevista e uma live?

Universidade Federal do ABC

Professores: Alejandra, Cristian, Paula e RafCombinatéria (parte 1) Principios Basicos de



Principio basicos de contagem

Com esta nova grade de hordrios é possivel que assistamos uma entrevista
e uma live. Assim, para nos programar devemos primeiro escolher uma
entrevista, e depois uma live, como ilustrado na tabela abaixo.

Entrevista

Live

Drauzio Varela
Drauzio Varela
Drauzio Varela

Marilia Mendong¢a
Vintage Culture
Caetano Veloso

Ol RO N =

6

Paola Carosella
Paola Carosella
Paola Carosella

Marilia Mendonc¢a
Vintage Culture
Caetano Veloso

Note que para cada uma das 2 opg¢Oes de entrevista temos 3 opgdes de
live, e portanto poderemos nos programar de 2 - 3 = 6 maneiras distintas!
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Principio aditivo

O primeiro exemplo ilustra o chamado principio aditivo, que podemos
enunciar da seguinte maneira.

Principio Aditivo

Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos, com p e ¢ elementos,
respectivamente, entdo A U B possui p + ¢ elementos.

Observacao: Lembre que dois conjuntos A e B s3o disjuntos se ndo tem
elementos em comum, isto é se AN B = ().
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Principio aditivo

PC | Paola Carosella
MM | Marilia Mendonga
VC | Vintage Culture
CV | Caetano Veloso
Voltando ao exemplo Exemplo 1, vemos que é possivel identificar dois

conjuntos
o A = {x|z é uma entrevista} = {DV, PC'}.
o B={z|xr éuma live} = {MM,VC,CV}.

De onde

AU B = {z|x é uma entrevista ou x é uma live}.

Uma vez que os conjuntos A e B n3o possuem elementos em comum,
usando a principio aditivo podemos afirmar que A U B tem 5 elementos.
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Principio multiplicativo

Ja o segundo exemplo ilustra o chamado principio multiplicativo, que
pode ser enunciado da seguinte maneira.

Principio Multiplicativo

Se uma decisdo d; pode ser tomada de z maneiras e se, uma vez tomada
a decisdo dy, a decisdo dy puder ser tomada de y maneiras, entdo o total
de maneiras de se tomar as decisdes d; e do em sequéncia é x - y.

Observacao: Na linguagem da teoria dos conjuntos, se o conjunto Dy
tem x elementos e o conjunto Dy tem y elementos entdo D; x Do (lé-se
D cartesiano D3), dos pares ordenados (a,b) em que a € Dy e b € Dy,
tem xy elementos.
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Principio multiplicativo

DV | Drauzio Varella
PC | Paola Carosella
MM | Marilia Mendonca
VC | Vintage Culture
CV | Caetano Veloso
Voltemos entdo ao Exemplo 2, onde temos duas decisdes a tomar:

assistir a entrevista DV ou PC.
@ dy := assistir a live MM, VC ou CV.

e d;:

A decis3o d; pode ser tomada de 2 formas, e feita a escolha a decisdo dy
pode ser tomada de 3 formas. Com isso, usando o principio multiplicativo,
a sequéncia de decisoes di e do podem ser tomadas de 2 x 3 = 6 maneiras
distintas.
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Principios basicos de contagem

Exemplo 3: Temos dois dados ¢; e £5. Langcamos /1 e anotamos o
resultado, depois lancamos /5 e anotamos o resultado.
@ Quantos pares de niimeros podemos obter desta forma?
o D; : resultado de langar ¢; (isto é 1, 2, 3, 4, 5 ou 6), para i = 1,2.
Como D4 e Dy podem ter 6 resultados diferentes entdo a quantidade
de pares possiveis é 6 X 6 = 36.
@ Quantos os pares de niimeros diferentes?
e Dy :resultados ao langar ¢4
e D, :resultados do lancamente de /5, distintos do resultado em Dy
Observe que Dy possui 6 resultados possiveis, e fixada o valor para
D1 temos 5 resultados possiveis para Dy. Com isso, pelo principio
multiplicativo, temos 6 - 5 = 30 resultados possiveis.
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Principios bdsicos de contag

Observacdo: E interessante observar que as decisdes possiveis no segundo
passo sao distintas para cada valor escolhido em Dj.

Se, por exemplo, o resultado do primeiro dado for 1, as escolhas possiveis
para o segundo dado s3o 2,3,4,5 ou 6, mas se a escolha para o primeiro
dado for 4, os valores possiveis sdo 1,2,3,5 ou 6. Mas como o total de
possibilidades para a decisdo Dy é sempre 5, independente de que escolha
tenhamos feito em D1, o principio multiplicativo ainda se aplica.
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Principios basicos de contagem

Exercicio: Ainda no exemplo anterior, quantos s3o os pares onde um
resultado é par e o outro impar?

Tente resolver!
4 D1 :
@ Dy
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Principios basicos de contagem

O principio multiplicativo pode-se escrever de forma mais geral como
segue:

Se r experimentos s3o tais que o primeiro tem nj
resultados possiveis; e se, para cada um desses ny resultados
houver no resultados possiveis para o segundo experimento; e
se, para cada um dos possiveis resultados dos dois primeiros
experimentos houver n3 resultados possiveis para o terceiro ex-
perimento; e se ..., entdo haverd um total de ny Xng X - - - X n,
resultados possiveis para os r experimentos.
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Principios basicos de contagem

Observe que na formulacdo da generalizacdo do Principio Multiplicativo
usamos as expressoes experimento e nimero de resultados possiveis,
enquanto na formulag¢do do Principio Multiplicativo usamos as expressoes
decisdo e nimero de maneiras de tomar a decisdo. Isto é um problema?

Escreva o principio Multiplicativo usando as expressdes experimento e
naimero de resultados possiveis.
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Principios basicos de contagem

deles s3o pares?

A fatoracdo de 360 como produto de poténcias de niimeros primos é
360 = 23 x 32 x 5. Em geral, os divisores de 360 s3o da forma

291 x 3¥2 x 53,

onde a1 € {0,1,2,3}, a2 € {0,1,2} e a3 € {0,1}. Assim, teremos 3
desicbes a tomar

d; : valor de a3, com i € {1,2,3}.

Pelo principio multiplicativo 360 tem 4 x 3 x 2 = 24 divisores naturais.
E comum escrever toda esta informagdo em tabelas como a seguinte

dy | do | d3
41 3| 2°

Para a segunda questao é sé observar que para que um divisor 360 seja par
o valor de a1 ndo pode ser 0. Assim o total é de 3 x 3 x 2 = 18 divisores
pares.
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Principios basicos de contagem

Exemplo 5: Considere as seguintes urnas contendo bolas rosas e pretas,
numeradas:

Urna 1 Urna 2 Urna 3

Escolha ao acaso uma bola de cada uma das urnas.

© Quantos s3o todos os possiveis resultados deste experimento?
Urnal | Urna 2 | Umna 3

@ Quantos s3o os resultado em que todas as trés bolas sdo rosas?

Urnal | Umna 2 | Urna 3
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Principios basicos de contagem

Continuacao do exemplo 5: Considere as seguintes urnas contendo
bolas rosas e pretas, numeradas:

Urna 1 Urna 2

Urna 3
Escolha ao acaso uma bola de cada uma das urnas.

3. Quantos s3o os resultados nos quais a bola da urna 1 é preta e a bola
da urna 3 é preta?

Urna 1 ‘ Urna 2 ‘ Urna 3
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Principios basicos de contagem

Continuacao do exemplo 5: Considere as seguintes urnas contendo
bolas rosas e pretas, numeradas:

Urna 1 Urna 2 Urna 3

4. Escolha ao acaso uma das urnas. Da urna escolhida, retire ao acaso
uma bola observando sua cor. Quantos s3o os resultados possiveis
deste experimento? Quantos s3o os resultados onde a bola escolhida

é rosa?
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Professores: Alejandra, Cristian, Paula e RafCombinatéria (parte 1) Principios Basicos de



Principios bdsicos de contag

Exemplo 6: Quantos nimeros naturais de 4 algarismos, que sejam
menores que 5000 e divisiveis por 5, podem ser formados usando apenas
os algarismos 2, 3, 4 e 57

Temos as seguintes op¢bes para cada algarismo:
o Ultimo algarismo — 1 modo (tem que ser 5);
@ Primeiro algarismo — 3 modos (ndo pode ser 5);
@ Segundo algarismo — 4 modos;

@ Tercer algarismo; — 4 modos.

Desta forma existem 1 x 3 x 4 x 4 = 48 nimeros com as caracteristicas
requeridas.
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Principios bdsicos de contag

Exemplo 7: Quantos nimeros naturais pares com 3 algarismos distintos
podemos escrever?

Nesta situagao temos:
o Ultimo algarismo — 5 modos (0,2,4,6 ou 8);

. . 9 modos, se zero esta na dltima casa;
Primeiro algarismo — L
8 modos , caso contrdrio.

Note que n3ao podemos usar o principio multiplicativo diretamente! Isso
por que o total de escolhas para o primeiro algarismo depende de que

escolha fizemos para o dltimo!

Para resolver este problema veremos a seguir trés op¢oes.
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Principios basicos de contagem

Continuacao exemplo 7: Quantos niimeros naturais pares com 3
algarismos distintos podemos escrever?

Alternativa 1: Divivdir o problema em casos.

A;: i-ésimo
algarismo.
@ Ndmeros que tém zero como Ultimo algarismo:
neste caso teremos 9 x 8 x 1 = 72 ndmeros. Explique!
Ay | Ay | A3
9|8 |1

@ Ndmeros que n3o tém zero como ultimo algarismo:
a quantidade destes nlimeros é 8 x 8 x 4 = 256. Porque?
Ar | As | As
8 | 8| 4

Assim temos em total 72 + 256 = 328 ndmeros (porque podemos usar
aqui o Principio Aditivo?).
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Principios basicos de contagem

Continuacao exemplo 7: Quantos niimeros naturais pares com 3
algarismos distintos podemos escrever?

Alternativa 2: Ignorar uma das restri¢cdes.
Se esquecermos o fato de que de zero n3o pode ser o primeiro algarismo
teriamos 9 x 8 x 5 = 360 ndmeros. Explique!

A | Ag | A3

98] 5
Desta quantidade teremos que descontar os nlimeros que comecam por
zero. Fixando o 0 (zero) no primeiro algarismo, sobram 4 op¢des para o
dltimo (2,4,6 ou 8), e em seguida apenas 8 para o algarismo do meio. Isso
nosdd 1 x 8 x4 =32.

Ay | Ag | A3
1 8 | 4
Assim temos um total de 360 — 32 = 328 nldmeros.
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Principios bdsicos de contag

Continuacao exemplo 7: Quantos niimeros naturais pares com trés
algarismos distintos podemos escrever?

Alternativa 3: Resolver o problema complementar.

@ Calculamos todos os nimeros de trés algarismos diferentes que sdo
impares (isto é bem mais simples de encontrar!).

Esta quantidade é ___x__x__=___
Ay | Ay | As
@ Os nlmeros de trés algarismos diferentes sdo —_ x —_ x = ___
Ay | Ag | As
Assim em total temos — — = 328 nldmeros.
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Principio de inclusido e exclusao

O principio aditivo fala sobre a quantidade de elementos da unido de
conjuntos que ndo tem elementos em comum, mas o que acontece quando
a intersecdo for ndo vazia? Vamos ilustrar isto com o seguinte exemplo.
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Principio de inclusido e exclusao

Exemplo 8: Numa aula de 30 alunos, 14 falam inglés, 5 falam espanhol
e 3 falam inglés e espanhol. Quantos alunos falam apenas uma lingua,
dentre inglés e espanhol?

Se definirmos os conjuntos
E = {z : x fala espanhol} e I = {z : x fala inglés}

a resposta seria o nimero de elementos de ' U I.
Se somarmos o niimero de elementos de E e I, teremos contado duas
vezes os elementos que estdo na intersecdo, isto é, aqueles alunos que
falam inglés e espanhol. Logo a resposta correta é

|E|+|I| - |[ENI|=14+5— 3.

(Obs: A partir daqui denotaremos por |A| o total de elementos de um
conjunto A)
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Principio de inclusido e exclusao

Principio de Inclusdo e Exclusdo

Sejam A e B dois conjuntos finitos. Entdo o nimero de elementos de
AU B é dado por

|JAUB| = |A| + |B| - |ANB|.

Este principio pode se generalizar para um nimero finito de conjuntos
Como veremos a segulir.
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Principio de inclusido e exclusao

Considere o caso em que temos 3 conjuntos Aq, A e A3. Neste caso
podemos dizer que temos 3 tipos de elementos:

@ Aqueles que estdo em apenas 1 dos 3 conjuntos;
@ Aqueles que estdo em 2 dos 3 conjuntos;
@ Aqueles que estdo nos 3 conjuntos.

Quando somamos |A;| + |A2| + |As|, estamos contando alguns elementos
em excesso. Especificamente

@ Aqueles que estdo em 2 dos 3 conjuntos serao contados 2 vezes;

@ Aqueles que estdo nos 3 conjuntos serao contados 3 vezes.
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Principio de inclusido e exclusao

Para corrigir o primeiro erro podemos simplesmente descontar o total de
elementos que estd em 2 conjuntos. Assim teriamos

|A1| + |A2| + |A3| — |A1 ﬁA2| — |A1 ﬂA3| — |A2 N A3|

Mas os elementos que estdo nos 3 conjuntos foram descontados 3 vezes
nesta subtracdo!! Como eles tinham sido contados 3 vezes da primeira
vez, ao final contamos cada um deles um total de 3 — 3 = 0 vezes!
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Principio de inclusido e exclusao

Para corrigir esse erro, basta contarmos mais uma vez os elementos que
est3o nos trés conjuntos!

Com isso encontramos que:

’Al U Ay UA3’ = |A1‘ + ’A2| + |A3’ — |A1 ﬂAg’ — ’Al ﬂA3| — ’AQ ﬂA3‘ -
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Principio de inclusido e exclusao

De modo geral, dados conjuntos Aj, Ao, ..., A, finitos. Se denotarmos

o S1:= > |Ai
i=1

n
@ Sy = Z |AiﬂAj|,
1<i<j<n
n

o S3:= Z ‘AiﬂAjﬂAkL
1<i<j<k<n

e S,:=|A1NAsnN...NA,

Ent3o

AUAYU. . UA= 81— So b+ (~1)15,,
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Principio de inclusido e exclusao

Exemplo 9: Numa aula de 30 alunos, 14 falam inglés, 5 falam espanhol
e 7 falam japonés. Sabendo-se que 3 falam inglés e espanhol, 2 falam
ingles e japonés, 2 falam espanhol e japonés e 1 fala as 3 linguas. Quantos
alunos falam pelo menos uma destas 3 linguas ?

Se definirmos os conjuntos
E = {x/x fala espanhol}, I = {x/x fala inglés} e J = {x/x fala japonés}

a resposta é o nimero de elementos de £ U I U J. Usando o principio de
inclusdo e exclusao temos que

|E|+|I|+|J|—(ENI|+|EnJ|+|JNI|)+|ENIN
= 14+5+7—-(3+2+2)+1,
= 20.

|[EUTUJ|
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Principio de inclusido e exclusao

Exemplo 10: Numa festa trés convidados entram e pegam drinks
servidos em copos idénticos. Em certo momento os trés vao dancar e
deixam seus copos na mesa de centro. Mais tarde, o anfitrido, que nao
sabia que os copos ja tinham dono, comeca redistribui-los entre seus trés
convidados. De quantas formas é possivel que ele entregue os drinks de tal
forma que nenhum dos trés convidados receba o seu?

Solucdo: Seja A o conjunto de todas as possiveis formas de distribuir os
copos,e para i = 1,2, 3, defina A; como o conjunto das distribuicdes onde
o convidado ¢ recebeu o préprio drink.

Nestas condicdes o conjunto A; U As U Az contém as distribuicGes onde
ao menos um convidado pegou o préprio drink, e portanto a quantidade
que estamos procurando é

|A| - |A1 U Ag UA3|.
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Principio de inclusido e exclusao

Continuacao do exemplo 10. Para calcular |A| observamos que para

entregar o primeiro copo existem trés opcdes depois, para entregar o
segundo duas opgdes e, finalmente, para entregar o terceiro sé uma op¢3o.
Assim, |[A| =3 x2x1=6.

Faca agora

@ ¢;: convidado? e d;: drink do convidado ¢;.

Para calcular |A; U Ag U A3| usamos o principio de inclusdo exclus3o, e
para tal teremos que calcular todas as quantidades |A4;|, |4; N A;| e
’Al NAsN A3’

O célculo de |A; N Ay N Ag| é simples, uma vez que sé existe uma
distribuicdo onde cada convidado recebe o préprio drink. Ou seja,
’AlﬂAgﬂAig’ =1
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Principio de inclusido e exclusao

Continuacao do exemplo 10.

Para calcular |A;|, observe que se ¢; tem o drink d;, para entregar os
outros dois copos temos duas opgdes. Assim, |A;| = 2.

|A; N Aj| é também simples, uma vez que se os convidados i e j estdo
com o préprio drink, o terceiro convidado também estard! Isso nos da
|Al N AJ‘ = 1.

Juntando tudo temos
|A1 U Ay U As| = |A1| + |A2] + |As| — |[A1 N Ag| — |A1 N Ag| — |Aa N As| +

=242+42-1-1-1+1
= 4.

E portanto
‘A’—|A1UA2UA3‘ =6—4=2.
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