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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos
principais indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como tnico

texto de referéncia.

Eles tratam apenas dos principais aspectos da teoria abordada. Junto a
essas notas o aluno deve ler os livros de texto da Bibliografia.
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Objetivos

Voltamos de novo a os Principios Basicos de Contagem que vamos usar
agora para contar o nimero de subconjuntos com uma quantidade fixa de
elementos de um conjunto finito. Neste processo de contagem no qual
aparecem os coeficientes binomiais.

Um dos detalhes mais importantes que vamos observar é que, a diferenca
de quando contamos permutac¢des, quando contamos subconjuntos a
ordem dos elementos n3o é relevante.

Mais especificamente pretendemos aqui:

@ Contar o niimero de subconjuntos, de uma quantidade fixa de
elementos, de um conjunto finito.

@ Aprender a definicio de coeficiente binomial.

@ Fazer alguns exemplos de aplicacdo.
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Motivacao

Estamos interessados em determinar o niimero de grupos diferentes de r
objetos, ordenados ou n3o, que podem ser formados a partir de um total
de n objetos. Para isso vamos estudar dois problemas similares:

@ De quantas formas podemos selecionar r elementos em um conjunto
com n elementos, e arruma-los em uma fila?

@ De quantas formas podemos selecionar 7 elementos em um conjunto
com n elementos?
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Primeiros Exemplos

Exemplo 1: De quantas formas podemos selecionar 3 elementos do
conjunto {A, B,C, D, E} e organiza-los em uma fila?

Solugao: Esse é um problema tipico de principio multiplicativo, e para
resolvé-lo basta observar que:

@ ha 5 maneiras de selecionar o primeiro elemento da fila;
@ had 4 maneiras de selecionar o elemento seguinte,
@ hd 3 maneiras de selecionar o elemento final.

E portanto, existem 5 x 4 x 3 maneiras de formar a fila desejada.
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Primeiros Exemplos

Exemplo 2: De quantas formas podemos selecionar 3 elementos do
conjunto {A, B,C, D, E}?

Solucao: Este problema é similar ao anterior, no sentido que ainda
precisamos selecionar 3 elementos, com a diferenca de que agora ndo
precisamos organiza-los em um fila.

Mas como isso altera nossa solugao?

Ja sabemos existem 5 x 4 x 3 = 60 maneiras de formar a fila desejada. Ou
seja, 60 maneiras de selecionar o grupo de 3
diferenciando-os pela ordem dos elementos.

Enquanto no exemplo anterior a fila ABC é distinta da fila CBA s3o
distintas, no problema atual os conjuntos {A, B,C'} e {C, B, A} sdo de
fato idénticos, e devemos levar em conta isto no momento de fazer a nossa
contagem.
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Primeiros Exemplos

Continuacao do exemplo 2:

Note ent3o que nas 60 filas encontradas, cada grupo de 3 letras serd
contado 6 = 3! vezes. Por exemplo, todas as permuta¢des do subconjunto
{A, B,C'} estdo sendo contadas, formando o grupo

ABC, ACB, BAC, BCA,CAB, CBA.

Agora, como cada grupo de 6 elementos deve ser contado como apenas 1
vez, o total de grupos nao ordenados é

5x4x3

— =10.
I3x2x1
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Usando Fatoriais

Antes de continuar, queremos reescrever os resultados anteriores usando
fatoriais.

o Exemplo 1: Aqui podemos reescrever a resposta como:

5><4><3><2><1_5! 5!

4% 3= _st_ 8t
pxAxX3 2% 1 21~ (5 3)!

o Exemplo 2: Aqui podemos reescrever a resposta como:

5><4x3_5><4><3><2><1_i!_ 5!
31 2x1x3 23 (5-3)13
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Generalizando

Em geral, quando queremos formar filas de r elementos selecionados
dentre n elementos disponiveis, com r < n, temos um total de

nxm—1)x...x(n—r+1)

formas de fazé-lo. E importante notas que na solucdo acima estamos
multiplicando um total de  termos, um para cada posicdo da fila, como
esperado.

Reescrevendo como no slide anterior obtemos

n!

nx(n—l)x...x(n—r—l—l):m,

formas de selecionar grupos ordenados de r elementos, dentre n
disponiveis.
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eralizando

Se quisermos agora simplesmente selecionar r elementos dentre n
disponiveis (r < n) de modo que a ordem da selecdo ndo seja
relevante, basta agruparmos as filas do exemplo anterior em grupos
formados pelas r! permutacdes de um mesmo subconjunto de de r
elementos. Assim, o nimero de grupos diferentes de 7 itens que podem
ser formados a partir de um conjunto de n itens é
nxn—=—0)x...x(n-—r+1) n!

7! (n—r)lr!
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Coeficientes Binomiais

Notacao. A expressdo encontrada no slide anterior, que conta o total de
subconjuntos de r elementos de conjunto com n elementos, recebe o nome
especial de coeficiente binomial, e é denotado por

n
oupor Cy,, com r<n.
r

n n!
Cnir = <) = o

Observemos que, como 0! = 1, temos que

|
my_ ool _,
0 0'n!

Ou seja,
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Exemplos Finais

Exemplo 3: De um grupo de 5 engenheiros e 7 economistas, quantos
comités diferentes formados por 2 engenheiros e 3 economistas podem ser
formados? E se dois dos economistas se recusarem a trabalhar juntos?

Solugcao: Comecemos selecionando os engenheiros que fardo parte do
comité. Como temos 5 disponiveis e precisamos escolher 2 destes,
podemos fazer a selecdo de (5 o formas distintas.

Selecionados os engenheiros do comité, passamos a escolha dos
economistas. De modo andlogo, temos 7 pessoas disponiveis, de onde
precisamos selecionar 3. Isso pode ser feito de C7 3 formas distintas.
Assim, pelo principio multiplicativo, podemos escolher o comité de

5! T

EPTRTETI

Cs52xCr3=

diferentes.
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Exemplos Finais

Continuacao do Exemplo 3: Vamos agora resolver o segundo problema.
Uma dica importante em problemas de combinatéria, é ndo adiar as
complicagbes e tentar, na medida do possivel, resolvé-las no principio.

Assim, vamos comecar selecionando os economistas do comité. Para isso,
comece contrariando os criadores de caso, e fixe os dois no comité. Feito
isso precisariamos escolher apenas o Ultimo economista dentre os 5 que
sobraram, o que pode ser feito de (51 formas distintas.

Assim temos
e U5 1 = 5 grupos contendo os economistas que ndo querem trabalhar
juntos;
e hd C73 = 35 grupos de 3 economistas no total.
E portanto existem 35 — 5 = 30 grupos ndo contendo os dois criadores de

caso. Finalmente, como hd (52 = 10 maneiras de escolher os engenheiros.
Teremos assim 30 x 10 = 300 maneiras de escolher os membros do comité.
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Exemplos Finais

Exemplo 4: Marcamos 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma

reta R’ paralela a R. Quantos tridngulos existem com vértices em trés
desses pontos?
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Exemplos Finais

Continuacao do Exemplo 4:
Solucao: Para comecar observe que se 3 pontos em uma mesma reta ndo
formam um triangulo! Assim, para formar um tridngulo ou tomamos um
vértice em R e dois em R’ ou tomamos um vértice em R’ e dois em R.
Como
@ para os tridngulos do primeiro tipo temos
o (5 1 formar de escolher o vértice em R;
o (g o formar de escolher o vértice em R’;
@ Isso nos dd um total de C5 1 x Cg 2 tridngulos do primeiro tipo;
@ analogamenteo, o nimero de tridngulos do segundo tipo é Cg 1 x Cj 5.

Assim, pelo principio aditivo, a quantidade de tridngulos que obtemos
desta forma é
8-7 5-4

C571><C&2+Cg71XC5’2=5-7+8-T=220.
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Coeficientes Binomiais

Continuacao do exemplo 4: Outra soluco...

Para formar um tridngulo devemos escolher trés pontos que n3o estejam
situados sobre a mesma reta, dentre os 13 pontos dados. O nimero de
modos de escolher 3 dos 13 pontos é (3 3. Desse total devemos retirar as
(5,3 escolhas de pontos em R e as (g3 escolhas possiveis de 3 pontos em
R. Assim a resposta é

Ci33 —Cs53 — Cg3 =286 — 10 — 56 = 220.
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Coeficientes Binomiais

Ji1JU . VT JuT QU

Algebricamente é simples, e basta notar que n — (n — k) = k, de onde
segue que

n! n!
Cn k

T (n — k)k! - (n—(n—k)(n—k)! = Chn—k-

Uma maneira combinatéria de olhar o problema é o seguinte: se S é um
conjunto com n elementos, o lado esquerdo a igualdade conta os
subconjuntos de S com k elementos, enquanto o lado direito conta os
subconjuntos de S com (n — k) elementos.

Mas observe que para cada subconjunto A de S com k elementos existe
outro com (n — k) elementos: S — A (o complemento de A com relagdo a
S). Desta forma, para cada subconjunto com k elementos existe um tnico

subconjunto com (n — k) elementos, o que mostra que existe a mesma
quantidade de ambos os tipos de subconjuntos.
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Coeficientes Binomiais

Exercicio: Verifique, usando um argumento combinatério, que

n\y (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)
Dica: Tome T' um conjunto com n elementoe a € T

Sabemos que (2) € o nimero subconjuntos de T' com k elementos. Conte
agora o total de subconjuntos de T' que contém a e o total de
subconjuntos que nao contém a...

termine o raciocinio...
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