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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos
principais indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como tnico

texto de referéncia.

Eles tratam apenas dos principais aspectos da teoria abordada. Junto a
essas notas o aluno deve ler os livros de texto da Bibliografia.
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Objetivos

Neste pequeno grupo de slides pretendemos apresentar o Teorema
Binomial (também conhecido como Binémio de Newton) junto com uma
prova que usa argumentos combinatdrios.
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Teorema Binomial

O teorema binomial trata de como calcular poténcias do bindmio (z + y).
Por exemplo,

(z+y)? = 22+ 2zy+¢°
(x+1y)? = 234322y + 32y + o3,
(x+y)* = 2*+423y +6X2%y% + day® + ¢t

Analisando de perto e com algum cuidado vemos que, por exemplo, que

(z +y)? = (2) z + @) 2%y + G’) xy? + (g) Y3,

e que algo similar acontece nas outras duas expressoes...

Vamos ver a seguir que isto ndo é uma coincidéncia.
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Teorema Binomial

Comecemos explorando a expressio (z + y)? = (z +y)(z +y)(z +y), e
para acompanhar melhor o raciocinio usaremos cores para identificar cada
binémio. Usando a propriedade distributiva temos

(@+y)?° = (@ +y)@+y)(z+y)
= (zz+ 2y +xzz + 2y) (v + 1Y)
= (zz + 2y + zx + zy)r + (22 + 2y + 22 4+ 2Y)*
=TT + YT + TxT + xYTr + XY + TYY + TTY + TYY
= zzr + (zyr + zxr + zzy) + (vyr + xyy + zxy) + 2yy

Observamos na expressio acima que cada termo z'y3~% é formado
escolhendo i termos = e 3 — i termos y, sendo um de cada binémio (z +y).
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Teorema Binomial

Assim, por exemplo, o termo 22y pode ser ecolhido de 3 formas (zyr, zxx
ou zzy). Combinatoriamente, podemos pensar que para montar cada
opg¢ao destas, basta escolher os dois bindmios de onde usaremos o x, e isso
pode ser feito de (3) formas!

De modo anélogo, cada termo xiy”_i, 1=0,1,2,3, pode ser escolhido de
() formas distintas!
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Teorema Binomial

De modo geral, se queremos calcular o produto

(+y)" =E+ylet+y). . (@+y),

n Vvezes

podemos seguir a mesma ideia.

Obtemos cada um dos termos escolhendo em cada paréntesis um x ou um
y e multiplicando os escolhidos. Para cada ¢ tal que 0 <i <mn, se
escolhermos = nos primeiros ¢ paréntesis entdo o y serd escolhido nos
outros (n — i) paréntesis. Isto pode ser feito de C), ; modos. Entdo

(z +y)™ é uma soma com C,,; parcelas iguais a z'y™ ", isto é

(w+y)" = i (:L) Y

=0
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Teorema Binomial

Acabamos de verificar o seguinte teorema.

Teorema Binomial
Sejam z,y € R e n € N. Entdo
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Teorema Binomial

Exemplo 1: Se A é um conjunto com n elementos ent3o para saber
quantos subconjuntos tem A devemos somar a quantidade de subconjuntos
de tamanho k, para 0 < k < n. Usando esta observacdo e o Teorema
Binomial podemos obter que o niimero de subconjuntos de A é 2™.

Exatamente de que forma devemos usar o teorema?
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