Variaveis Aleatérias Continuas:

Funcao Densidade de Probabilidade e Funcao de Distribuicao

Prof. Alejandra, Cristian, Paula e Rafael

Introducéo a Probabilidade e Estatistica
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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como unico texto de referéncia.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos além da referéncia principal do curso.
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Introdugao

Dado um experimento aleatério com espago amostral S:

@ Uma variavel aleatéria (v.a.) X € uma fungéo X: S — R, que associa a cada
resultado w € S um valor real X(w).

@ Os valores que assume a v.a. X s&0 os a € R tais que existe w € S tal que
X(w)=a.

@ Se X assume uma quantidade finita ou infinita contavel (enumeravel) de valores
dizemos que X é uma v.a. discreta.

@ Dentre as varidveis que assumem uma quantidade infinia e ndo contavel de
valores estdo as v.a.s continuas.

@ Em geral, uma v.a. continua assume quaisquer valor em um intervalo dos reais.
Ou seja, se X é uma v.a. continua, entdo o conjunto de valores assumidos por X
€ do tipo R, [a, bl, [a,+o0) € similares.
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Introdugao

Neste modulo vamos nos ocupar de estudar v.a. continuas. Comecemos fazendo, de
novo, com uma pequena lista de exemplos deste tipo de varidveis aleatérias:

@ Uma valvula eletrénica é instalada em um circuito, sendo X o periodo de tempo
que a valvula funciona. A v.a. X é continua;

@ Escolhemos aleatoriamente uma certa estacéo de trem. O horario de chegada H
de um trem nesta estagdo numa certa data é uma v.a. continua;

@ Considere o experimento de ligar uma lampada e esperar que ela apague
sozinha. A variavel T que mede o tempo de vida da lampada é uma v.a. continua.

@ Langamos um dardo em um alvo circular. A variavel R que mede a distancia do
dardo ao centro do alvo € uma v.a. continua.
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Introdugao

Para este tipo de v.a. (que pode assumir uma quantidade nao contavel de valores) nao
é suficiente (e nem Util) obter as probabilidades dos eventos unitarios {X = a}.

Tome, por exemplo, uma v.a. continua X que assume todos os valores no intervalo
[a, b] de tal forma que

P(X =x)=P(X =y) < k, para quaisquer par de pontos x,y € [a, b].

Observemos que, independentemente do valor de k, € sempre possivel encontrar
X{,Xo...,Xn € [a, b] de tal forma que
n
D> P(X=x)=nk>1.
i=1
Esta ultima igualdade entra em claro conflito com a definicdo de fungéo de probabili-

dade, e por isso néo faria sentido definir fungio de probabilidade como fizemos nas
variaveis aleatdrias discretas.
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Introdugao

De fato, chegamos a comentar anteriormente que se X é uma v.a. continua, entao
P(X =a)=0paratodo acR.

Nao chegamos a justificar essa afirmativa. Mais do que isso, nunca chegamos a dar
uma definicao real do que é uma variavel aleatéria continua.

Entendemos algumas particularidades dela, como o fato de assumir valores em inter-
valos ou outros conjuntos ndo enumeraveis, e chegamos inclusive a calcular a fungéao
distribuicdo acumulada em um ou dois exemplos. Mas nunca chegamos a definir o que
€ uma variavel continua.

Assim, sem mais delongas, passemos entao para a definicdo de uma v.a. continua!!
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Funcao Densidade de Probabilidade

Definicéo 1
Diremos que X é uma v.a. continua se existe uma funcédo f: R — [0, +o0), conhecida
por funcdo de densidade de probabilidade (f.d.p.) da v.a. X, tal que

b
P(angb):J f(x) dx, (1)

comabeR, coma<b.

Colocando em palavras, a equacéao (1) diz que a probabilidade de que X assuma valo-
res entre a e b, pode ser obtida integrando-se a fungao densidade de probabilidade ao
longo do intervalo (a, b).
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Fungéo Densidade de Probabilidade

Geometricamente, isso significa que a P(a < X < b) € igual a area limitada pelo
grafico de y = f(x), as retas x =ae x = b e 0 eixo x, como na figura abaixo.
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Funcao Densidade de Probabilidade

Com essa definicdo em maos podemos finalmente justificar por que P(X = a) =0.

Se tomarmos a € R, entado
a
P(X:a):P(anga):J f(x)dx =0. (2)

Ou seja:
Se X é uma v.a. continua entdo P(X = a) =0, para qualquer a € R.

Isto & quase que o oposto do que acontece com v.a.’s discretas, com as quais é
suficiente conhecer a probabilidade dos conjuntos do tipo {X = a}.

Como consequéncia da igualdade (2), podemos ver que
Plas< X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).
Estudando uma destas igualdades, vemos que, de fato

Pla<X<b)=P(X=a)+Pla<X<b)+P(X=b)=Pla<X<b).
~— ~—
0 0
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Funcao Densidade de Probabilidade

Para eventos do tipo {X > a} ou {X < b}, as definicbes séo semelhantes. Vale, por

exemplo, que
“+o00

P(X > a) :J f(x)dx. (3)
a

Mas o que significa esta ultima integral? As integrais deste tipo sdo chamadas impro-

prias e sdo uma forma simplificada de escrever um limite. Neste caso, temos que

Jﬂof(x)dx: lim Jt f(x)dx.

a t—+o00 Jg

Veremos integrais improprias com muita frequéncia daqui em diante, entdo temos de
nos acostumar com seu uso. Sé para ilustrar, vejamos alguns exemplos.
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@ Suponhamos que uma v.a. X tem f.d.p. dada por

Fx) 1, paraxe(0,1],
X)) =
0, em qualquer outro caso.

Calcule P(X > 3/5).

+00 1

2
f(x)dx:J3 1dx:§.

5

P(X >3/5) L

@ Seja Y uma v.a. com f.d.p. dada por

e X, paraxec(0,+o00),
gx) =
0, em qualquer outro caso.

Calcule P(X >1).

“+o00
P(X>1):J eXdx= lim [-e )%= lm (e @te =6,

1 a——+oo T a——+oo
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Funcao Densidade de Probabilidade

Finalmente, note que se f(x) é a funcdo densidade de probabilidade de uma v.a. X,
entdo

+o0
J f(x)dx = P(—co < X < +00) = 1. (4)
—00

Mas em particular, se todos os valores que pode assumir a v.a. X estdo no intervalo
(a, b) entao

b
J f(x)dx=Pla< X<b)=1. (5)

a
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Funcao Densidade de Probabilidade

Proposicao 1
Sejam X uma v.a. continua e fx sua fungéo de densidade de probabilidade. Entao:

@ Paratodo acR, fx(a) > 0;

+o00

ej f(x)dx = P(X €R) =1.
b

o P(a<X<b):P(a<X<b):J e (x) dx:

a

© Paratodo acR, P(X=a)=0;
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Suponhamos que uma certa v.a. X tenha f.d.p. dada por

Fx) = cx, paraxe(0,4),
- 0, em qualquer outro caso.

Calcule ¢, P(1 < X<2)e P(X>2).

Solugéo: Para calcular ¢ devemos usar o fato de que f é uma f.d.p. e portanto

+o00 4 X24
1:J f(x)dx:J cxdx=c—| =8c.
o 0 2
0
Deste modo, ¢ = 1/8, e portanto
1
2 12 1x3 3
<X<2)= = —_Z | ==
P(1<X<K2) L f(x) dx 8Lxdx 872 . 169
+o00 1 4 4 3
P(X>2):J f(x)dx:fJ xdx=-—| =-.
2 82 , 4
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Funcéao de Distribuicdo Acumulada de uma v.a. Continua

Lembramos que se X é uma v.a. entdo a sua funcdo de distribuicdo acumulada Fy é
definida como Fx(a) = P(X < a), para a<€ R.

Em particular:

Se X é uma v.a. continua e sua fungao densidade de probabilidade é fy entdo

a
Fx(a) = P(X < a) :J fy dx.
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A voltagem X em um determinado sistema elétrico € uma variavel aleatéria com uma
distribuicao continua cuja f.d.p. pode se aproximar pela funcao

0, para x € (—oo,0],
f(x)= { 1

Para encontrar a fungéo a fungao de distribuicdo acumulada F(a) devemos considerar
dois casos:

a a
@ Se a<0, entdo F(a):P(Xga):J fdx:J 0dx =0.

a a 1
@ Se a> 0, entdo F(a):P(Xga):{ fdx:J 17dx:1

0o (14+x)2 1+a
Portanto,
0, para a € (—o0,0],
F(a) =
(a) —(1173), para a € (0,+c0).
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Funcéao de Distribuicao Acumulada

Vamos agora relembrar algumas propriedades da funcao distribuicdo, mas no contexto
das variaveis aleatérias continuas.

Se ay < a» usando as propriedades da integral podemos escrever

as ai an
Fx(az):P(Xgaz):J fxdx:J fy dx+ J fy dx . 6)
—00 —o0 a
Fx(a1) Plai<X<az)

Como P(a; < X < a») > 0 entdo podemos afirmar que
F(a1) < Flap).

Ou seja, Fx é uma fungao ndo-decrescente.

Observacao: Lembre que, como ja vimos, ndo é necessario usar integrais para concluir
isto! Basta observar que para a; < a», {X < a1} C{X < a»} e usar as propriedades de
uma probabilidade para mostrar que

P(X<a) <P(X<a).
~———

—_——
Fx(ar) Fx(a2)

IPE (CMCC) Variaveis Aleatérias Continuas: Fungdo Densidade de 17/28



Funcao de distribuicdo acumulada de uma v.a. Continua

Vamos usar de novo a igualdade (6)

a a an
Fx(az)=P(X<a2)=J fde=J fy i+ J fydx |
—00 a4

—_———
Fx(ar) Plai<X<ap)

€ a vamos reescreve-la da seguinte forma

Pla; < X < ap) = Fx(az) — Fx(ay).
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Funcao de Distribuicao Acumulada

Resumimos no que segue as propriedades que acabamos de discutir e outras, que ja
discutimos anteriormente.

Propriedades

Se Fx(x) é a fungao distribuicdo acumulada de uma v.a. continua X com f.d.p. fx,
entdo vale que:

o Fx(a)IP(Xéa):P(X<a)=Ja fx dx

Q P(a< X< b)=Fx(b)—Fx(a);

@ Fx(x) é nao-decrescente. Ou seja, se a< b, entdo Fy(a) < Fx(b);

Q limy oo Fx(x) =1 e limy_s o Fx(x)=0.
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Observacao

Observacgéo:

Vale enfatizar mais uma vez que quando estamos lidando com uma varavel aleatéria
continua X, com fungao distribuicdo Fx(x), entdo

Pla< X <b)=P(a< X< b)=Fx(b)—Fx(a),

e ainda
Pla< X <b)=Pla< X <b)=Fx(b)—Fx(a).

Da mesma forma
P(X<a)=P(X<a)=Fx(a

P(X>a)=P(X>a)=1—Fx(a).
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Langamos uma moeda ao acaso em um chao quadriculado, coberto por azulejos de 20
cm de lado. Seja D a distancia do centro da moeda para a borda de azulejo mais pré-
xima. A funcéo distribuigdo da v.a. D, como vimos no Médulo “Introdugéo as variaveis
aleatorias discretas”, € dada por:

0 sex<0;
Fp(x) =4 22X se 0<x<10;,
1 se x> 10;

cujo grafico é dado abaixo.

05
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Observando o grafico de Fp vemos que Fp é uma fungdo nao-decrescente,
Xh_r>noo Fp(x)=1 eque XgToo Fp(x) =0,

e se quisermos agora calcular P(D > 5) e P(2 < D < 4) fazemos:

75 25
>5)=1— =1— =1 =—
P(D>5)=1—-P(D<5)=1—Fp(5) =1 100 — 100"
e
64 36 28

P(2< D <4) = Fpl4)—Fp(2) = oo — 7o = 7o
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Mas quem ¢ a fungéo densidade de probabilidade de D?

Lembrando, sabemos que a fungao distribuicdo é dada por

0 se x <0;
Fp(x) = 201"0_0’(2 se0< x< 10;.
1 se x > 10;

Mas sabemos também que se D tem f.d.p f(x), entdo

t
Folt) = fixiax

e pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue que

dFp
f(t) = ——
(1) ot (1),
e portanto
0 se x<0oux>10;
f(X) =9 10-x -
50 se 0 < x<10;
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Funcéao de Distribuicao Acumulada

No caso discreto, é simples encontrar a fun¢do de probabilidade de uma v.a. conhe-
cendo a sua fungao de distribuicdo: fazemos isto olhando nos saltos da distribuicao.

Mas como vimos, para as v.a. continuas a passagem da fungao distribuicdo a funcéo
densidade é mais “sofisticada” e se da, via o Teorema Fundamental do Calculo, pela
seguinte igualdade:

dFx(t)
dat

A equagéo anterior diz que derivando fungdo de distribuicdo acumulada obtemos a
funcdo de densidade de probabilidade.

= fx(t), para todo t onde fx é continua. (7)
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Escolhemos ao acaso um ponto em um circulo S de raio 1. Seja R a distancia do
ponto escolhido ao centro da circunferéncia. Suponhamos que a probabilidade do ponto
observado estar em uma regido K C S do circulo é dada por

P(K) = Area(K) _ Area(K).
Area(S) s
Encontre af.d.pdav.a. R.

Solucao: Sabemos que a v.a. R assume valores no conjunto [0,1], e j& vimos em
z . 2
moédulos anteriores que, para0 < r <1, P(R<r) =7 = r2. Portanto,

0, para x € (—oo,0),
Fr(r)=< r? paraxcl0,1),
1, para x € [1,+00).
Logo

o) — 2r, paraxel0,1],
A7) 0, paraxe(—00,0)U(1,+00).
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Suponhamos que uma v.a. continua X tem fungao de distribuigdo acumulada dada por

0, para x € (—o0,0),
F(x)={ x2/3, paraxel0,1],
1, para x € (1,400).

Observemos que F é continua em R e diferenciavel em R\{0, 1}. Portanto, a f.d.p. de X
pode ser encontrada, em qualquer ponto diferente de 0 e 1, derivando F. Desta forma,
temos que

f(x):gx’%, parax € (0,1) e f(x)=0, parax € (—oco,0)U(1,+oo).

O valor de f em 0 e 1 pode ser atribuido arbitrariamente.
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Exercicio

Encontre a f.d.p. de uma v.a. T cuja fungéo distribuicdo acumulada é dada por

Fr(t) =

0 set<0;
1—e 2 set>0.’
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Para aqueles que ja cursaram FVV, deixamos o seguinte desafio.

Encontre o valor da constante ¢ € R para que a fungéao

x2
d(x)=ce 2z, xeR

possa ser a fungdo densidade de probabilidade de alguma variavel aleatéria continua
X.
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