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Aviso

Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e não devem ser usados como único texto de referência.

Junto à essas notas o aluno deve ler os textos além da referência principal do curso.
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Uma pequena revisão

Vimos que X é v.a. contínua se existir fX :R−→ [0,+∞), chamada função de densidade
de probabilidade (f.d.p.) da v.a. X tal que

P(a ⩽ X ⩽ b) =
∫b

a
fX (x)dx ,

para quaisquer a,b ∈ R, com a < b.
A função fX tem a seguintes propriedades:

1 Para todo a ∈ R, fX (a)⩾ 0;

2 P(X ∈ R) =
∫+∞
−∞ fX dx = 1.

3 Para todo a ∈ R, P(X = a) = 0;

4 P(a ⩽ X ⩽ b) = P(a < X < b) =
∫b

a
fX dx ;
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Valor Esperado de uma v.a. Contínua

Para uma v.a. discreta X com função de probabilidade p(x) definimos o valor esperado
como sendo

E [X ] =
∑

x :p(x)>0

x p(x).

Para as v.a. contínuas, mudamos o somatório por uma integral e a função de proba-
bilidade pela função densidade de probabilidade e definimos o valor esperado da v.a.
contínua X com f.d.p. f (x) como

E [X ] =

∫+∞
−∞ x f (x)dx .

Observação: do mesmo modo que no caso discreto, podemos pensar na esperança de
uma v.a. contínua como uma espécie de ponto de equilíbrio, em torno do qual valores
de X se distribuem.
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Exemplo

Se X é uma v.a. contínua com f.d.p. dada por

f (x) =

{
0, para x ∈ (−∞,0],

λe−λx , para x ∈ (0,+∞).

Então

E [X ] =

∫+∞
−∞ x fdx =

∫+∞
0

λxe−λx dx︸ ︷︷ ︸
f(x)=0, para x<0

= lim
a→+∞

∫a

0
λxe−λx dx .

Para calcular a integral usarmos o método de integração por partes. Fazemos u = x e
dv = λe−λx dx . Desta forma du = dx e v =−e−λx

∫a

0
xλe−λx dx = −xe−λx

∣∣∣a
0
−

∫a

0
e−λx dx =

[
−xe−λx +

1
λ

e−λx
∣∣∣∣a
0

Assim

E [X ] = lim
a→+∞

(
1
λ
+ae−λa +

1
λ

e−λa
)
=

1
λ
.
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Valor Esperado de uma v.a. Contínua

Se X é uma v.a. de um experimento aleatório com espaço amostral S e g é uma função
de valor real g então a composição g(X ) é também uma v.a.

S X−→ R g−→︸ ︷︷ ︸
g(X)

R.

Propriedades
Seja X é uma v.a. contínua com função densidade de probabilidade f (x), então:

1 Para qualquer função g : R→ R, temos que

E [g(X )] =

∫+∞
−∞ g(x) f (x)dx .

2 Se a,b ∈ R são constantes então

E [aX +b] = aE [X ]+b.
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Exemplo

Suponhamos que uma v.a. X tem f.d.p. dada por

f (x) =

{
1, para x ∈ [0,1],
0, em qualquer outro caso.

Calcule E [eX ].

E [eX ] =

∫+∞
−∞ ex dx =

∫1

0
ex dx = e1 −1.
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Variância de uma v.a. Contínua

A variância de uma v.a. contínua é definida de forma igual à de uma v.a. discreta. Isto
é, se X é uma v.a. contínua com valor esperado E [X ] = µ, então a variância de X é
definida como

Var [X ] = E
[
(X −µ)2

]
.
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Variância de uma v.a. Contínua

No caso contínuo também vale a igualdade

Var [X ] = E [X2]− (E [X ])2 = E [X2]−µ2.

Para verificar isto suponhamos que X é uma v.a. contínua com f.d.p. f (x). Desta forma

Var [X ] = E
[
(X −µ)2

]
=

∫+∞
−∞ (x −µ)2 f (x)dx

=

∫+∞
−∞ (x2 −2µ+µ2) f (x)dx

=

∫+∞
−∞ x2 f (x)dx︸ ︷︷ ︸

E[X 2]

−2µ
∫+∞
−∞ x f (x)dx︸ ︷︷ ︸

µ2

+ µ2
∫+∞
−∞ f (x)dx︸ ︷︷ ︸

1

= E [X2]−2µ2 +µ2

= E [X2]−µ2.
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Exemplo

Calcular a variância da v.a. X é contínua com f.d.p. dada por

f (x) =

{
0, para x ∈ (−∞,0],

λe−λx , para x ∈ (0,+∞).

De um exemplo anterior temos que E [X ] = 1
λ , devemos então calcular E [X2]. Vejamos

E [X2] =

∫+∞
−∞ x2 fdx =

∫+∞
0

λx2e−λx dx︸ ︷︷ ︸
f(x)=0, para x<0

= lim
a→+∞

∫a

0
λx2e−λx dx .

Se integramos por partes e com u = x2 e dv = λe−λx dx , então du = 2xdx , v =−e−λx

e ∫+∞
0

x2λe−λx dx =
[
−x2e−λx

∣∣∣∞
0︸ ︷︷ ︸

0

+
2
λ

∫+∞
0

λxe−λx dx︸ ︷︷ ︸
E[X ]

=
2
λ2 .

Logo

var(X ) = E [X2]−µ2 =
2
λ2 −

1
λ2 =

1
λ2 .
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Exercício

Seja X uma v.a. com f.d.p. dada pela função

f (x) =


0, para x ∈ (−∞,0],

1
(1+x)2

, para x ∈ (0,+∞).

Calcule E [X ] e Var [X ].

IPE (CMCC) Variáveis Aleatórias Continuas: Esperança e Variância 11 / 11


