Variaveis Aleatérias Continuas:

Esperanga e Variancia

Prof. Alejandra, Cristian, Paula e Rafael

Introducéo a Probabilidade e Estatistica
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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como unico texto de referéncia.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos além da referéncia principal do curso.
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Uma pequena revisao

Vimos que X é v.a. continua se existir fy : R — [0, 400), chamada funcao de densidade
de probabilidade (f.d.p.) da v.a. X tal que

b
Pla< X <b) :J fy (x) dix,

a

para quaisquer a,b € R, com a< b.
A fungao fy tem a seguintes propriedades:

@ Paratodo acR, fx(a) > 0;

+00
(2] P(XGR):J fxdx=1.
@ Paratodo acR, P(X=a)=0;

b
o P(angb):P(a<X<b):J fy dx;

a
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Valor Esperado de uma v.a. Continua

Para uma v.a. discreta X com fungao de probabilidade p(x) definimos o valor esperado
como sendo
EXI= )Y  xp(x).
x:p(x)>0

Para as v.a. continuas, mudamos o somatério por uma integral e a fungdo de proba-
bilidade pela fun¢do densidade de probabilidade e definimos o valor esperado da v.a.
continua X com f.d.p. f(x) como

+o0

E(X] :J xf(x)dx.

—00

Observacao: do mesmo modo que no caso discreto, podemos pensar na esperanga de
uma v.a. continua como uma espécie de ponto de equilibrio, em torno do qual valores
de X se distribuem.
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Se X é uma v.a. continua com f.d.p. dada por

0, para x € (—oo,0],
f(x) = N
Ae M para x € (0,+00).
Entao
+o0o +o00o a
EX] :J x fdx :J Axe Mdx = lim J Axe ™ dx.
— o0 0 a—-+oo 0

f(x)=0, para x<0

Para calcular a integral usarmos o método de integragéo por partes. Fazemos u=x e
dv =Xe Mdx. Destaforma du=dx e v=—e

a

a a ra
J xhe Mdx = —xe M . —J e Mdx = {—xe*“ +-e M
0

0

1
A 0
Assim

1
.

a—+o0 A

EX]= lim <%+aef7‘a+1ef7‘a>:
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Valor Esperado de uma v.a. Continua

Se X é uma v.a. de um experimento aleatério com espago amostral S e g € uma fungéo
de valor real g entdo a composicdo g(X) é também uma v.a.

Propriedades

Seja X é uma v.a. continua com fungéo densidade de probabilidade f(x), entdo:

@ Para qualquer fungédo g: R — R, temos que
+00
Elg0)= | gbxf(xdx.

—00

@ Se a,b <R sdo constantes entdo

E[aX +b] = aE[X] +b.
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Suponhamos que uma v.a. X tem f.d.p. dada por

Fx) 1, paraxel0,1],
X) =
0, em qualquer outro caso.

Calcule E[eX].
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Variancia de uma v.a. Continua

A variancia de uma v.a. continua é definida de forma igual a de uma v.a. discreta. Isto
é, se X é uma v.a. continua com valor esperado E[X] = u, entdo a variancia de X é
definida como

Var(X]=E [(X— u)z} .
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Variancia de uma v.a. Continua

No caso continuo também vale a igualdade
Var[X] = E[X?] — (E[X))? = E[X?] — 2.

Para verificar isto suponhamos que X é uma v.a. continua com f.d.p. f(x). Desta forma

+o0o

E[(X—w?] =J (x— w2 f(x)ax

—00

Var[X]

J*‘”(Xz,zw u?) f(x)dx

+o0o “+o00 “+o00
= J X2 f(x)dx _Z”J xf(x)dx + ;@J f(x)dx
E[X?] 2 1

= E[X?]—2p2+2

- E[X?]— 2.
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Calcular a variancia da v.a. X é continua com f.d.p. dada por

0, para x € (—oo, 0],
FX) =9 5 —ax
Ae~™M para x € (0,4+00).

De um exemplo anterior temos que E[X] = 1, devemos ent&o calcular E[X2]. Vejamos
400 “+o00 a
E[X2]:J X2 de:J )\Xze_)\XdXZ lim J 7\X29_}\XdX.
—00 0 a—-+00 Jg

f(x)=0, para x<0

Se integramos por partes e com u = x2 e dv = Ae M dx, entdo du = 2xdx, v = —e ¥
e

“+o00 400
J x*Ae Mdx = [—Xze_“ OO+EJ e Max = 2.
0 0 }\ 0 )\2
—
0 EIX]
Logo
2 1 1
var(X) = E[X?] —p? = 225
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Exercicio

Seja X uma v.a. com f.d.p. dada pela fungao

{ 0, para x € (—o0,0],
f(x) = 1
m, para x € (0,+OO)

Calcule E[X] e Var[X].
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