Distribuicdes Continuas: Normal

Prof. Alejandra, Cristian, Paula e Rafael

Introducéo a Probabilidade e Estatistica

&



Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como unico texto de referéncia.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos além da referéncia principal do curso.
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Nos capitulos anteriores...

Vimos na semana passada que se X é uma v. a. continua entéo:
@ existe uma fungéo f: R — R tal que

Tal funcao é chamada de densidade de X;
@ paratodo ae R, P(X=a)=0;

@ a esperanga de X é dada por

onde f é a densidade de X;

@eparag:R—+R
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Introdugao

A partir de agora vamos nos concentrar no estudo da chamada distribuicdo Normal,
que ocupa um papel central na teoria da probabilidade e na estatistica.

Introduzida em 1733 pelo matematico francés Abraham De Moivre, a distribuigdo nor-
mal foi primeiro usada como uma forma de aproximar variaveis Binomiais com parame-
tro n muito grande.

Tal ideia foi expandida por outros matematicos, como Laplace, que identificaram a dis-
tribuicdo normal como a protagonista do chamado Teorema Central do Limite, que in-
troduziremos no préximo médulo deste curso.

Parte da fama da distribuicdo normal veio com o matematico Karl Friedrich Gauss,
que em 1809 usou-a na estimativa da localizagdo de objetos astrondmicos. Até hoje
ocasionalmente nos referimos a uma variavel normal como Gaussiana.
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Definigéo

Definicdo 1 (Distribuigdo Normal)

Diremos que uma variavel aleatéria continua X tem distribuicado Normal (ou
Gaussiana) de parametros L € R e 02, com ¢ > 0, se sua funcéo densidade é dada por

1 _ x=w)?
d(x)=—=e€ 22, xR

Dizemos também que X é normalmente distribuida, ou que X é uma variavel
aleatéria Normal ou Gaussiana.

Notacdo: X ~ Normal(y,c2).
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Observacao

Observacgao 1

E importante observar que a fungdo densidade ¢ (x) ndo possui primitiva expressa em
termos de funcdes elementares, e portanto ndo conseguimos usar o Teorema Funda-
mental do Célculo para calcular as probabilidades que precisaremos.

Algumas probabilidades especificas, como P(X > u), podem ser calculadas usando
caracteristicas proprias da fungdo ¢(x).

Para todas as outras sera necessario o uso de aproximagdes numéricas, que podem
ser feitos em diversos sites.

Para esse curso disponibilizamos uma calculadora de probabilidades, que pode ser
acessada também em https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7.

v
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https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7

Seja Z uma v.a. normalmente distribuida com parametros © =0 e ¢2 =1. Calcule
P(Z>0)eP(-2<Z<1).
Solucao: Para encontrar P(Z > 0), observe primeiro que

1 (—x)? 1 X2

dl—x)=—=e 2z =—=e 7 =0x).
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Pela simetria de ¢(x) em torno de u1 =0, temos que

pzso- L [T g L[ ot
—o0

1
— e 2 dx=— e 2 dx=P(Z<0).
\/27TJO Var ( )

Temos assim que
1=P(Z>0)+P(Z<0)=2P(Z>0),

e portanto P(Z>0) =1/2.
Para calcular P(—2 < Z < 1) temos que usar a calculadora de probabilidades, que nos

diz que
P(—2<Z<1)=0,8186.
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https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7

A Normal Padrao

Para estudar as propriedades da distribuicdo normal, vamos comegar por uma em par-
ticular: a chamada normal padréo.

A distribuicdo Normal com parametros 1 =0 e o =1 é geralmente conhecida como
Normal Padrao. As razdes para isso ficardo claras mais a frente, mas por enquanto
vamos estudar algumas de suas propriedades.

Primeiro vamos lembrar que se Z ~ Normal(0,1) entdo sua fungdo densidade de pro-
babilidade é dada por

d(x) 1 *% x eR.

=——e
Van
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A Normal Padrao - Simetria

Como vimos no exemplo anterior, a fungdo densidade de probabilidade de uma normal
padrao é simétrica em relagdo ao eixo-y. Ou seja
1 (—x)? 1 X2
—X) = —e 2 = —e 2 = X),
$(=x) ez o $(x)

e isso tem consequéncias interessantes para algumas probabilidades.

Em particular, notamos que se ac R e Z ~ Normal(0,1) entao
P(Z >a)=P(Z< —a).

Analiticamente, podemos ver isso fazendo uma simples substituicdo u = —x na integral
de P(Z < —a), que nos daria

—a >

Ve

—+o00 w2
P(Z<—a)= e z dx J e 2z du=P(Z > a).
[o¢]

a

]
Ven
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A Normal Padrao - Simetria

Geometricamente, isso se replete no grafico abaixo. Aqui a area da regido a esquerda
representa P(Z < —a), enquanto a area da regido a direita representa P(Z > a).
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Normal Padréo - Valor Esperando e Variancia

Seguimos agora para o célculo de E[Z] e Var[Z] quando Z tem distribuicdo normal
padrao.

Lembrando, a f.d.p. de Z é dada por

1 —X2/2
X) = —— ,
$=am
e portanto
Elz) - Joo xd)(x)dx:LJw xeX/2 gy
—00 Ve J—co .

. . g 2 .
Primeiro encontremos a primitiva de x e*"/2. E para isso podemos fazer a

substituicdo u=—x2/2. Isso nos da du=—xdx e

Jxe"‘z/2 dx:—Je“ du=—e'+K=—e"/21K.
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Valor Esperando e Variancia

Com isso temos

e portanto

Para calcular Var[Z] vamos primeiro calcular

E[Z?] —JOO x2<1>(x)dx—1—JOO x2e=**/2 dx
B —00 B \/27'[ —00 ’

Dando sequéncia, vamos usar integracao por partes. Fazendo u=x e
2
dv = xe /2 dx, encontramos

dv = xe—*°/2 dx
v=—e*/2

u=x
adu =dx
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Valor Esperando e Variancia

Segue assim que

+o0 1 400 5
+ —J e /2 dx
—00

1 rooxze*’(z/2 dx = xe /2
- B e  V2m

Ve ) - 2n

—0—0+1
=1.

Concluimos assim que
VarlZ] = E[Z%] — (E[Z])? =1—0=1.
E resumindo, se Z ~ Normal(0,1) entdo

ElZ] =0 e Var(Z] =1.
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Simetria da Fung¢ao Densidade

Voltando nossa atencdo para uma variavel X ~ Normal(u,02) qualquer, comecemos
com uma propriedade importante da fungéo densidade

1 _ (x—w)?
e 202 )
oV 21

que € sua simetria em relagéo ao parametro pu € R.

$(x) =

De fato, para todo a € R, vale que

dlu+a) =

1
e =
ov2n oV 2mn

Isso € ilustrado na figura a seguir
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Grafico da Funcao Densidade

e

Figura: Gréfico da f.d.p. de uma Normal(u,0?). Observe a simetria do grafico em torno de .

1
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Simetria da Fung¢ao Densidade

Podemos mostrar que se X ~ Normal(j.,02), entdo
P X<p—a)=P(X>u+a),
para todo a € R, como vemos na imagem abaixo.
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Seja Z uma v.a. normalmente distribuida com parametros u =2 e ¢2 =1. Calcule
P(Z>2)e P(-2<Z<4).

Solucao: Note pela simetria de ¢(x) em torno de pu =2, temos que
PZ>2)= ro e U o 7\} J et a-pizez)
Vorl2 CV2n) e - ST

Temos assim que
1=P(Z>2)+P(Z<2)=2P(Z>2),

e portanto P(Z >2)=1/2.

Para calcular P(—2 < Z < 4) temos que usar a calculadora de probabilidades, que nos
diz que
P(—2<Z<4)=0,9772.
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https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7

Relacionando Normais

Antes de prosseguir para o calculo da esperanga e da variancia da normal para os
demais parametros, vamos ver mais uma propriedade essencial da distribuicdo normal.

Para isso, tome X ~ Normal(i,0%) e a,b € R, e faca Y = aX +b. Note que se Fx e Fy
sao as fungao distribuicdo de X e Y, respectivamente, e a > 0 entdo

Fy(x)=P(Y < x)
=P(aX+b<x)

ZP(X<XT")
:FX(X;b).

E derivando a equacgdo, encontramos que a densidade de Y é dada por

(Xa *“)
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Relacionando Normais

Arrumando a equagéo, encontramos

1 (x—(b-+ap))?

e 2(ac)2

aoy2mn '

e portanto Y ~ Normal(au+ b, (ac)?).

fy(x) =

Escolhendo a e b de maneira adequada, mostramos entdo que se X ~ Normal(p,02),
entéo
_X-m

()

z

é tal que Z ~ Normal(0,1).

Por essa razao, a distribuicdo Normal(0,1) é conhecida como normal padrao.
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Seja X uma v.a. com distribuicdo normal de parametros (1= 1 e 02 = 2. Encontre E[X]
e Var[X].

Solucao: Seguindo o que acabamos de ver, como X ~ Normal(1,2), faca

X—1
Z="
V2

Sabemos entdo que Z ~ Normal(0,1), e portanto E[Z] =0 e Var[Z] =1.
Mas vale que X =+/2Z+1, e portanto

E[X] = ENV2Z +1] =V2E[Z)+1 =1,

Var(X) = E[(X —1)3] = E[222] = 2E[Z?] = 2 Var[Z] = 2.
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Propriedades

Propriedades

Se X ~ Normal(u,02), entdo
EXl=p e  VarlX]=d%
e portanto o desvio padréo de X é o.
Além disso, se a,b € R, entao
aX +b~ Normal(aw+ b,(ac)?)

e, em particular,
X—p

~ Normal(0,1).
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Concentracao em Torno da Média

Outra propriedade importante da distribuicdo normal, além da simetria em torno de da
média p, diz respeito a como as probabilidades se distribuem em torno da média p.

Observe que para todo a> 0,
X—p
Plu—ac< X<ptaoc)=P(—ac< X—p<ao)=P|—a< —~ <al,

onde, como ja vimos, (X —w)/o =2~ Normal(0,1).

Em outras palavras, a probabilidade de uma v.a. Normal estar a uma disténcia de “a
desvios padrao” da média, nao depende da média . ou do desvio padréo o.

Alguns valores interessantes de se ter na cabega séo:

Plu—o< X< u+o)~0,6827

Plu—20< X < pu+20) ~0,9545.
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Concentracao em Torno da Média

Em resumo,
Plu—ao < X < pu+ao),

cresce apenas com a, mas nao o desvio padréo o.

Para observar essa propriedade em acao, fizemos um pequeno applet, que esta dispo-
nivel no site no curso no Moodle.

E também possivel acessar o applet em

https://www.geogebra.org/m/m5hg4b2r
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https://www.geogebra.org/m/m5hg4b2r

Uma companhia de equipamentos eletronicos pretende distribuir um dos seus produtos
para uma certa cidade. Seus aparelhos ndo suportariam uma corrente acima de 15
miliamperes, mas por seguranga eles ndo pretendem vender se a probabilidade da
corrente passar de 13 miliamperes for maior que 5%.

Baseados nos dados enviados pela companhia elétrica, eles estimam que a corrente
elétrica | que passaria pelo seu produto quando ligado neste cidade tem distribuigao
normal, com média de 10 miliamperes e desvio padrdo de 2 miliamperes.

@ Qual sera a decisdo da companhia?

@ Qual o valor maximo de ¢ para que a companhia decidisse vender o produto
nesta regiao?
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@ Sabemos que /~ Normal(10,4), e que a companhia sé vendera o produto se P(/ >
13) < 0,05.

Usando a calculadora de probabilidades, encontramos que
P(/>13) =0,0668 > 0,05.

E a empresa néo vai vender o produto!

© Dado X ~ Normal(10,0), queremos saber o valor de o para o qual
P(X >13)=0,05.

Mas X-10 3
— >E):P(Z>3/0),

P(X>13):P(X—10>3):P(

onde Z ~ Normal(0,1).
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https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7

Queremos entédo encontrar a € R tal que P(Z > a) = 0,05.
E, felizmente, nossa calculadora de probabilidades é capaz de fazer essa conta!

Fazendo 1= 0 e o =1 na calculadora, selecionando a opgao de calculo para intervalos
[a,+ c0), € entrando “0.05” no resultado da probabilidade, obtemos:

P(Z >1,6449) =0,05.
5 3
Temos entéo que 5 = 1,6449 e portanto

o~ 1,823819.
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https://www.geogebra.org/m/hwa3fvs7
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