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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como unico texto de referéncia.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos além da referéncia principal do curso.
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Nos capitulos anteriores...

Vimos na semana passada que se X é uma v. a. continua entéo:
@ existe uma fungéo f: R — R tal que

Tal funcao é chamada de densidade de X;
@ paratodo ae R, P(X=a)=0;

@ a esperanga de X é dada por

onde f é a densidade de X;

@eparag:R—+R
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Uma vareta é jogada ao acaso em um piso coberto por tdbuas corridas, com 15 cm de
largura. Defina por D a distancia entre o centro da vareta e a tdbua mais "acima", e por
X o angulo que a vareta faz com a diregao das tabuas, como ilustrado na figura abaixo.

O que podemos falar sobre as distribuices de D e X?

Solugao: Comecemos pela distancia D. Primeiro notemos que o centro da vareta caira
em cima de uma das tabuas, de modo que a distancia D para a tdbua mais acima é tal
que 0 <D< 15,e D é uma v.a. continua.
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Como o problema diz que a vareta foi jogada ao acaso, podemos supor que a probabi-
lidade do centro cair em uma certa regido nao pode depender da posigao da regido em
questao.

Mas como isso se traduz na distribuicdo de D?

Uma forma de entender a distribuicdo de D é definir P(a< D < b), para a,b € [0,15),
a < b. Neste contexto nossa observagao sobre a ndo dependéncia da posigao poderia
ser traduzida em:

P(a< D < b) depende apenas do comprimento b— a, e ndo da posicédo de (a,b)
dentro do intervalo [0,15).

E assim, para 0 < a< b< 15, temos

Pla<xD<b)=k-(b—a).

E como P(0 < D< 15) =1, entdo para 0 < a < b < 15 teriamos

b—a

Pla<D<b)= 15
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Mais do que isso, se x € [0,15) temos que

PID<X)=PO<D<x) =7,
e portanto a fungao distribuigdo de D é dada por

0 ,sex<0;
Fo(x)=P(X<t)=q{5 ,se0<x<15,
1 ,sex>15

e a funcédo densidade de probabilidade fp(x) = Fj(x) é dada por

fo(x) = 0 .,sex<Oouxz>15;
P74 se0<x<15 '
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O mesmo argumento pode ser feito para o angulo X (fica como exercicio), mostrando
que X tem fungao distribuicdo dada por

0 ,se0<0;
Fx(0)=P(X<0)={ 2 'se0<0<m,
1 ,sef>m

e fungéo densidade de probabilidade fx(0) = F’(0) dada por

f(0) = 0 ,sef<0Qoub>m,
X711 se0<0<m '

Observacao 1

As variaveis D e X acima sdo exemplos da classe de variaveis que estudaremos nestas
notas: as chamadas variaveis aleatdrias uniformes, ou uniformemente distribuidas.
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Definicédo 1 (Distribuigédo Uniforme)
Diremos que uma variavel aleatéria continua X tem distribuicdo uniforme no intervalo
[a,b], se sua funcao densidade de probabilidade é dada por

0 ,sex<a ou x>b;
fx)=1< "4
—a :S€easx<b
Frequentemente dizemos também que X é uma variavel aleatdria uniforme em [a,b] ou
que X é uniformemente distribuida no intervalo [a,b].

A fungao distribuicdo acumulada de X é dada por

0 ,sex<a ou x>b;
Fx)=P(X<x)={%=2 ,sea<x<b
1 ,Se X > b;

Notacao: X ~ Unif(a,b] ou X ~ Uniformela,b].
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Voltando ao exemplo

Ainda no exemplo anterior, calcule o valor esperado e variancia de D e X.

Solugao: Comecgando por D, lembremos que sua fun¢do densidade é dada for

o) = 0 ,sex<Ooux>15;
PPTL se0<x<15

de modo que

IPE (CMCC) Distribuigdes Continuas: Uniforme 9/17



Voltando ao exemplo

Para a variancia devemos calcular primeiro £[D?], que é dada por

o0
E[D2}:J X2 fp(x) dx
15
:J x2. — dx
0
15
e
~ 15| 3
0
_ 1%
-3
=75.

O que nos da uma variancia de

Var[X] = E[X?]— (E[X])?=75— — = —.
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Voltando ao Exemplo

O valor esperado e variancia de X podem ser calculados de maneira andloga, lem-
brando apenas que e fungao densidade de probabilidade de X é dada por

1

f(0) = 0 ,sef<Ooub>m;
TL se0<o<n '

. , . 2
Deixamos como exercicio mostrar que E(X]=Z e Var(X]=T5.
2 12
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Valor Esperando e Variancia

Vamos agora calcular a esperanga e variancia de uma v.a. X ~ Uniformela,b].

Lembrando que a fungéo densidade de X é dada por

0 ,sex<aoux>b;
f(X): 1 )
=5 .seasx<b

temos que
b 1
E[X]:J X —— dx
a b—a
b
2
 b—al 2
a
1 P22
" b—a 2
_a+tb
T2
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Valor Esperando e Variancia

Para calcular Var[X], vamos primeiro calcular E[X?]. Assim temos

‘b—a
1m”
b—a| 3
a
1 b
"~ b—a 3
_ bPP+ab+é?
- 3
b2 +ab+a® b?+2ab+a (b—a)?
_ ey 2_ B _
Var[X] = E[X“]—(E[X]) 3 7 %
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Valor Esperando e Variancia

Em resumo, encontramos que

Esperanga e Variancia

Se X ~ Uniformela,b], entdo
a+b
E[X] = 5
_ (b—a)?
Var[X] = TH
e portanto o desvio padrao de X é
o(X) =/ Var(X] = ? -(b—a)
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Onibus chegam em uma determinada parada em intervalos de 15 minutos comecando
as 7:00. Isto é, eles chegam as 7:00, 7:15, 7:30, 7:45, e assim por diante. Se um
passageiro chega na parada em um instante de tempo que é uniformemente distribuido
entre 7:00 e 7:30, determine a probabilidade de que ele espere no maximo 5 minutos
pelo préximo 6nibus.

Solucao: Chamando de T o instante em minutos, ap6s as 7h, que o passageiro chega
na parada, o problema nos diz que T ~ Uniforme|0,30].
Estamos interessados na probabilidade do evento

A ={o passageiro espera no maximo 5 minutos}.

Como o 6nibus chega com intervalos de 15 minutos, com o primeiro passando as 7h,
temos que
A={T=0u{10< T <15}U{25 < T < 30}.
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O evento {T = 0} representa a situagdo onde o passageiro chega ao ponto junto com
o primeiro 6énibus, mas como T é uma uniformemente distribuida em [0,30], temos
P(T=0)=0.

Assim
PA)=P(T=0)+P(10K< T <15+ P(25< T <30)

15—-10 30-25

=075 " &0

_10
~ 30’
e assim P(A)=0,333....
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Exercicio

Dada uma v.a. U ~ Uniformel0,1], encontre a funcdo distribuicdo acumulada e funcédo
densidade de probabilidade da variavel

In(1-U)

T=—T—,

onde A > 0 é uma constante.
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