Distribuicéo de Variaveis Aleatérias

Prof. Alejandra, Cristian, Paula e Rafael

Introducéo a Probabilidade e Estatistica
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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como Unico texto de referéncia.

Eles tratam apenas dos principais aspectos da teoria abordada, deixando para os textos
e videos os detalhes tedricos e exemplos mais elaborados.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos e ver os videos indicados no site do
curso no Moodle, além da referéncia principal do curso.
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Introdugao

Comecemos com um exemplo...

Considere o experimento de jogar duas moedas ndo-viciadas, e tome N como o nimero
de caras observadas.

Calcule P(N < x) para quaisquer x € R?

Vamos tentar... Para isso note que N pode assumir os valores 0,1 ou 2. E além disso

P(N =0) = P({(coroa, coroa)}) = %
P(N =1) = P({(cara, coroa), (coroa, cara)}) = % = %

P(N =2) = P({(cara, cara)}) = %
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Introdugao

Vamos agora calcular o que ele pede...

Tome, por exemplo, 0 evento {N < %}. Existem apenas dois valores menores ou iguais
a 3/2 que N pode assumir, que sdo 0 0 e o0 1. Deste modo

P(N< §) :P(N:O)+P(N:1)_§.
2 4
Do mesmo modo
P(NgO):P(N:O):% e PINK3)=P(IN=0)+P(N=1)+P(N=2)=1.

Usando esta mesma ideia podemos calcular P(N < x) para qualquer x € R, encontra-
mos

, para x < 0;
,para0 < x < 1,
,paral <x<2;
, para x > 2;

P(N<x)=

— Nwp= O
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Introdugao

A funcédo Fp(x):= P(N < x) calculada acima é conhecida como func¢ao distribuicao
acumulada da variavel aleatéria N.

P(N <)

Figura: Gréfico de Fy(x), a funcéo distribuicdo acumulada de N
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A Funcgéo Distribuicao Acumulada

Definicdo 1 (Funcéo Distribuicao Acumulada)

Dada uma variavel aleatéria X, a fungéo Fx : R — [0, 1] dada por
Fx(x):=P(X <x),

é chamada de funcao distribuicdo acumulada de X, ou simplesmente funcao distri-
buicao de X.

v

Definigao 2
Diremos que duas v.a’s X e Y sdo identicamente distribuidas se X e Y possuem a
mesma fungao distribuicdo acumulada. Ou seja, se Fx(x) = Fy(x) para todo x € R.

v
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Sorteamos 3 cartas de um baralho regular de 52 cartas. Seja V o total de cartas
vermelhas e N o total de cartas pretas sorteadas.

Solugcao: Como o experimento consiste em sortear 3 cartas em 52 disponiveis, o es-
paco amostral S é formado por todos os grupos de 3 cartas do baralho, e

52
ISl = (3) =22100.

Lembremos agora que em um baralho de 52 cartas, metade sdo vermelhas e a outra
metade pretas. Assim, os eventos {V =0} e {N = 3} consistem dos grupos de 3 cartas
pretas. O que nos da

HV=0}=N=3}|= <236) =2600,
e do mesmo modo
HV=3}|={N=0}| = <236) =2600.
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Segue assim que

2600 2
P(V=0)=P(N=0)=P(V=3)=P(N=3)= or = ==.

Um raciocinio analogo nos leva a

(%) 13

P(V=1)=P(N=2)=P(V=2)=P(N=1) = -5
%

Calculando as fungdes de distribuigdo acumulada de V e N encontramos

0 se x<0;

Z se0<x<1;
Fy(x)=Fn(x)=X% sel<x<2.

B se2<x<3;

1 se x>3;

De onde concluimos que V e N séo identicamente distribuidas.
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Langcamos uma moeda ao acaso em um chao quadriculado, coberto por azulejos de
20 cm de lado. Seja D a distancia do centro da moeda para a borda de azulejo mais
proxima. Encontre a funcgao distribuigao de D.

Solucao: Como a moeda certamente cai dentro de algum azulejo, podemos considerar
0 nosso espago amostral S como sendo um quadrado de lado 20.

Como ja fizemos outras vezes, o fato da moeda cair ao acaso dentro do azulejo, nos
diz que a probabilidade da moeda cair em uma regido R C S é dada por

_ Area(R) Area(R)
~ Area(S) 400

P(R)

Como o quadrado tem lado 20, a distancia D do centro da moeda ao lado mais préximo
do azulejo deve estar entre 0 e 10. Com isso temos que
P(D<x)=0 para x <0,

P(D<x)=1 para x > 10,
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Para 0 < x < 10, considere a regido Ry ilustrada abaixo.

20 ecm S

Como vemos, o centro da moeda estara a uma distancia menor que x da borda do
azulejo se seu centro cair dentro da regiao Ry.
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Assim, para 0 < x < 10 temos

_ _ 2 2
P(Dgx):P(RX):A'OO (20—2x)=  20x—x

400 - 100
e Fp(x) = P(D < x) é dada por
0 se x<0;
Fp(x) = 20X se 0< x < 10;.
1 se x > 10;
Fp(z)
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Propriedades da Fungéo Distribuicdo Acumulada

Fungdes distribuigbes acumuladas, independente das variaveis aleatérias associadas
a elas, compartilham uma série de propriedades. As demonstrages de algumas delas
estédo além do escopo deste curso, mas comentaremos as mais simples.

Propriedades

Se Fx(x) é a fungao distribuicdo acumulada de uma v.a. X, entéo vale que:
@ Fx(x) é nao-decrescente. Ou seja, se a< b, entdo Fy(a) < Fx(b);
Q Pla< X <b)=Fx(b)—Fx(a);

@ Se Fx(x) tem uma descontinuidade em x = a, entdo o tamanho do salto é igual a
P(X = a);

Q limy_oo Fx(X) =1elimy_, o Fx(x)=0.
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Propriedades da Fungéo Distribuicdo Acumulada

@ Note que se a< b, entdo {X < a} C {X < b}, e portanto

Fx(a)=P(X <a) < P(X<b)=Fx(b);

@ Se a< bentdo podemos escrever
X<b={X<aula<X<b}

Além disso, os eventos {X < a} e {a < X < b} sdo mutuamente exclusivos.
Segue que

Fx(b)=P(X<b)=P(X<a)+Pla<X<b)=Fx(a)+Pla<X<b),
e portanto P(a< X < b) = Fx(b)— Fx(a)

As demonstragdes das préximas propriedades estdo além do escopo deste curso, mas
comentaremos rapidamente cada uma delas.
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Propriedades da Fungéo Distribuicdo Acumulada

@ Como vimos, P(X < x) cresce a medida que o valor de x aumenta. Mas esse
crescimento, em geral, € continuo, e s6 da um salto em x = aquando P(X = a) >
0.Neste caso, o tamanho do salto deve ser exatamente P(x = a).

Isso pode ser visto no exemplo inicial, onde N representava o total de caras no
langcamento de 3 moedas. Veja a imagem abaixo:

P(N <z)

ISEY

P(N:Z):%:l—

P(N=1)= =§_

P(N=0)=]

0 1 2 T
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Propriedades da Fungéo Distribuicdo Acumulada

@ Estes limites saem ao mostrarmos que

lim P(X<x)=P(X<o0)=1

X—00

lim P(X < x)=P(X < —o0)=0.

X——00
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Seja X uma variavel aleatéria com funcéo distribuigdo acumulada dada por

0 se x <0;

5 se0<x<Tt;
Fix)=<% sel<x<2;.

1T se2<x<3;

1 se x> 3;

@ Identifique os valores a € R tais que P(X = a) > 0 e calcule essas probabilidades;
@ Calcule P( <X< 2)

@ Calcule P(X < 3);

@ Calcule P(1 < X< 2);

© Calcule P(X > 3).
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@ Identifique os valores a € R tais que P(X = a) > 0 e calcule essas probabilidades;
Existem 4 pontos na fungdo onde alguma descontinuidade pode ocorrer, que séo x =
0,x=1,x=2e x=38.

Em x =0 temos limy_,g— F(x) = limy_,o+ F(x) =0, de modo que x =0 é ponto de
continuidade.

Em x =1 temos

Assim, o tamanho do salto em x =1 é igual a § — 3 = {, e portanto
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4 11 _ 1
g¢del—15 =15

11

12

Da mesma forma, o salto em x =2 é igual a 1} — £ = 3 = 1, enquanto em x =3 o salto
Segue que
PX=2)=1 e PX=3)=-
T4 T T 12
P(X:"‘)Zl’gzllz
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O Caleule P(} <X <2).
Pela propriedade 2,

1 11 12 11 1 8 2
P<2<X\2> R —F/ =3 - 5 =13 37123

@ Calcule P(X <3).

Note que P(X < 3) = P(X < 3)+ P(X =3), e portanto, pelo item (a), temos

P(X<3):P(X<3)—P(X:3):F(S)_%:p%:%_
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@ Calcule P(1 < X <2);
Primeiro note que P(1 < X <2)=P(1 < X <2)+ P(x=2), de modo que

Pl<X<2)=P1<X<2)—P(X=2)
=F@2)-F(1)-P(X=2)
11 2 A1
12 3 4
=0.

E portanto

P1<X<2)=P(X=1)+P( <X<2):%+o:%_
Q Calcule P(X > 3).

Basta observar que
5 5 5 2 1
Z)l=1— <S ) =1— Z)l=1—-==_.
P<X>4) 1 P<X\4) 1 F(4> 1 373
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Nestes slides vimos diversos exemplos de fungdes distribuicdo acumulada. Vocé con-
seguiria descrever alguma propriedade ou forma que a fungéo distribuicdo de qualquer
v.a. discreta deve ter?
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