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Estes slides tem por objetivo apenas complementar e esclarecer os textos principais
indicados para a disciplina, e ndo devem ser usados como Unico texto de referéncia.

Eles tratam apenas dos principais aspectos da teoria abordada, deixando para os textos
e videos os detalhes tedricos e exemplos mais elaborados.

Junto a essas notas o aluno deve ler os textos e ver os videos indicados no site do
curso no Moodle, além da referéncia principal do curso.
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Nos capitulos anteriores...

@ Umav. a. X é chamada Bernoulli se sua fungao de probabilidade for
p(1)=P(X=1)=p
p(0)=P(X=0)=1-p,

para algum p € (0,1).

@ Umav.a. Y cuja fungéo de probabilidade é dada por

n

p(k):P(Y:k):(k

)pk(1 —p)" kK k=012 ,n,

é chamada de Binomial de parametros n e p. Neste caso, Y ~ Bin(n,p).

O valor esperado e a variancia de Y séo

E(Y)=np e Var(Y) = np(1-p),

respectivamente.
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Suponha que estejamos interessados num evento de um experimento aleatério cuja
probabilidade é pequena. Os eventos deste tipo sdo chamados eventos raros. Logo,
ele provavelmente ndo sera observado em uma realizagdo s6 do experimento. Sera
necessario repeti-lo (de forma independente) um bom nimero de vezes para termos
uma boa chance de observa-lo.

Seja A um evento tal que p = P(A), onde p é proximo de 0. Se X é a v.a. que conta o
numero de ocorréncias de A em n repeticdes independentes do experimento, entao
X ~ Bin(n, p). Como E(X) = np, para termos uma chance razoavel de observar A
deveriamos ter um numero de repeti¢cdes do experimento proximo de 1/p. Desta
forma E(X) = np ficaria préximo de 1.
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Vamos inverter o raciocinio e imaginar que p =A/n, onde A € um parametro positivo,
e n & um numero natural bastante grande (de forma que p seja bem pequeno). Entao
E(X) =A. Temos ainda que, para i > 0

o= (oo =2 () (-

que podemos reescrever como:

7\)"
. I 1_7
P(X_I,)_{n(n—1)(n—2):--(n—{l—1})}<7\> ( n) )

n il

Como estamos pensando em n bastante grande vamos calcular

lim P(X =1i).

n—oo
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n(n—1)(n—2)---(n—{i—1 | [ Al (1 %)n
o fa—1)(n—2)(n—ti—1 (A
P(Xil)i{ nl }(H)( )\)i'
1—=
n
Para tal vamos estudar o comportamento de cada um dos fatores da (1). Comegamos
com a quantidade entre chaves, que reescrevemos de forma conveniente como:

n(n—1)(n—-2)---(n—{i—1})

U 1-1)(-2)-(-17)

n

(2)
Como i esta fixo, o limite de (2) quando n — oo € o produto do limite de cada fator.
Desde que

n
onde a é uma constante real qualquer. Temos que

©)

n—oo

. n(n—1)(n-=2)---(n={i—1})
lim _

=1.
ni
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o (=3)
p(x—i—{an—Dn=2) (-1 (N n/_Usando
nl i AN/
17;)
o limite em (3) e o fato de que i/ € um valor fixo temos que
. A\
lim (1—7 =1
n—oo n
N
P(X—i)— n(n—1)(n—2)---(n—{i—1}) L’ ") Por ou-
n' il A 1
(-3
tro lado, sabemos que
7\ n
lim (1—f> —e
n—oo n
1 2 i—1 Al (17§>” ;
pix—iy={nn=D=2)- - (n—{i—thH | (N n/_ Finalment
nl il | )\)I
n

N
como o fator F nédo depende de ntemos que

— A\
lim P(X =)= &2

n— o0 il
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Neste ponto, precisaremos de uma nova série (soma infinita) para conseguir terminar
nossos calculos. Mais exatamente precisaremos saber que

0 i

X x2 x3 x4 .
Zﬁ xSt gt gt =6,
i=0
para x € R.
(Essa identidade, conhecida como série de Taylor da funcéo e*, esta brevemente motivada no final destes slides,
e os interessados estédo convidados dar uma olhada!)

Dando sequéncia, concluimos do resultado acima que

0 A 00 4
E i =e E ﬁ—e et =1.
i=0 i=0

Por toda a argumentacao feita anteriormente, a fungéo

i
pli) = )I,\—Ie”‘ parai=0,1,23...,
pode representar a fungao de probabilidade de uma certa variavel aleatéria.
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Distribuicédo de Poisson

Diremos que uma v.a. X tem distribuicdo de Poisson com parametro A € (0,00) se

—}\}\i
e I paraie€{0,1,...}.

p(i) =

Alternativamente, podemos dizer que X é uma v.a. de Poisson.

Notacao: neste caso escrevemos X ~ Poisson(A).

Observagao!

A va. X pode ser interpretada como uma aproximagdo para o numero de sucessos obtidos
quando n ensaios independentes de Bernoulli, com probabilidade de sucesso p, sdo realizadps,
assumindo valores grandes de n e pequenos de p.
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llustragao de Y ~ Poisson(10)
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llustragao de X ~ Bin(200, 0,05)
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Ale—A

Y ~ Poisson(A) <== p(Y =1i) = i )

parai =012,

Suponha que os erros tipogréaficos, na edicdo de um livro de 300 péginas, estejam
distribuidos aleatoriamente com uma média de 1 erro a cada 100 péaginas. Qual a
probabilidade de acharmos no livro todo

@ nenhum erro tipografico?
@ pelo menos 2 erros tipograficos?
© entre 1 e 3 erros tipograficos?

Solugdo: Vamos considerar a v. a. Y := ndmero erros tipograficos no livro.

A probabilidade de ter um erro numa pagina € de 1/100 = 3/300. Neste caso, podemos
pelo menos de forma aproximada, dizer que Y ~ Poisson(3). Assim

@ p(0)=e3=0,05.
Q P(Y>2)=1-p(0)—p(1)=1—e3-3e3=0,80.
Q@ P<Y<3)=p(1)+p2)+p(3)=3e3+Fe3+Fe3=0,60.
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Variaveis Aleatorias que obedecem a lei de Poisson

@ O numero de pessoas, em uma certa populagdo, que vivem mais de 100 anos.
@ Quantidade de niimeros de telefone discados incorretamente em um dia.

@ O nuimero de pacotes de biscoitos caninos vendidos em uma determinada loja em
um dia.

© Quantidade de clientes que entram em uma agéncia bancaria num dia.

@ O numero de particulas « descarregadas por um material radioativo em um
periodo de tempo fixo.

Observagéo!

Cada uma das varidveis aleatérias acima, e inumeras outras, sdo aproximadas pela distribuigao
de Poisson por causa da aproximag¢do de Poisson para a distribuicdo binomial.
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Exercicio

Uma maquina muito bem regulada tem probabilidade 0,01 de que um item produzido
por ela apresente defeito. Determine a probabilidade de que uma amostra de 1000
itens contenha no maximo 1 item defeituoso. Justifique sua resposta.
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Valor Esperado e Variancia de uma v.a. Poisson

Ae—A

Y ~ Poisson(A) == P(Y =1i) T

parai=012,...

Vimos que uma v.a. Y ~ Poisson(A) é uma aproximacdo de uma v.a. X ~ Bin(n,p),
quando n é grande, p € pequeno € A = np. Além disso

E(Y)=np=A

Var(Y) =np(1—p) =A(1—p)~ A,
onde a aproximacéao vale pois p é pequeno.

Parece entéo razoavel suspeitar que tanto o valor esperado quanto a variancia de uma
v.a. de Poisson sdo também iguais ao parametro A.

Vamos verificar que de fato é isto o que acontece.
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Esperanca de uma v.a. de Poisson

Ae—A
Y ~ Poisson(\) <= P(Y =1i) = i ,parai=0,12,

Para a esperanga note que

A —A AN BN M
ElY]=0-e *+1-e"A+2-e "~+3-e "—~+4-¢

2 3] Z_F
A2 A3 A
— oA —A —A A
=e "At+e ﬂJre EJre §+
A2 A3
_ —A —A —A —A
_)\<e +e *A+e §+e 3|+>
=AP(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)+P(Y=3)-]
=A.

E, como suspeitamos, E[Y] =A.
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Variancia de uma v.a. de Poisson

Para calcular a variancia precisamos saber E(Y?2). Assim

A2 AS
E[YZ}:02~e’)‘+12~e’)‘)\+22~e’?‘§+32-e’)‘§+---
A2 A8
—e A e N e S
=e *A+2-¢e 1!+3e 2!+
AfePrio.err 3 S
= e +2-e ﬁ"‘ -e §+
Ou seja,
E(Y) 1
/_/% /_/H
2 ZOO N A ZOO N Zoo AN
j=0 j=0 j=0
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Variancia de uma v.a. de Poisson

Encontramos assim que E[Y?2] = A2 4A.
Desta forma, como E[Y] = A, temos que

Var[Y] = E[Y2] — E[Y2 = 2+ A% =,

confirmando nossas suspeitas de que:

Teorema
Se Y é uma v.a. com Y ~ Poisson(}), entdo

E[Y] = Var[Y] =A.
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Suponha que o nimero de acidentes que ocorrem em uma rodovia em cada dia seja
uma variavel aleatéria de Poisson com parametro 3. Determine:

@ a probabilidade de que 3 ou mais acidentes ocorram hoje;

@ a probabilidade de que 3 ou mais acidentes ocorram hoje, dado que pelo menos
um acidente ocorra hoje;

@ o numero esperado de acidentes que ocorrem nos 7 dias desta semana.
Solucao: Faca N = total de acidentes em um dia. Assim N ~ Poisson(3), e
@ PIN23)=1-P(N<3)=1—(P(N=0)+P(N=1)+P(N=2))
Assim P(N>3) =1 (e73+3e 3+ 56 %) —0,57681.
@ Note que

PIN>3N>1) = PUNZ3IN{N>1}) PN>3) 057681

PIN>1)  PIN>1T) 1_ed 00070

© Em uma dia temos E[N] = 3, e portanto em 7 dias a média é de 7-3 = 21
acidentes.
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Outros fendmenos que obedecem a lei de Poisson

Outro uso da distribuicdo de probabilidades de Poisson é na contagem do total de
ocorréncias em um dado periodo de eventos que ocorrem em intervalos de tempo
independentes. Por exemplo:

@ Terremotos.
@ Erupcdes de um vulcéo.

@ Entrada de pessoas em determinado estabelecimento (bancos, agéncias de
correio, casas lotéricas, postos de gasolina, etc).

@ Conflitos bélicos em uma dada regiao.

@ Ligacdes telefonicas recebidas por uma central.
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Outros fendmenos que obedecem a lei de Poisson

Informalmente falando, estes tipos de fendmeno tem as seguintes caracteristicas:

@ A probabilidade de que exatamente 1 evento ocorra em um intervalo de tempo
pequeno, de tamanho h, é aproximadamente Ah (diminui com h).

@ A probabilidade de que 2 ou mais eventos ocorram no intervalo de tempo h é
pequena em comparagao com h.

@ O total observado em certo intervalo é independente do total observado nos
demais intervalos ndo superpostos a este.

Pode-se verificar que, nestas condigbes, o de eventos que ocorre em um intervalo de
tempo t € uma v.a. de Poisson com parametro At, para algum A > 0.

Mais precisamente, se considerarmos o intervalo de tempo [0,f] e N(t) € a v.a. que
representa o nimero de eventos que ocorrem neste intervalo entdo

N(t) ~ Poisson(At).

IPE (CMCC) Distribuigdes Discretas: Poisson 21/28



Suponha que terremotos ocorram numa regido A com uma média de 2 por semana.
Determine:

@ a probabilidade de que pelo menos 3 terremotos ocorram durante as proximas 2
semanas.

@ a distribuicao de probabilidade da v.a. que conta o tempo, comegando de agora,
até a ocorréncia do préximo terremoto.

Se N(t) é a v.a. que conta a quantidade de terremotos na regidao A em t semanas
entdo N(t) ~ Poisson(2t). Desta forma, para t = 2 temos que

P(N(2) >3)=1—p(0)—p(1)—p(2) = 1—13¢e".
Seja X a v.a. que conta a quantidade de tempo até o préximo terremoto entdo
X >t <= { nenhum evento ocorrer nas proximas t semanas }.

Desta forma
P(X >t)=P(N(t)=0) = eM.
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A Série de Taylor da Funcao Exponencial
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A série de Taylor da exponencial

Agora é hora de olharmos com calma para a segunda série (soma infinita) que
usaremos neste curso.

Mas desta vez faremos um pouco diferente, e eu ndo direi com que série
trabalharemos ainda... Vamos comegar com um problema diferente, e bastante
comum em célculo: aproximagao de fungdes.

Considere a fungao f(x) = ¥, e pergunte-se que polindbmio de grau n melhor aproxima
f(x), ao menos para valores de x perto de 07

Ou seja, como escolhemos ag,ay, - - ., an € R tais que
e~ ag+aiX+anx?+agx®+--+anx",

para x proximo a 0?
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A série de Taylor da exponencial

Para conseguir responder esta pergunta, precisariamos definir precisamente o que
queremos dizer por "aproximadamente"ou "proximo", mas deixaremos estes detalhes
para outros cursos (mais uma vez, fagam Sequéncia e Séries! E muito bom!).

Deixando esta ideia de lado, vamos simplesmente pensar em como fazer as fun¢des
f(x) =e* e p(x) = ay+a;x+---+apx" coincidirem da melhor maneira possivel

Existem vérias formas de se fazer isso, mas aqui queremos explorar a ideia de focar
no x = 0 e fazer coincidir ndo apenas f(0) = p(0), mas também todas as derivadas
fX0)=p*)(0),comk=1,---,n.

Vamos seguir essa ideia e ver onde ela nos leva...
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A série de Taylor da exponencial

Comecemos calculando as derivadas e ver o que encontramos...

Como f(x) = €¥, temos trivialmente que (%) (x) = f(x) = ¥ para qualquer k > 1! Assim
fR0)=f0)=€e=1, k=1,2,34,...

Para p(x) precisaremos fazer passo a passo, mas vamos ver o que encontramos...

Como p(x) = ag+ayx+---+apx", logo de cara encontramos que p(0) = ag, 0 que nos
leva a

e podemos escrever
p(x)=1+ayx+---+apx".
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A série de Taylor da exponencial

Antes de calcular as derivadas, vamos lembrar que se g(x) = x™, entdo
g'(x)=mx™ 1, g”(x)=m-(m—1)x™2 eemgeral, se k <m

K (x) = e (M—1)--- (m— kM mek
gx)=m-(m—1)---(m—k+1)-x (m—k)!x ,
enquanto para k > m, temos g(k) = 0.
Deste modo, se p(x) =1+a;x+---+anpx", entdo
Kl (k+1)! _ o
K) () — k—k kti—k n—k
PN =a X T A o X ot an g T
_ nt n—k
7ak~k!+ak+1(k+1)!~x+---+an(n_k)!x
- n ok
7ak~k!+x-(ak+1(k+1)!+~-~+an(n_k)!x ).

nos dando que pt¥)(0) = a, - k!.
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A série de Taylor da exponencial

Encontramos entédo que
@ fK)(0)=f(0)=1, paratodo k=12,....,
@ p(0)=1epk(0)=a, k! paratodo k=1,....n
Assimtemos para1 <k<n
ax-k'=p0)=f*0)=1,
e portanto ax = 7;.
Finalmente, encontramos entao que
M x2 X3 x"
e e R T TR ey

e essa aproximagao fica melhor sempre que n cresce. De fato, podemos mostrar,
fazendo n — oo, que

2 xk

=2
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