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Prefacio

Essas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Algebra Linear Avan-
cada (MCTBo02) ministradas remotamente durante a pandemia de 2020. Essas no-
tas foram escritas em tempo real, ainda estao incompletas e podem apresentar
erros ou secoes incompletas.

Ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas sugestoes de melhorias ou que
nos fossem apontados erros porventura encontrados.

Estas notas sao destinadas a estudantes de graduacao e ou pos graduagao que
ja cursaram pelo menos um curso de algebra linear. Supde-se que o leitor esteja
familiarizado com a linguagem basica de espagos vetoriais, matrizes, sistemas li-

neares e determinantes.
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Capitulo

Grupos, Anéis e Corpos

Neste capitulo introduziremos algumas estruturas algébricas que precisaremos no
estudo de algebra linear: grupos, anéis e corpos. Nao necessitaremos de proprie-
dades profundas desses objetos, que sao estudados mais detalhadamente em ou-
tros cursos. Para o desenvolvimento subsequente sera fundamental os grupos de
permutacao e em especial a definicao de paridade para elementos desses grupos,
0s anéis de polindmios e o basico da teoria de corpos.

Operacoes binarias

A adicao de nimeros inteiros pode ser vista como uma funcao associando a cada
par ordenado (a, b) de nUmeros inteiros o nUmero inteiro a + b

ab—— s atb

A multiplicacao de nimeros inteiros tem a mesma descricao abstrata, enviando
um par ordenado de nimeros inteiros para um nimero inteiro. Essas operacoes
compartilham caracteristicas abstratas, incluindo associatividade, comutatividade
e existéncia de elementos de identidade.

Esta secao discute algumas propriedades das operagoes binarias.
Definicoes e Equivaléncia

@ Definicao

Seja A um conjunto ndo vazio. Uma operagao binaria em A é uma funcao

p:Ax A— A

Se a e b sao elementos de A, geralmente escrevemos ab em vez de u(a, b). Ex-
pressoes como a - b, a + b 0U a * b sa0 usadas para enfatizar o papel da operacao,
especialmente quando mais de uma operacao binaria estiver sendo considerada.

Neste capitulo:

» Operacoes binarias (p. 10)
» Grupos (p. 15)
» Corpos (p. 24)

» Anel dos Polinémios (p. 28)

21/9/20208

Operacoes e Estruturas Algebri-
cas

Uma estrutura algébrica consiste em
um conjunto nao vazio A (denominado
conjunto subjacente, ou dominio), uma
colecdo de operacbes em A (geral-
mente operagdes hinarias) e um con-
junto finito de identidades, conhecido
como axiomas, que essas operagoes
devem satisfazer. Algumas estruturas
algébricas envolvem também em sua
definicao outra estrutura. Por exemplo
na definicao de espagos vetoriais esta
intrinsecamente envolvido um corpo.
No que segue apresentaremos as ope-
ragoes binarias e algumas identidades
usuais: comutatividade, associativi-
dade, existéncia de elemento neutro e
de inverso, etc.
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O par ordenado (4, -) significa um conjunto nao vazio equipado com uma operagao
binaria -.

Exemplos 2.

As operacoes de adicao, multiplicacdo e subtracdo sao operagoes binarias
em Z, o conjunto dos ntimeros inteiros.

A divisao nao é uma operacdo binaria em Z, pois, por exemplo, 1 +~2e1+0
ndo representam nimeros inteiros.

Adicdo, multiplicacao e exponenciacdo sao operacoes binarias no conjunto
7T de nGmeros inteiros positivos.

Sejam X um conjunto arbitrario e XX o conjunto de todas as funcées f :
X — X. A composicdo da fungdo, u(g, f) = go f, € uma operagdo bindria
em XX,

Seja X um conjunto arbitrario. O operador de intersecao define uma opera-
¢do bindria em A = £(X), o conjunto das partes de X. Da mesma forma, o
operador de unido define uma operagdo binaria em £(X).

<

Quando A é um conjunto finito de n elementos, uma operagao binaria pode ser re-
presentada por uma tabela de Cayley, uma lista tabular n xn de todos os produtos,
com p(a,b) = ab sendo colocado na coluna do a e na linha do b.

Exemplo 3. A = {P,I} um conjunto com dois elementos, que representam um
inteiro genérico par P e inteiro genérico impar I. A tabela de Cayley

~ |+
~ 9|
N~ ~

expressa o fato que uma soma de dois inteiros pares ou dois inteiros impares é
par, enquanto a soma de um nlmero inteiro par e impar é impatr. <

Exemplo 4. Seja A = {a,b,c} um conjunto com trés elementos. As tabelas Cayley a
seguir definem operacgdes bindarias em A:

ul‘abc ug‘abc uz la b ¢
ala ¢ b ala b c ala a a
b b a c b b ¢ a b la b c

c b a c|lc a b cla ¢ b

Temos, por exemplo, p1(b,a) = b (segunda linha, primeira coluna da primeira ta-
bela), enquanto yy(a,b) = ¢, pa(a,b) = b e uz(a,b) = a da primeira linha, segunda
coluna das respectivas tabelas. <

Operacao Induzida

A bijecao ¢ : A — B carrega a ope-

ragao binaria de A para B. Essa cons-

areas da matematica.

trucao singela @ muito comum em di-
versos contextos e nas mais diversas
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Definicao Operacao Induzida

Seja (A, -) um conjunto nao vazio equipado com uma operagao binaria e seja
¢ : A — B uma bijecao. A operacao binaria em B induzida por ¢ é definida
por

¢(a1) * d(az) = P(ay - az) para todos 0s a; € ag em A.

Esse relacionamento pode ser visualizado em um diagrama comutativo. Come-
¢ando com um par (a1, az) em A x A, existem duas maneiras de chegar a um
elemento de B:

o multiplicando os elementos em A (lado esquerdo do diagrama) e mapeando
o produto para B por ¢ (lado inferior do diagrama)
O ou mapeando os elementos individualmente para B (lado superior do dia-

grama) e multiplicando em B (lado direito).

O diagrama comuta porque essas duas composicoes de aplicacoes produzem o
mesmo valor para todos os pares de entradas.

(ala CLQ) oXP (bla 62)
Ax A Bx B
A ¢ B

Propriedades Algebricas de Operacoes
Binarias
Associatividade Por definicao, uma operacao binaria da origem a “produtos” en-
volvendo dois elementos. Na pratica, geralmente desejamos combinar trés ou mais

elementos. Isso gera uma ambiguidade potencial: quando escrevemos um produto
abc, podemos significar

(ab)e = p(p(a, b),c) ou a(be) = pu(a, p(b, c)).

Em geral, essas expressoes representam diferentes elementos de A. Para a opera-
cao binaria p; do Exemplo 4, temos

(ba)c =bc=r¢, blac)="0bb=a.

Diagramas comutativos
Diagramas sao extremamente uteis
para representar algumas proprie-
dades algébricas. E em especial os
diagramas comutativos que sao repre-
sentagoes pictoricas e diagramaticas
do fato que diversas composicoes de
fungoes sao iguais.

Vale observar que existem diagramas
que nao comutam.

Associatividade

A propriedade associativa é a proprie-
dade de algumas operacoes binarias
que nos permite reorganizar os parén-
teses em uma expressao sem alterar o
resultado.

Sem a propriedade associativa por
exemplo, um produto de quatro ele-
mentos pode ser escrito, sem alterar a
ordem dos fatores, de cinco maneiras
possiveis:

((ab
(ab)
(a(be))d
be)d
b(cd)

)e)d
(

a

(
((be)d)
a(b(cd))
Se a operagao for associativa, todas
essas formulas produzirdao o mesmo
resultado e os parénteses podem
ser considerados desnecessarios e
"0"produto pode ser escrito de forma
inequivoca como:

abed.
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@ Definicao

Uma operacao binaria x4 em um conjunto A é associativa se a(bc) = (ab)c
para todos os a,b e C em A.

Exemplos 7.

Adicdo e multiplicacdo sao operacoes associativas no conjunto dos nimeros
inteiros, racionais, reais e complexos.

Subtracao em C ndo é associativa: se ¢ # 0, entdo
(a—b)—c#a—(b—c)=(a—b)+ec

Da mesma forma, a divisdo ndo é associativa no conjunto dos niimeros com-
plexos diferentes de zero.

A potenciacdo em R ndo é associativa.
Seja F(X) as funcdes de X em X. Considere a opera¢do de composi¢do
f,g+— fog Essaoperacdo é associativa.

Vamos mostrar que a composicao é associativa num contexto um pouco mais
amplo. Sejam f : X - Y,g:Y — Z h: Z — W. Entao: ((f o g) o h)(z) =
h(f o g)(@)) = hg(f(x))), e (fo(goh))(z)=(g0h)(f(x))=h(g(f(x))).

Identidade No conjunto Z dos nimeros inteiros, 0 +a = a € 1la = a. O conceito
de elemento neutro ou identidade generaliza isso.

@ Definicao

Seja (A, ;) um conjunto equipado com uma operacao binaria. Um elemento
eem A & um elemento neutro ou identidade para p se ea = ae = a para
todos 0s a em A.

Uma operagao binaria pode nao possuir identidade. Porém, se possuir entao essa
sera (nica: se e e ¢’ sao elementos neutros para p, entdo e = ee’ (ja que ¢’ € uma
identidade) e ee’ = ¢’ (ja que e & uma identidade), e assime = ¢’.

Exemplo 9. Ndo ha identidade para subtracdo. Em outras palavras, ndo existe um
numero inteiro e tal que a — e = e — a = a para todo nimero inteiro a. <

Elementos inversos No conjunto dos nimeros inteiros, o ato de adicionar a pode
ser cancelado adicionando —a. O conceito de elementos inversos generaliza isso.
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Definicao

Seja (A, 1) um conjunto equipado com uma operagao binaria e assuma que
existe uma identidade para u. Se a € A, um elemento b em A & um inverso
de a (com relagdo a i) se

ab = ba = e.

Nao faz sentido perguntar sobre inversos, a menos que p tenha uma identidade.
Além disso, mesmo que p tenha uma identidade, um elemento especifico a em A
pode ou nao ter um inverso.

Proposicao

Se u for associativa e possuir uma identidade e, cada elemento a tera no
maximo um inverso.

Resumidamente, os inversos sao Unicos em relacao a uma operacao associativa. O
inverso de a € normalmente indicado como a~!. Uma operacao binaria comutativa
é habitualmente designada +; nesse caso, o inverso de a é indicado —a.

Bem, nosso objetivo ao definirmos e estudarmos operacoes algébricas € construir-
mos estruturas algébricas.

Uma estrutura algébrica consiste em um conjunto nao vazio A, dito conjunto sub-
jacente ou dominio, uma colecao de operacoes em A e um conjunto finito de iden-
tidades, conhecidas como axiomas, que essas operacoes devem satisfazer. A defi-
nicao de algumas estruturas algébricas também envolvem outro conjunto auxiliar
(como por exemplo os reais).

Um homomorfismo & um aplicagao entre duas estruturas algébricas do mesmo
tipo (como dois grupos, dois anéis ou dois espacos vetoriais) que preserva a es-
trutura. Ou seja. uma funcao f : A — B entre dois conjuntos A, B equipados
com a mesma estrutura, de modo que, se - € uma operacao da estrutura (que por
simplificagao, supomos ser uma operacao binaria), entao

flx-y) = f(z)- f(y)

para x,y € A. Dizemos nesse caso que f preserva a operagao ou que f é compa-
tivel com a operacao.

Ressaltamos que um homomorfismo deve também preservar as constantes. Em
particular, quando um elemento identidade é exigido num tipo de estrutura, o
elemento identidade da primeira estrutura deve ser mapeado para o elemento
identidade correspondente da segunda estrutura.

No que se segue apresentaremos alguns exemplos de estruturas algébricas: gru-
pOs, anéis, corpos e espagos vetoriais.
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Exercicios

Ex. 11— Suponha que o € uma operacao binaria associativa em A. Seja x um ele-

mento fixo de A. Definimos outra relagao binaria o® em A por

ao®b:=ao(rob)

Mostre que o% é associativa.

Ex. 1.2 — Prove que Se u for associativa e possuir uma identidade e, cada elemento

a tera no maximo um inverso.

G2

Se para todos 0s g,h € G, gh = hg, entdo o grupo € denominado comutativo ou

Um grupo G € um conjunto nao vazio com uma operacao binaria que satisfaz
0S axiomas a seguir:

associatividade - para todos 0s g, h,j € G,g- (h-j) = (g h)7;
existe um elemento (nico e € G com a propriedade: para todo g € G,

ge=¢eg =g,

e @ denominado elemento neutro (ou identidade ou zero se a opera-
¢ao de G for aditiva;

para cada g € G, existe um Unico elemento 5 € G com a propriedade:
9] =Jjg=e,

esse elemento geralmente é denotado por g~ *.

abeliano.

E importante observar que um grupo é na realidade um par (G, (g,h) — g - h)
consistindo em um conjunto nao vazio G juntamente com uma funcao de G x G —

G e satisfazendo os axiomas G1-G3.

Normalmente, eliminamos o ponto que denota a operacao e usamos simples-
mente a concatenacao. Agumas vezes (por exemplo num espaco vetorial), usamos

a notacao aditiva escrevendo + e 0 parae e —g para g~

As afirmacoes a seguir sao facilmente deduzidas dos axiomas apresentados ante-

riormente

Grupos de Transformacgoes

Um dos principais exemplos de grupos
que motiva o estudo de tal estrutura
sao os grupos de transformacgao: gru-
pos que atuam em um determinado
espago X preservando sua estru-

tura inerente. No caso de grupos de
permutacao,Xé um conjunto; para gru-
pos de transformacoes lineares, Xé um
espaco vetorial. Se em X tivermos a
nocao de distancia temos os grupos de
isometria de X.

O conceito de grupo de transformagao
esta intimamente relacionado com o
conceito de grupo de simetria: grupos
de transformacao frequentemente
consistem em todas as transformacoes
que preservam uma certa estrutura.
Todas as transformacoes de um deter-
minado objeto preservando, por exem-
plo a distancia, formam um grupo. Da-
das duas transformagoes g e h de um
objeto A, podemos realizar uma apos

a outra. A transformagao composta re-
sultante € chamada de produto g o h.
Claramente, se g e h preservam a estru-

tura, entao g o h também. Bem como a

tranformacao identidade e a transfor-
—1

macao inversa g

Figura 1.1 s
Composicao de

transformacoes que preserva
uma estrutura preserva essa
estrutura.
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Teorema

G seja um grupo, entao temos
cancelamento - para todos g, h,j € G, se gh = gj, ou hg = jg, entao
h=j
paratodos g,h € G,(gh)"* =h7lg L e(gH =g

A equacao gz = j possui uma Unica solucdo z = g— 15

Exemplos 14. Varios exemplos de grupos

0s nimeros inteiros Z com adicao,

0s nlimeros racionais positivos com multiplicacdo,

0s niimeros reais R com adicado,

0s numeros complexos C com adicao,

0s niimeros complexos diferentes de zero com multiplicacdo,

0S numeros inteiros que estdo entre 0 e n — 1 inclusive, com adicGo modulo
n. Esse grupo geralmente é indicado por Z/nZ, que

O conjunto {0} com operacdo 0 + 0 = 0 e um grupo abeliano.

0 conjunto de permutacoes em um conjunto finito X, com composi¢cao como
operacao.

O conjunto das matrizes invertiveis com a operacao de multiplicacao de ma-
trizes.

<

Nas seguintes definicoes, suponha que G seja um grupo. Se H C G e H for um
grupo com as operacoes de G, entao H sera denominado subgrupo de G. Por
exemplo, os racionais com adicao formam um subgrupo dos nimeros reais com
adicao. Além disso, para todos os grupos G, o conjunto constituido apenas pelo
elemento neutro forma um subgrupo e todo o grupo G € sempre um subgrupo de
si mesmo. Se H for um subgrupo de G e atender a condicao extra: g~ 'hg € H,
sempre que g € G e h € H, H sera denominado de subgrupo normal de G. Se G
for abeliano, todos os subgrupos sao normais.

A cardinalidade de G é a ordem (nimero de elementos) do conjunto subjacente
de G e é denotada por o(G). Observe que a ordem pode ser finita ou infinita; veja
0s exemplos acima. Além disso, se g € G, entao suas poténcias g¢, para t um
um namero inteiro, formam um subgrupo de G (o subgrupo gerado por g, que
é indicado por {g)) e definimos a ordem de g em G como a ordem do subgrupo
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Algebra Linear Avancada & Grupos, Anéis e Corpos, Grupos de Permutacées

do subgrupo gerado por G. Se o(G) € finita e g € G, entao o(g) divide o(G), uma
consequéncia do Teorema de Lagrange para grupos.

Exercicios

Ex. 1.3 — Seja G seja um grupo. Mostre que
1. cancelamento - para todos g, h,j € G, se gh = gj, ou hg = jg, entao h = j
2. paratodos g,h € G,(gh) "t =h"lg7e(gH) =g

3. Aequagao gx = j possui uma (nica solucdo z = g~ 'j

Ex. 1.4 — Suponha que G seja um grupo e que |G| = 2. Mostre que g x g = e para
todo g € G.

Ex. 1.5 — Suponha que G seja um grupo e que |G| = 3. Mostre que gxg*g = e
paratodo g € G.

EX. 1.6 — Suponha que x * y = e mostre que y * x = e.

Grupos de Permutacoes

@ Definicao

O grupo de permutagdes S,, consiste em todas as bijegoes o: [1, n] — [1, n]
onde [1,n] ={1,...,n}, com a operacao de composi¢ao

o1009(k) =o01(o2(k)) paral <k <n

como a operacao do grupo. O elemento de identidade e € 0 mapa de identi-
dade e = Ij; ,,; de modo que e(k) = k, para todos os k € [1, n].

As permutacoes mais simples sao os k-ciclos.

@ Definicao

Uma lista ordenada (iy,..., %) de k indices distintos em [1,n] = {1,...,n}
determina um k-ciclo em S,,, a permutacao que atua da seguinte maneira
no conjunto X = [1, nJ.
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. 11 — ig — ... — 1) — 41 para os elementos na lista
0 mapeia . . ~ - S )
Jj — j paratodos os j que nao estao na lista iy, ..., ix}

M

0 1-ciclo (k) € apenas o mapa de identidade Ix. O suporte de um k-ciclo
conjunto de entradas supp(c) = {i1, ..., ix}. O suporte de um 1-ciclo (k)
conjunto de um ponto {k}.

D

identidade (1,2) (2,3)
1e o1 1e o] 1e o1
2 e 9 e 9 e 9
3e e 3 3e e 3 3e 3
(1,3) (1,2,3) (1,3,2)

Figura 1.2 . .
Grupo de permutacao de trés elementos.

A ordem das entradas no simbolo o = (i1, ..., ) € importante, mas a notagao
do ciclo @ ambigua: todos os k simbolos diferentes

(i1, ooy i) = (2, ooy gy 01) = (i3, oy Gk, B1, G2) = oo = (Igy 91, «v 0y Tp—1)

obtido por “mudancas ciclicas” das entradas da lista em o descrevem a mesma
permutagao em S,.

Assim, (1, 2, 3) = (2,3,1) = (3,1,2) # (1,3,2) porque (1, 2, 3) envia 1l — 2
enquanto (1, 3, 2) envia 1 — 3.

Uma maneira (complicada) de descrever os elementos gerais o € S,, emprega uma
matriz de dados para mostrar para onde cada k € [1, n] € mapeado:

1 2 3 n
U = . . . .
J1 J2 J3 Jn

Uma notacao mais eficiente & proporcionada pelo fato de que toda permutacao o
pode ser decomposta de maneira Unica como um produto de ciclos com suportes
disjuntos, o que significa que os fatores comutam.
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O produto de dois ciclos o7 = 0 o7 € uma composicao de operadores; portanto, a
agao de o7 = o o7 em um elemento k € [1, n] & avaliado inserindo k£ no produto
a partir da direita abaixo. Tomando ¢ = (1,2) e 7 = (1,2, 3) em S5, temos

ot k—(1,2)(1,2,3) - k= (1,2) - ((1,2,3) - k) = ((1,2)(1,2,3) - k)

Para determinar a composta, rastreamos o que acontece com cada k:

(1,2) (1,2,3)
1 =21 1—1
2 -+3—=3 2—3
3—1—=2 3—2
4—-4—-4 44
5—=95—=5 5— 5

Assim, o produto (1, 2)(1,2,3) € igual a (2, 3) = (1)(2,3)(4)(5), quando incluimos
1-ciclos redundantes. Por outro lado, (1, 2, 3)(1,2) = (1,3), 0 que mostra que 0s
ciclos nao precisam ser comutar se seus suportes se sobrepuserem. Como outro
exemplo, temos

(1,2,3,4)* =(1,3)(2,4)

que mostra que uma poténcia o* de um ciclo nao precisa ser um ciclo, embora seja
um produto de ciclos disjuntos. Agora apresentaremos o Teorema Fundamental da
Decomposicao em Ciclos.

Teorema Decomposicao em Ciclos de Permutacoes

Todo o € S,, que nao é a identidade & um produto de ciclos disjuntos. Essa
decomposicao é Gnica (a menos da ordem dos fatores da decomposicao)
se incluirmos os 1 ciclos necessarios para contabilizar todos os indices k €
1, n].

Demonstracdo. Seja o € S, com o nao sendo a identidade.

Seja o primeiro menor elemento tal que o(a;) # a;. Entdo, para algum
as,ag,...,a; €{1,2,...,n} temos que

U(al) = (12,0'((12) = as,.. '70—(ak‘71) = ag.

Seja k tal que o(ax) = a; para algum i € {1,2,...,k}. Se o(ar) = ag, temos uma
contradicao, pois o(a;) = o(az) € logo o ndo seria injetiva (e todas as permutacoes
sdo bijetivas por definicdo).

Se o(ax) = a3 oU o(ax) = ay4 , OU o(ar) = ag, €ntao 0 mesmo tipo de contradicao
surge. Portanto, o(ax) = a1 €, portanto:

aiy a9 . Qg a1
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Agora seja by € {1,2,...,n} o menor elemento tal que o(b;) # by e tal que
by ¢ {ai,as,...,a;}. Repetimos o processo descrito acima para obter um ciclo
(b1b2...b;) onde as # b, paratodo s € {1,2,...,k} e paratodot e {1,2,...,5}.
Visto que {1,2,...,n} & um conjunto finito, este processo deve eventualmente
terminar decompondo o como um produto finito de ciclos disjuntos.

Paridade de uma permutacao. Em uma direcao diferente, observamos que 0s 2
ciclos (4, j) geram todo o grupo S, no sentido de que todo o € S,, pode ser escrito
como um produto o =71 -...- 7, de dois ciclos. No entanto, esses fatores nao sao
necessariamente disjuntos e nao precisam comutar, e essas decomposicoes estao
longe de serem (nicas, pois temos, por exemplo,

e=(1,2)? = (1,2)* = (1,3)% etc.

No entanto, um aspecto importante de tais fatoracoes € Unico, a saber, sua pari-
dade

sgn(o) = (~1)7

onde

r = #[2 — ciclos na fatoracao de o = (71, ..., )]

Isso significa que os elementos o € S, se enquadram em duas classes disjuntas:
permutacdes pares que podem ser escritas como um produto de um nimero par
de 2 ciclos e permutagoes impares. Nao & obvio que as decomposicoes de em
2-ciclos de uma dada permutacao tenham a mesma paridade. Provamos isso a
seguir e mostramos como calcular sgn(c) de maneira eficaz.

Primeiro observamos que sempre existe uma decomposi¢cao de uma permutacao
como produto de 2 ciclos. Pelo Teorema 1.21, basta mostrar que qualquer ciclo &
pode ser decomposto. Para 1 ciclo, isso é obvio, ja que (k) = e = (1,2) - (1,2).
Quando k > 1 é facil verificar se

(1,2,..., k)= (1, k) -...- (1,3)(1,2)

(com k — 1 fatores)

Depois de verificarmos que a paridade esta bem definida, isso nos diz como reco-
nhecer a paridade de qualquer ciclo k

sgn(iy, ig,..., ix) = (—=1)F~! para todos os k > 0

Teorema Paridade

Todas as decomposicoes o = 71-...-7. de uma permutacao como um produto
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de 2 ciclos tm a mesma paridade sgn(c) = (—1)"

Demonstragdo. O grupo S,, atua no espaco dos polindmios K[z] = Kz, ..., 2,
permutando as variaveis

(U' f)(xla"" xn) = f(xa'(l),"'a xa(n))

Por exemplo (1,2,3) - f(x1, 2, x3, x4, z5) = f(x2, X3, T1, T4, T5).

Sejam z1,...,x, n variaveis e considere
A= H (CL’j — 1'1)
1<i<j<n

Por exemplo, para n = 4, teriamos

A = (372 — 1‘1)(33‘3 — 1‘1)(.134 — .131)(1‘3 — 1‘2)(]}4 — 1‘2)(1‘4 — 333).

Dada uma permutacao o € S, defina uma fungao f,: {A, —A} — {A, A} por

0= ] o) — o)

1<i<j<n
e fo(—A) = —f,A.

Observe que, como o € uma permutacao, f,(A) = A ou f,(A) = —A. Além disso,
se o, p sao duas permutacoes, entao f, o f, = f,, cOmo & facil de verificar.

Agora, vamos considerar o que uma transposicao 7 = (a,b) faz com A. Sem perda
de generalidade, assumimos a < b.

Os fatores (z; — ;) onde nem ¢ nem j sao iguais a a ou b permanecem inalterados.

Para os pares com exatamente um indice em {a, b}, temos duas classes: aquelas
em que o outro indice esta entre a e b, e aquelas em que o outro indice nao esta
entreaeb.

O Se o outro indice estiver entre a e b, entao z; — x, € enviado para —(zp — x;)
e x, —x; € enviado para —(z; — z,); as duas mudancas de sinal se cancelam.

O Se o outro indice for maior que b, entao z; — z, € x; — a3 Sao trocados, sem
mudancas de sinal.

O Se o outro indice for menor que a, entao x, — x; € x, — x; Sao trocados, sem
mudancas de sinal.
Finalmente, o fator x, — z, € enviado para —(zp — ).
Em resumo, se 7 € uma transposicao, entao fr(A) = —A, fr(—A) = A,

Agora pegue uma permutacao arbitraria o e expresse-a como um produto de trans-
posicoes de duas maneiras diferentes:

O=T1" " "Tpr = pP1"°""Ps-
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Entao

fU(A) = fnmr,-(A) = fn ©---0 f‘r,(A) = (_1)TA

fo(A) = fprp (D) = fpy 00 fp (A) = (—1)°A.

Portanto, (—1)"A = (—1)*A, entdo r e s tém a mesma paridade.

@ Proposicao

A aplicagao de paridade sgn : S,, — {£1}, definida por sgn(o) = (-1)" se o
puder ser decomposto como um produto de r dois ciclos, possui as seguintes
propriedades algébricas

sgn(e) = +1;
sgn(o7) = sgn(o) - sgn(7);

sgn(o~ 1) = (sgn(o))~! = sgn(o)( pois sgn = £1).

Demonstracdo. Obviamente sgn(e) = 1, pois podemos escrever e = (1,2)2. Se
o=c1....cr €T =¢)-.. . emque ci,c;- sao2ciclos,entao or =c¢1-...ccpcy. .
é um produto de ciclos r + s, provando (2.). A terceira propriedade segue porque

1 =sgn(e) = sgn(oo~ ') = sgn(o) -sgn(o!)

pois 0s Unicos valores de sgn sao 1.

Exercicios

Ex. 1.7 — Mostre que o produto de ciclos com suportes disjuntos comutam.

12 3 45 6
g =
2 46 51 3

como um produto de ciclos disjuntos e que comutam.

Ex. 1.8 — Escreva

Dica: Comece rastreando 1 — 2 — 4 — ... até que um ciclo seja concluido; entao
alimente ¢ com o primeiro inteiro nao incluido no ciclo anterior, etc.

Ex. 1.9 — calcule a acao total dos seguintes produtos de ciclos

1. (1a 2)(13 3) € 53;
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2. (1, 2)(1, 3) € S ;

3. (1,2)(1,2,3,4,5) € Ss;
4. (1,2,3,4,5)(1,2) € Ss;
5. (1, 2)% € S5;

6. (1, 2, 3)? € Ss.

Ex. 110 — Escreva cada um dos produtos do exercicio anterior como um produto
de ciclos disjuntos.

Ex. 111 — Determine as inversas o~! dos seguintes elementos em S
1. (1,2);
2. Qualquer dois ciclo (i1, ia) COM iy # ig;
3. (1,2,3);

4. Qualquer k-ciclo (41,... ix) .

Ex. 112 — Decomponha os seguintes produtos em S,, como produtos de ciclos dis-

juntos
1. (1, 5)(1, 4)(1, 3)(1, 2);
2. (1, 2)(1, 3)(1, 4)(1, 5);

3. (1, k)(1,2, k—1).

Ex. 113 — A ordem o(c) de uma permutacao o € o menor inteiro m > 1 tal que

O.TTL

=0-...-0 =¢.

1. Prove que todo k-ciclo tem ordem o(o) = k.

2. Verifique que a r-ésima poténcia ¢” de um k-ciclo ¢ = (i1, ..., ix) € UM
r-shift
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Corpos

Um corpo € um conjunto munido de duas operacgoes: adicao e multiplicacao e tal
que essas operagoes se comportam de maneira similar as operagoes correspon-
dentes nos nimeros racionais, reais e complexos.

Definicao

Um conjunto nao vazio K munido de duas funcoes (z,y) >z +y e (z,y) —
z -y de K x K para K é dito um corpo se 0s nove axiomas a seguir forem
atendidos:

x +y =y + x para todos os z,y € K.
x4+ (y+2)=(z+vy)+ z para todos os z,y,z € K.
Existe um Unico elemento 0 € K tal que = +0 = z para todos os z € K.

Para cada z € K, existe um Unico elemento —z € K, de modo que
z+ (—z) =0.

xy = yr para todos os z,y € K.
x(yz) = (xy)z para todos os z,y,z € K

Existe um Unico elemento 1 # 0 em K tal que 1z = x para todos o0s
x e K

Para cada z # 0 em K, existe um (nico y € K, tal que zy = 1.

xz(y + 2z) = xy + xz para todos os z,y, z € K.

Estritamente falando, um corpo é um tripla ordenada (K, (z,y) — = + v, (z,y) —
xy) satisfazendo os axiomas K1-K9 acima. O mapa de K x K — K fornecido por
(z,y) — x+y & denominado adicao, e 0 mapa (z,y) — xy € denominado multipli-
cacao. Ao se referir a algum corpo (K, z,y) — z + v, (z,y) — zy), as referéncias a
adicao e multiplicacao sao eliminadas da notagao e a letra K € usada para denotar
0 conjunto e os dois mapas que satisfazem os axiomas K1-K9. Embora esse proce-
dimento seja um tanto ambiguo, ele nao causa confusao em situacoes concretas.
Em nosso primeiro exemplo abaixo, introduzimos uma nota¢ao que usaremos ao
longo deste livro.

Exemplo 21. Sejam Q o conjunto de nimeros racionais, R, o conjunto de ntimeros
reais e C, o conjunto de numeros complexos. Com a adi¢ao e multiplicacdo usual,
Q,R e C sdo todos corpos com Q C R C C. <

Corpos

Nesse texto estudaremos Algebra Li-
near sobre corpos gerais e nao sobre
R ou C pois essa generalizagao nao
adiciona nenhuma complicagao.
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UElDEl ] Tabelas de Cayley da adigao e multiplicagao em Zs

Exemplo 22. Seja Q(v2) = {a+bv2|a,b € Q}. Dados a+bv2 € Q(v2) e c+dv/2) €
Q(v/2), definimos a soma e o produto, respectivamente, como:

(a+bV2)+ (c+dV2) 2 (a+¢) + (b+ d)V2 € Q(V?2) (12)
(a+bV2) - (c+dV2) 2 (ac + 2bd) + (ad + be)V2 € Q(V2). (1.2)
Entdo Q(v/2) é um corpo. <

Os corpos dos Exemplos 21 e 22 sao todos infinitos.

Exemplo 23. Seja Z conjunto de nGmeros inteiros com a adicdo e a multiplicacdo
usual. Seja p um primo positivo em Z e defina Z, = {0,1,...,p— 1}. Entdo Z,
torna-se corpo (finito) se definimos a adicdo & e a multiplicacdo modulo p. <

O leitor pode verificar facilmente que (K,, @, -) satisfaz os axiomas K1-K9. Portanto,
K, € um corpo finito de cardinalidade p.

Exemplo 24. o conjunto das matrizes 2x2 com entradas em nimeros reais, M (2, R),
com adigdo e multiplicagdo de matrizes ndo é um corpo porque a multiplicagdo
ndao é comutativa, nao ha divisao e existem divisores de 0. <

Proposicao
Seja K um corpo.

K possui pelo menos dois elementos0e 1e 0 # 1.
Para todos 0s a € K, a0 = 0a = 0.

Para todos 0s a,b € K, se ab =0, entao a = 0 ou b = 0, dizemos que K
nao tem divisores de zero.

Se IF for um corpo e F C K entao F é dito subcorpo de e nesse caso K sera dito
extensao de F. Por exemplo, R € um subcorpo de C e uma extensao de corpo dos
racionais Q.

A

A espressao p £ ¢ significa que p é
definido como sendo q.
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SeaeKea+a+---+a=0entao a pode, ou nao, serigual a zero; por exemplo,
seK=Q,entaca=0,masseK=F5;,5=1+1+1+1+1=0ceclaramente 1 # 0.

Precisamos distinguir esses casos. Para esse fim faremos a seguinte definicao

@ Definicao
A caracteristica de um corpo K & o menor n positivo tal que

l1+--+1=0
—_———

n termos

se tal n existir; caso contrario diremos que o corpo tem caracteristica zero.

Exemplos 27. Os corpos Q,R e C tém a caracteristica zero e F,, tém a caracteristica
p <

Exercicios

Ex. 114 — Seja K um conjunto formado exatamente por dois elementos, (0 e .
Defina em K a operacao binaria + : K x K — K como segue:

ob+0d=4d
OO0 4 % = %
Ox + 0O =%
Ox +x =01

Defina também a operacao: ‘K x K — K como:

o0-0=0
od-x=0
Ox-0O=0
Ok - % = *

Mostre que (K, +, -) € um corpo.

Ex. 115 — Seja (K, +, -) um corpo. Mostre que:

1. Se 0; e 05 sao elementos de K satisfazendo:
r+0=zxex+0;=2z VrekK,

entdo 0; = 0y. Em outras palavras, existe um GUnico elemento neutro da
soma num corpo que denotamos por 0.

26/318



Algebra Linear Avancada & Grupos, Anéis e Corpos, Corpos

EX. 116 — Mostre que Q(+/2) & um corpo.

1. Dado z € K, se z; e x5 sao elementos de K satisfazendo:
r+xy=0ex+x2=0,

entao z; = xzo. Em outras palavras, num corpo cada elemento x possui um
Unico oposto, denotado por —z.

2. Se x; e x5 sao elementos de K que satisfazem:
r1rx=xexy-xr ==z, Vr €K,

entdo z; = x9. EM outras palavras, um corpo possui uma Unica unidade,
que é denotada por 1.

3. Dadox € Kcom x # 0, se x; e x5 sao elementos de K satisfazendo:
r-ri1=1lex-x9=1,

entao x; = xo. Em outras palavras, num corpo cada elemento nao nulo z
possui um Gnico inverso multiplicativo, denotado por 2~ 1.

Ex. 117 — Seja (K, +, -) um corpo. Mostre que:
1. 0-2 =0, para todo z € K.
2. Se x1 e x5 sao elementos de K com z1 - 75 = 0, entao x1 = 0 ou x5 = 0.
3. —x = (-1) -« paratodoz € K.

4. Se xz,x; e xg Sao elementosde Kcomz #0ex -z = x - 29, €Nta0

Tr1 = T2.

Ex. 118 — Sejam K um corpo e F um subcorpo de K. Mostre que:

1. O elemento neutro da soma de F coincide com 0 elemento neutro da soma
de K;

2. A unidade multiplicativa de IF coincide com a unidade multiplicativa de K.

Ex. 119 — Mostre que:

1. Q éum subcorpo de R,

Ex. 1.20 — Mostre que todo subcorpo de C contém Q.
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Ex. 1.21 — Determine a caracteristica do corpo do exercicio 1 e dos corpos C,R e
Qe 7z,

Ex. 1.22 — Mostre que se um corpo tem caracteristica nula, entao ele é infinito.

Anel dos Polinomios

Aneis

Seguindo, consideramos algumas estruturas com duas operagoes.

Definicao Anel

Um anel R & um conjunto com pelo menos dois elementos, juntamente com
duas operagdes: adigao, denotada por + e multiplicagao, denotada por - ou
pela concatenacao, que satisfaz os trés seguintes axiomas

0 conjunto R forma um grupo abeliano em relacao a adicao e com
elemento neutro 0 denominado zero,

é fechado em relacao a multiplicacao (por ser uma operacao), a multi-
plicacao é associativa, e existe um elemento identidade, denotado por
1, satisfazendo

(@ 1#0e

(b) al = la = a, para todos 0s a € R.
multiplicacao distribui sobre a adicao, ou seja, se a,b,c € R,

alb+c)=ab+ac e (a+b)c=ac+bc

Um anel R é dito commutativo se ab = ba para todos 0s a,b € R

Observe que diversos autores usam uma definicao mais fraca de anel nao exigindo
a associatividade e a existéncia do elemento identidade para multiplicacao.

Um elemento a € R, diferente de zero, é dito divisor de zero caso exista b € R,
diferente de zero, tal que ab = 0.

Um dominio de integridade é um anel comutativo (com identidade) e sem diviso-
res de zero.

Exemplos 29.

Os inteiros com adicdo e multiplicacdo formam um anel comutativo indicado
por Z.

Anéis

A definicao de um anel generaliza a
aritmética dos nimeros inteiros e a
teoria dos polindomios de um corpo.
Nosso principal objetivo nessa secao
€ estudar propriedades dos anéis dos
polindmios sobre um corpo que de-
sempenharam papel na teoria dos
operadores lineares.
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O conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas reais, M (2, R), com adi¢do e
multiplicacdo de matrizes, é um anel.

<

Consideramos brevemente dois subsistemas num anel: subanel e ideal, que de-
sempenham apenas um papel menor neste livro.

@ Definicao Subanel e Ideal

O Dado um anel R, um subconjunto nao vazio S de R & denominado
subanel se for um anel com as operagdes de R.
O Um subconjunto nao vazio I de R é denominado ideal de R
—sea,bel,entacat+bel

—seac Recel entaocace lecacle

Exemplos 31.
O Se R é o anel de todas as matrizes reais de 2 x 2 e S é 0 subconjunto de
matrizes triangulares superiores, entdo S é uma subanel;
OSeRéZel="17Z 1¢éoideal detodos os niimeros inteiros divisiveis por 7.

0 O conjunto {0} é ideal para todos os anéis R e 0 pertence a todos os ideais
1.

0 Se R for um corpo, os tnicos ideais de R serdo {0} e R [se o I ideal contiver
um elemento diferente de zero a, por exemplo, entdo 1 = aa™! € I e, portanto,
¢ = 1lc € I paratodos os ¢ € R).

@ Definicao Ideal Gerado

Se A é um conjunto qualquer de R, entdao definimos o ideal gerado por A
como o menor ideal de R contendo A. Ele esta bem definido como a inter-
secao de todos ideais que contém A e sera denotado por (A).

Pode-se provar que (A) é composto de todas as somas finitas da forma rya; + +
T, COM7; € Rea; € A.
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@ Definicao Dominio de Ideais Principais

Um dominio de ideais principais € um dominio de integridade no qual todo
ideal é principal, ou seja, pode ser gerado por um Unico elemento.

Anel de polinomios

Comegamos lembrando a definicao de um polinémio em uma variavel = e introdu-
zimos alguma notacao e terminologia que facilitarao a discussao.

@ Definicao Polindmio

Seja K um corpo. Por um polindomio p(x) com coeficientes em K, queremos
dizer uma expressao da forma amz™ + am_12™ ' + .-+ + a1z + ag, em que
a; € Kex éum simbolo abstrato denominado variavel. Os escalares a; sao
os coeficientes do polindmio p(z). O polindmio zero & o polinémio cujos
coeficientes sao zero. Denotamos esse polindmio por 0.

Suponha f(z) # 0. O maior nimero natural k¥, de modo que o coeficiente a; nao
seja zero, &€ chamado de grau de f(z), denotado deg f(z) e o termo ax* é chamado
de termo principal. Se o coeficiente do termo inicial for 1, diremos que o polindémio
f(x) € monico.

Denotaremos por K[z] a colecao de todos os polindmios com entradas em K e por
K[z] todos os polindmios de grau no maximo m.

0 grau do polindmio zero é deixado indefinido ou entdo é definido como negativo
(geralmente —1 ou —oo0).

Definimos a soma de dois polindmios.

@ Definicao Soma de Polindmios

Seja f(x) e g(z) sejam dois polindmios de grau k e [, respectivamente. Defina
m = max{k, I} e desta forma f(z) e g(z) estao em K,,)[z]. Podemos entao
escrevé-los como f(x) = ama™ + ap_18™ L+ -+ a1z +ag € g(x) = b +
by12™ Y+ -+ bz + bo. Entdo a soma de f(x) e g(x) é

f(@)+9(x) = (@m +bm)™ + (am—1+bp—1)z™ 1+ -+ (a1 + b1 )z + (ag + bo).

Agora, definimos a multiplicacao por escalar:
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@ Definicao Multiplicagao por Escalar

Seja f(z) = amax™ +am_12™ 1 +- - +az+ag € K[z] e ¢ € K sejam escalares.
Entdo c- f(x) = (cam)r™ + (cm_1)x™ 1 + - + (cay)z + (cag).

Ha mais estrutura algébrica em K que introduzimos na seguinte definicao:

@ Definicao Produto de Polindmios

Seja f(x) = ama™ + apm_12™ L+ -+ ar1x + ag € g(z) = b + by +
-+ + bz + by seja polindmio com entradas em K. Entao o produto f(z)g(x)
é definido por

m—+n
f(x)g(x) = Z Z a;by | .
1=0 \j+k=l

Ou seja, para obter o coeficiente de z! no produto, vocé multiplica todos os termos
ajz? e bpx®, onde j+k =1 e soma.

Suponha que f(x) # 0 tenha o termo inicial a,,z™ e g(z) # 0 tenha o termo inicial
bpz™ . Entdo f(z)g(x) tem o termo inicial a,,b,x™*". Portanto, f(z)g(x) é diferente
de zero e possui um grau m + n.

O proximo teorema coleta as propriedades basicas da multiplicacao.

@ Teorema

Seja f, g, h € K[z]. Entao, vale o seguinte:

(fg)h = f(gh). A multiplicacao de polinomios & associativa.
fg=gf. Amultiplicacao de polindmios é comutativa.

O polindbmio 1 &€ uma identidade multiplicativa: 1- f = f-1 = f.
(f + g)h = fh + gh. Multiplicacao distribui sobre adicao.

Se f(z)g(xz) =0, entao f(z) =0o0u g(z) =0

Como consequéncia dos teorema anteriores, podemos concluir K[z] € um anel
comutativo com identidade sobre K.
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@ Proposicao

Suponha que f(z) #0e f(x)g(z) = f(z)h(x). Entao g(z) = h(z).

@ Teorema Teorema da Divisao Euclidiana

Sejam K um corpo, f(x) e g(x) dois polindmios em K[z], com g(z) # 0. En-
tao existem ¢(z),r(z) € K[z] unicamente determinados, tais que f(z) =
g(x)q(z) + r(x) onde r(x) = 0 ou degr(z) < deg g(x).

Demonstracgdo. Se f(x) = 0, entao basta tomar ¢(xz) = r(z) = 0, para obter o
resultado desejado.

Assim, podemos supor que deg f(x) > degg(zx). Consideremos entao f(z) =
S i e glx) =Y it bixg, com ay, # 0 # by, €n > m.
Vamos demonstrar por inducao sobre n = deg f(z).

Sen =deg f(z) =0, entdo teremos m = 0, f(z) = ag € g(x) = by serao polindmios
invertiveis em K[z], de onde segue que

f(x) = ao = ag(by) by + 0,
e 0 Teorema vale.

Suponhamos por hipotese de inducao que o teorema vale para todo polindmio
I(x) € K[z], com degl(z) < n — 1. Suponhamos deg f(x) = n e consideramos o

polindmio h(z) = f(x) — anb;,l2" ™g(x) € K[z]. Assim temos que degh(z) < n—1,

e portanto pela hipotese de indugao existem polindmios q; () e 71 (z) em K|x] tais
que h(z) = g(x)q1 () + r1(x), com r1(z) = 0 ou degri(z) < degg(z). Desta forma
temos:

f(@) = W(z) + anbpma™ " g(x) + 11(2)

e logo
f(@) = g(@)q1(z) +71(2) + anbpna™"g(z) = g(x)qi () + anbma”™ ™™
O resultado agora segue tomando-se g(z) = q1(x) + anbm € r(z) = r1(z).

Para ver que os polindmios q(z) e r(x) sao unicamente determinados, suponhamos
que
f(@) = g(x)q1(x) + r1(z) = g(x)q2(x) + r2(2),

ri(z) = 0 ou degr;(z) < degg(zx), parai = 1,2. Da segunda igualdade segue que
9(x)(q1(z) — q2(x)) = ra(z) — ri(z). Se qi1(z) # g2(x), entdo o grau do polindmio
da esquerda na Gltima igualdade é maior ou igual ao grau de g(z). Mas, o grau do
polindmio da direita deve ser estritamente menor que o grau de g(z), provocando
uma contradicao. Assim, devemos ter ¢;(z) = g2(x) €, consequentemente, r1(x) =
ro(z). ]
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Este teorema tem a seguinte consequéncia importante.

@ Corolario

Seja K um corpo. Entao K[z] € um dominio de ideais principais.

Demonstracdo. Seja I um ideal de K[z]. Se I = 0, entao nao temos nada a provar.
Suponhamos I # 0. Seja f(z) € I um polindmio ndo nulo de menor grau possivel.
Provaremos que I = (f(z)). Para isso seja h(z) € I, entao existem polindmios g¢(z)
er(z) em K[z tais que h(z) = f(z)q(z)+r(z), onde r(x) = 0 ou degr(z) < deg f(z).
Segue dai que r(z) = h(z)-f(z)q(x) € I, pois h(z), f(xz) € I. Da minimalidade do
grau de f(x), segue que r(x) = 0, e portanto h(z) = f(x)q(z). Logo, I C (f(x)). A
outra inclusao é obvia. Logo, I = (f(x)). [ |

@ Definicao Maximo Divisor Comum

Dados f(z), g(z) € K[z] definimos o maximo divisor comum entre f(x) e g(z)
como um gerador do ideal (f(x), g(x)).

E imediato que dois mdc entre polindmios diferem por um produto por uma cons-
tante, isto &, se di(z) = mdc(f(z),g(x)) e da(z) = mde(f(z), g(z)), entdo existe
u € K tal que dy(z) = uds(x). Portanto, para obtermos uma unicidade do mdec
entre polindmios, podemos dizer que o mdc entre dois polindmios f(x) e g(z) é
o gerador do ideal (f(z), g(x)), com termo lider unitario. Cabe aqui observar que
um polindémio com termo lider unitario é dito mdnico.

O proximo resultado nos permite fazer uso do Teorema da divisao Euclidiana para
obter os polindmios r(z) e s(x).

@ Proposicao

Sejam f(z),g(z),q(z),r(z) € K[z], onde K & um corpo. Se f(z) = g(z)q(x) +
r(x), entdo mde(f(z), g(z)) = mde(g(x), r(x)).

A prova é facil e deixaremos como exercicio para o leitor.

Observe agora que se f(x) e g(z) sao dois polindmios em K[z], onde K & um
corpo, entao aplicando-se o teorema da divisao euclidiana repetidas vezes, ob-
temos: f(z) = g(x)qg1(z) + r1(z), com r(z) = 0 ou degri(z) < degg(x) e
g(z) = ri(x)g2(x) + ro(x) € assim sucessivamente até que algum destes restos
re(x) seja o polindmio nulo. E claro que em algum momento obteremos um tal
resto, pois do contrario estariamos construindo uma sequéncia monoétona decres-
cente infinita de inteiros positivos.
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Assim, supondo que r41(z) = 0, devemos ter mde(f(z), g(z)) = mde(g(z),r1(x))
= =mde(rg_1(z), rr(x)) = ri(x).

0 algoritmo acima permite o calculo do mdc entre dois polindmio, bem como per-
mite que, isolando cada resto nas equagoes obtidas durante o processo, encontre-

mos a combinacao linear que expressa o maximo divisor comum em funcao dos
dois polindbmios iniciais.

@ Lema Identidade de Bézout

Seja d(z) = mdc(f(z),g(z)) em K|[z]. Entao existem polindémios r(z) e s(z)
tais que

d(x) = f(z)r(z) + g(z)s(x)

Demonstracdo. Todo elemento do ideal d(z) € (f(z),g(z)) é da forma d(z) =
f(x)r(x) + g(x)s(x), em particular o gerador.

Muitas vezes, queremos resolver equagoes polinomiais em um corpo, mas em mui-
tos casos isso é impossivel. Por exemplo, a equacao polinomial 22 — 2 = 0 ndo é
sollvel em @, mas é solivel em R.

@ Definicao Raiz

Seja K um corpo e p(x) seja um polindmio com coeficientes em K. Dizemos
que a € K é raiz de p(x) se p(a) = 0.

O proximo resultado faz a conexao entre o problema de obter solugdes de equa-
coes polinomiais e a teoria de fatoragao polinémios:

@ Proposicao

Sejam K um corpo, f(z) € K[z]e a € K. Entao a € uma raiz de f(z) se, e
somente se, (z — «) divide f(z).

Demonstracdo. Do Teorema da divisao Euclidiana segue que existem polindmios
q(z) e r(z) em K[z] tais que f(z) = (x —a)q(z) +r(z), onde r(z) = 0 ou degr(z) <
deg(x — ) = 1. Portanto, podemos escrever f(x) = (x — a)g(x) + o, onde ro € K.
Calculando f(z) em a, temos f(a) = (e« —a)q(a)+1o, de onde segue que rg = f(«).
Assim, se x — « divide f(z), entao f(a) = 0, e reciprocamente. |
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@ Definicao Multiplicidade da Raiz

Um elemento a € K € dito uma raiz de multiplicidade & de p(z) se houver
um polindmio s(z) tal que s(a) # 0 e p(x) = (v — a)*s(x). Quando k = 1, «
é dito raiz simples e quando k > 2 « € dito raiz multipla.

Podemos definir uma derivada formal em K[z]. Se p(z) = Y., a;z’, fazemos =
P(x) = i it

@ Proposicao

Seja p(x) € K[z]. Entao « € uma raiz de multiplicidade m de p(z) se e somente
se p™ =1 (a) = 0 mas p™)(a) # 0, onde p¥) (z) denota a k-ésima derivada
de p(x).

@ Teorema

Sejam K um corpo e f(z) € K[z] um polindmio de grau n. Entao f(z) possui
no maximo n raizes em K.

@ Definicao Algebricamente Fechado

Dizemos que um corpoK é algebricamente fechado se todo polindmio f(z)
em K[z] possui uma raiz em K.

@ Teorema Teorema Fundamental da Algebra

Todo polindmio f(x) € C[z] possui uma raiz em C.

Como vimos acima, o problema de encontrarmos raizes de um polinomio f(z) em
um corpo K esta associado ao fato de podermos fatora-lo em produtos de outros
polindmios em K[z], onde um dos quais, pelo menos, tem grau 1. Passaremos
entao a discutir este problema de fatoragao a partir de agora. Nesse sentido, 0s
resultados acima nos dao a seguinte consequéncia interessante.
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@ Teorema

Sejam K um corpo algebricamente fechado e f(z) € K[z] um polindmio de
grau n. Entao f(x) se fatora em um produto de fatores lineares:

f@)=clz—a)(x—a)...(z — ay)

onde ai € K sao as raizes de f(z) em K, e ¢ € K & o coeficiente lider do
polindmio f(x).

Demonstracdo. A demonstracao é feita por inducao sobre o grau de f(z). |

Sejam D um dominio e f(z) € D[z] um polindmio nao invertivel. Dizemos que f(x)
é irredutivel em Diz], se f(x) so admite fatoracao trivial, isto €, se f(x) = g(z)h(x),
entao h(x) € invertivel em D[z] ou g(z) € invertivel em D][z].

Caso contrario, dizemos que f(z) é redutivel em Dlz].

No caso particular em que o dominio D & um corpo, podemos dizer que f(x)
é um polindmio irredutivel em Dlz], se o fato de f(x) = g(x)h(z), implicar em
degg(z) = 0 ou degh(z) = 0, pois 0s Unicos elementos invertiveis nestes anéis

sao exatamente os polindmios de grau zero.

Se K é um corpo algebricamente fechado, entao segue do Teorema Fundamen-
tal da algebra que todo polindmio se fatora em produto de polindmios irreduti-
veis.

@ Lema

Seja D um dominio de ideais principais. Se p,a,b € D sao tais que p é irre-
dutivel em D e plab, entao p|a ou plb.

Demonstragdo. Suponhamos plab, isto &, ab € pD. Se p|a, entao a € pD e, como
p é irredutivel em D, segue que pD & um ideal maximal, ou seja, pD + aD = D.
Portanto, existem elementos z,y € D tais que px + ay = 1. Multiplicando agora
esta Ultima igualdade por b, obtemos b = b.1 = b(pz + ay) = pbx + aby de onde
segue que b € pD, pois pbx,aby € pD. Logo, temos que plb. |

@ Teorema Teorema de Fatoracao Unica

Dado f(z) € K[z], onde K & um corpo e deg f(x) > 1. Entao existem polino-
mios irredutiveis monicos py(z), p2(x), . . ., ps(z) unicamente determinados e
u € K tais que

f(x) = up1()pa(z) . .. pe(x)
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com degpy (z) < degpa(z) < - -+ < degpi(x).

@ Proposicao

Sejam K um corpo e f(z) um polindmio em K[z] de grau igual a dois ou trés.
Entdo f(z) é irredutivel se, e somente se, f(x) nao possui raizes em K.

Demonstracdo. Consideremos inicialmente deg f(z) = 2. Suponhamos f(z) =
g(x)h(zx), onde g(z), h(z) € K[z]. Assim, temos deg g(z) + deg h(z) = 2, de onde
decorre que degg(xz) = 0 e degh(z) = 2, ou degg(z) = 1 e degh(x) = 1 ou
degg(z) = 2 e degh(x) = 0. Se ocorrer o caso em que degg(z) = degh(z) = 1,
entao estes polindmios possuem raizes emK e estas sao raizes de f(z). As outras
duas situagoes produzem fatoragoes triviais. Suponhamos agora que deg f(x) = 3.
Pelo mesmo tipo de argumento acima, f(z) = g(xz)h(z) € uma fatoragao nao trivial
em K[z] se, e somente se, degg(z) = 1 ou degh(x) = 1, isto &, se, e somente se,
g(x) tem uma raiz em K ou h(z) tem uma raiz em K. Isto completa a prova da
Proposicao. [ |

O critério acima nao funciona em grau 4, como mostra o exemplo dado pelo po-
lindbmio f(x) = 2* + 322 + 2, que ndo possui raizes em R, mas se fatora como
fl@) = (2* + 1)(2? +2).

Passaremos a analisar separadamente a irredutibilidade em R[z], Para este caso,
temos um teorema de classificacao dos polindomios irredutiveis.

@ Teorema

Os Unicos polindmios irredutiveis em R[z] sao os lineares e os de grau dois
que nao possuem raizes em R.

Pelo exposto acima, ja sabemos que os polindmios lineares e os polindomios de
grau dois que nao possuem raizes em R sao irredutiveis em R[z]. O que temos que
mostrar entao é que estes sao 0s Unicos tais polindmios. Vamos fazer isto através
de dois resultados auxiliares.

Primeiro observemos que se « é raiz de um polindmio de coeficientes reais entao
o também é

@ Lema
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Seja f(z) = az® + bz +c € R[z], com a # 0. Se a € C € uma raiz de f(z), entao
@ também é uma raiz de f(z).

Como consequéncia imediata deste lema, segue que as raizes complexas aparecem
aos pares e, sendo assim, todo polindmio de grau impar com coeficientes reais tem
pelo menos uma raiz real, de onde concluimos que sao polindmios redutiveis em
R[x]. Falta entdo apenas analisar o caso dos polindmios de grau par e maior que
dois. Para estes, temos o seguinte resultado.

@ Lema

Seja f(z) € R[z] um polindbmio com degf(x) par e maior que 2, sem raizes
em R. Entao f(x) possui pelo menos um fator irredutivel de grau dois.

Demonstragdo. Seja f(x) um polindmio como no enunciado deste Lema. Pelo
Lema anterior, fatorando este polindmio em CJz], obtemos

fl@)=clz—a)(x—ay)...(z — ak)(x — ak)

Observamos agora que o produto (z — a)(z — a), onde a« = a+bi € C, produz um
polindmio com coeficientes reais, a saber,

(z—a)(z—a)=(x—(a+b))(z - (a—bi)) = 2? — 2az + (a® + b?)

Logo, o resultado segue. |

Supondo f(z) = ax?® + bz + c€ R[z], com a # 0, chamamos A = b2 — 4ac 0

discriminante de f(z). Assim, f(x) nao possui raizes em R se, e somente se, A < 0.

Resumindo tudo isto, podemos enunciar o seguinte

@ Teorema

Seja f(x) € R[z]. Entao f(z) € irredutivel em R[z] se, e somente se, deg f(z) =
1 ou, deg f(x) = 2 e o discriminante de f(x) € negativo.

Exercicios

Ex. 1.23 — Seja p(z) € K[z]. Entdo o € uma raiz de multiplicidade m de p(z) se
e somente se p(™~Y(a) = 0 mas p™(a) # 0, onde p*)(x) denota a k-ésima
derivada de p(x).

Ex. 1.24 — Seja A um anel, mostre que para todo a,b € A vale:
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Se A tem identidade 14 entao:
4 (=1a)-a=—a

5 (=1a)-(=1a) =14

Ex. 1.25 — Seja A um anel comutativo. Mostre que de fato o conjunto (a) = {z-a |
x € A} é um ideal de A paratodo a € A.

Ex. 1.26 — Mostre que (K[z],+,-) € um anel comutativo com identidade.

Ex. 1.27 — Sejam p, ¢ € K[z] nao nulos, mostre que:
1. Se p # —q entdo deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}
2. deg(p - q) = deg(p) + deg(q)
Ex. 1.28 — Seja S C K[z] um subconjunto nao vazio, mostre que o conjunto
M(S)=14 Y a,-peKa]| FCSéfinitoa, € Klz] paratodop € F

peF

é um ideal de K[z] que contém S.

Ex.1.29 — Sejam pi,...,p, € K[z] polindmios coprimos dois a dois (i.e,
mdc(p;, p;) = 1 para todo i # j) tais que p; | ¢ para todo i, onde ¢ € K[z]. Mostre
quepr- ... pPn | q.

Ex. 1.30 — Mostre que se p € K|z] é irredutivel e pf g entdo p e g sao coprimos.

Ex. 1.31 — Mostre que p € K|[z] € um polindmio primo se e somente se € irredutivel.

Ex. 1.32 — Mostre que os polindmios z—a e x—3 € K[z] sao coprimos se e somente

sea#£p.
Ex. 1.33 — Sejam p, ¢ € K[z] polindmios nao nulos e sejam ay,as, ..., a,;, elemen-
tos distintos de K. Se p(a;) = q(a;) para cada i = 1,2,...,m e m & maior do que

os graus de p e de ¢, entao p = q.
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Ex. 1.34 — Seja p € K[z] um polindmio nao constante. Mostre que
1. Se deg(p) = 1 entdo p € irredutivel.

2. Se deg(p) = 2 ou 3 entdo p € irredutivel se e somente se nao tem raizes em
K.

3. Everdade que se deg(p) > 3 entdo p é irredutivel se e somente se ndo tem
raizes em K?

Ex. 1.35 — Seja T : K™ — K™ um operador linear. Mostre que:

1. O conjunto de todos os polindmios p tais que p(T') = 0 formam um ideal
nao nulo Z(T) de K[z].

2. Seja mg 0 gerador monico de Z(T') , mostre que se p € K[z] é tal que
p(T) = 0 entao mr|p.

Ex. 1.36 — Seja Q o corpo dos racionais. Determine qual dos seguintes subconjun-
tos de Q[z] sao ideais. Quando o conjunto for um ideal, ache seu gerador monico.

1. O conjunto dos polindmios de grau impar.
2. O conjunto dos polindmios de grau maior igual que 5.
3. O conjunto dos polindmios tal que p(0) = 0.

4. O conjunto dos polindmios tal que p(2) = p(4) = 0.

o

A imagem do operador linear T definido por:

Ex. 1.37 — Ache o maximo divisor comum dos seguintes polindomios:
1. 20° — a3 -3z —6r+4ext+a2® —22—22—2
2. 324 +82—-3ex3+222+32+6

3.2t — 203 — 222 — 2 —3e x4 622+ T+ 1

Ex. 1.38 — O Teorema Fundamental da Algebra diz que todo polindmio nao cons-
tante p € Clz] tem uma raiz em C.

1. Use isso para mostrar que todo polindmio p € C[z] se escreve como produto
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de fatores de grau 1..

2. Se p & um polindbmio com coeficientes reais e o € uma raiz complexa de p,
entdo o complexo conjugado @ € também uma raiz de p.

3. Seja a um nimero complexo com parte imaginaria nao nula. Mostre que
(z—a)(z—a) &€ um polindmio com coeficientes reais. Mostre que € irredutivel
sobre R.

4. Mostre que todo polindmio com coeficientes reais se fatora em R[z] como
produto de polindmio irredutiveis de graus 1 e 2.

5. Mostre que todo polindmio p de coeficientes reais que tem grau impar tem
pelo menos uma raiz real.

Ex. 1.39 — Mostre que se p(z) = z" — g € Q[z] e q € primo entao p(zx) € irredutivel
sobre Q. Isto mostra que existem polindmios irredutiveis de qualquer grau positivo

em Q[z].

Ex. 1.40 — [Formula de Taylor] A derivada do polindmio p = ag+a1z+---+a,z"™ é
o0 polindmio p’ = ay + 2asx - - - + na,z™ . Definimos o operador linear D : K[z] —
K[z] tal que D(p) = p’ e assim temos que as derivadas formais de ordem superior
de p sao p” = D?(p), " = D3(p), etc. Seja K um corpo de caracteristica 0, aum
elemento de K e n um inteiro positivo. Se peK[z] com deg(p) < n, mostre que

k
p=3 2@ -k

0

n

Dica: use o Teorema do Bindmio, (a +b)™ = >, ( 7;: ) am~kpk,

Ex. 1.41 — Seja ¢ uma raiz do polindomio p, a multiplicidade de ccomo raizdepé o
maior inteiro positivo r tal que (z—c)" divide p. Seja K um corpo de caracteristica 0
e peK]z] com deg(p) < n. Mostre que o escalar ¢ &€ uma raiz de p de multiplicidade
r se, e somente se, D¥(p)(c) =0 paratodo 0 <k <r—1e D"(p)(c) #0.

Ex. 1.42 — Assumindo o teorema fundamental da algebra prove que se p e ¢ sao
polindmios sobre os complexos, entdo mdc(p,q) = 1 se e somente se p e ¢ Nao
possuem raizes em comum.

Ex. 1.43 — Seja p um polindbmio mdnico sobre os complexos. Prove que um polind-
mio tem todas as raizes distintas se e somente se p e p’ (derivada) sdo coprimos.

EX. 1.44 —
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1. Mostre que para qualquer n > 2, existe um polindmio p € K[z] de deg(p) <
n —1tal que z™ divide 1 + = — p?.

2. Deduza que para qualquer matriz nilpotente N € M,,(K), I+ N admite uma
raiz quadrada, i.e.: existe A € M, (K) tal que I + N = A2

3. Dé um exemplo paran = 3.

Ex. 1.45 — [Resultado do tipo Bezout em M, (Z))] Sejam A,B € M,(Z) ma-
trizes invertiveis. Assuma que seus determinantes sdo inteiros coprimos (i.e.,
mdc(det A,det B) = 1). Mostrar que existem matrizes U,V € M,(Z) tais que

AU + BV =1I,.
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Capitulo

Espacos Vetoriais

When did mathematicians first generally accept the definition of a vetor
space as a set of elements subject to suitably axiomatized operations of
addition and multiplication by scalars, and not just as a set of n-tuples of
scalars closed under these two operations? This abstract description did not
come into early use, but has the evident advantages of conceptual simplicity
and geometric invariance.

— Mac Lane

A algebra linear tem suas raizes historicas em diversos ramos da matematica. Na
algebra, suas raizes incluem equacdes lineares, formas bilineares e matrizes, bem
como quatérnios e os hipercomplexos; em geometria, segmentos de reta direcio-
nados (0s vetores geométricos), geometria afim e projetiva; e na analise, equacoes
diferenciais lineares e espacos de dimensao infinita de varios tipos. Finalmente, a
algebra linear tem suas raizes na fisica de Maxwell, Gibbs e Heaviside.

Dada a complexidade e variedade desses fendmenos matematicos, nao é surpre-
endente que a nocao geral de espaco vetorial foi isolada e adotada relativamente
tarde.

O tratamento moderno, mais abstrato, formulado pela primeira vez por Giuseppe
Peano em 1888 na geometria. Nao foi influente na época, nem quando Weyl o redes-
cobriu em 1918. Por volta de 1920, foi redescoberto novamente por trés analistas:
Banach, Hahn e Wiener e uma algebrista, Noether. Entao, a nocao se desenvolveu
rapidamente (MOORE, 1995).

Neste capitulo:

Definicoes e Exemplos (p. 44)
Subespacos (p. 52)
Bases e Dimens&o (p. 58)

>
>
>
» Soma de Subespagos (p. 68)
» Coordenadas (p. 79)

>

Bandeiras (p. 84)

Figura2a
Giuseppe Peano
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Defini¢coes e Exemplos

No resto do texto a menos que especificado o contrario assumiremos que K &€ um
corpo arbitrario.
Definicao Espaco Vetorial
Um espaco vetorial V' sobre K € um conjunto nao vazio, com duas funcoes,
(x,y) — = +y de V x V para V (denominada adicao) e (A\1,z) — Mz
de K x V a V (denominada multiplicacao por escalar), que satisfazem os
seguintes axiomas:
x+y=y+xparatodososz,yecV.
z+ (y+2z) = (x+y) + z para todos os z,y,z € V.
Existe um elemento 0 € V tal que 0 + & = = para todo = €V.
Para cada x € V, existe umy € V tal que = + y = 0.
(MA2)x = A (Aox) para todos os A\, e Kex e V.
Mz +y) =M ax+ \yparatodosos \; e Kex,y V.

(M + X2)x = Az + dox paratodos 0s A\, Ao e Kex € V.

lx = x paratodosos x € V.

Como nos corpos, devemos comentar que um espago vetorial sobre K é na reali-
dade umatripla (V, (x,y) = +y, (A, &) — Az) consistindo em um conjunto nao
vazio V juntamente com duas fungdes de V x V — V e K x V — V satisfazendo
0s axiomas V1-V8.

u+v

Figura 2.2 B . .
Representacao Geométrica da multiplicagao de um vetor por um es-

calar e soma de vetores. Essa representacao sera usada mesmo quando vetores
forem polindmios, matrizes, etc.

Espacos Vetoriais

Uma breve observacao filosofica: nunca
diremos exatamente o que sao vetores
oU espacos vetoriais, apenas como

0s vetores se comportam, de modo
analogo ao que fizemos com 0s grupos
e 0s corpos. Estes sao exemplos de
abstracao, que aparecem em toda a
matematica.

Essa estratégia é tremendamente po-
derosa: significa que podemos usar
uma Unica teoria (algebra linear) para
lidar com muitos assuntos muito di-
ferentes (vetores fisicos, polindmios,
matrizes, vetores populacionais na bio-
logia, distribuicoes de probabilidade na
probabilidade, fungdes na analise, etc.)
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Ressaltamos que existem, em geral, muitas maneiras de munir um determinado
conjunto V com uma estrutura de um espaco vetorial sobre K. No entanto, aban-
donaremos qualquer referéncia a adicao e multiplicacao escalar quando nenhuma
confusao puder surgir e usaremos a notacao Vpara indicar um determinado es-
paco vetorial sobre K.

Se V for um espaco vetorial sobre KK, os elementos de V serao chamados vetores
e o0s elementos de K escalares.

Apresentamos algumas consequéncias simples dessa definicao.

Proposicao

O elemento 0 € V é Unico. Ou seja, existe um UnicoOtalque 0+x = =
para todo x €V.

O elemento oposto € Unico. Ou seja, para cada x € V, existe um Unico
y € V tal que = + y = 0. Esse vetor sera denotado por —.

0z = A0 =0paratodososAeKexzeV.
(-Da = —=.
Selxr=0entaoA=00oux =0.

Sex+y=z+yentaoxz = z.

Demonstracao. Como 0xz+0x = (0+0)x = Ox, segue que Ox = 0. Analogamente,
A0 + A0 = A\(0+0) = )0, ou seja, \0 = 0.

Defato,z + (—1)z = lx+ (—1)z = (1+ (1)) = 0= = 0, de modo que o vetor
(—1)x € o inverso de .

De fato, se A # 0, entdo como (Ax) = 0 temos que A0 = 0 = A" !(\z) =
ANz =1z = .

[b]e Exercicio.

| |
Observagao 3. Aexpressdo \ixi+...+ \,x, = > \x; e definida unicamente para
qualquer A1,.., \, € Kexy,..., x, € V:devido d associatividade da adicdo, ndo é

necessario inserir parénteses indicando ordem para o calculo de somas maltiplas.
Analogamente, a expressdo A1 \s ... A\ @ esta bem definida.

Definicao Combinagao Linear

Uma expressao da forma Y.» , a;&; € denominada de combinagao linear
dos vetores x4, ..., ©,. Os escalares a; sao chamados de coeficientes dessa
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combinagao linear.

Exemplo 5 - Espago zero-dimensional. Nesse caso V' = {0}. Com a multiplica¢do
por escalar definida como A0 = 0 para todos 0s A € K e com a adicao 0+ 0 = 0.
<

Ressaltamos que 0s espacos de dimensao zero sobre corpos distintos sao espagos
vetoriais distintos. O corpo deve especificado na definicao do espaco vetorial.

Exemplo 6 - Corpo. V =K com a adicdo e a multiplicacdo do corpo é um espaco
vetorial.

De maneira mais geral, dados um corpo K e um subcorpo F deste, o corpo K pode
ser visto como um espaco vetorial sobre . Por exemplo, o corpo de niimeros com-
plexos C é um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros reais R, e este € um
espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros racionais Q. N

Exemplo 7 - Espaco de Coordenadas, K". Para cada n € N, temos o espaco veto-
rial K* = {(x1,...,z,) | z; € K} consistindo em todas as énuplas de elementos
de K A adicao de vetores e a multiplica¢do escalar sdo definidos componente a
componente como

1>

('r:l?"'?x'n)—"_(yl?"'?yn) ($1+y1,...,$n+yn)e

)\1(1‘1,...,33”) £ ()\11,‘1,...,)\1.’1}n).

Em particular, quando n = 1, temos que K é um espaco vetorial sobre K.

De modo analogo podemos definir o espaco vetorial:

K> = {(a1,az2, - ,ai,--)]a; € K,i € N}.
com a soma e a multiplicacdo coordenada a coordenada. <
Se A e B sao dois conjuntos, vamos denotar o conjunto de fun¢oes de A para B
por BA. Assim, BA = {f: A — B| f & uma funcéo }.

No Exemplo 7, K™ pode ser visto como o conjunto de fungoes de {1,2,...,n} a
K. Assim, = (z1,...,2,) € K" & identificado com a funcao §, € K{ln} de-
finida como 0,(i) = x; parai = 1,...,n. Essas observacoes sugerem a seguinte
generalizacao do Exemplo 7.

Exemplo 8 - Espagos de Fungdes. Sejam S um conjunto arbitrario e K(S) = K% o
conjunto de funcdes em S com valores no corpo K. Se f : S — K é uma funcdo,
entdao f(s) indica o valor de f no elemento s € S.

A adicao e multiplicacao de funcoes por um escalar sao definidas pontualmente:

0 (f4g)(s) 2 f(s) + g(s) para todos o0s s € S,

O (af)(s) £ a(f(s)) paratodos osa € K,s € S.

Atencao
Uma combinacao linear é necessari-
amente finita, isto &, & uma soma de
um ndmero finito de termos!
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Como ja observamos se S = {1,...,n}, entdo K(S) pode ser identificado com
K": a funcdo f esta associada ao vetor formado por todos os valores de f:
(f(1), ..., f(n)). As regras de adicao e multiplicacdo sao consistentes com re-
lacdo a essa identificacao.

A todo elemento s € S podemos associar uma fungao delta §, centrada em {s}
definida como
0s(s)=1 e 0s(t)=0set#s.

Quando S = (1, ..., n), usaremos a notagdo de delta Kronecker 6;(k) = d;.

Se o conjunto S for finito, uma fungao f € K(S) podera ser representada unica-
mente por uma combinacao linear de fungoes delta:

F=>_f(s)s.

seSs
De fato, essa igualdade decorre do fato de que o lado esquerdo é igual ao lado

direito em todos os pontos s € S. Inversamente, se f = > _4 asds, entdo, tomando
o valor no ponto s obtemos a f(s) = as

seS

Se o conjunto S for infinito, esse resultado ndo sera verdadeiro pois na definicdo
de combinacao linear consideramos apenas somas finitas. Somas de um numero
infinito de vetores em um espaco vetorial ndao sdao definidas, em geral! Algumas so-
mas infinitas podem ser definidas em espacos vetoriais equipados com o conceito
de topologia ou norma. Para esse fim veja a Se¢ao 6.7. <

Exemplo 9 - Funcoes Vetoriais. Seja V um espaco vetorial sobre K e A um con-
junto arbitrario. Entdo, o conjunto VA que consiste em todas as fungoes de A a
V e um espaco vetorial sobre K quando definimos adicao e multiplicacdo escalar
pontualmente. Portanto, se f,g € VA, f + g é a funcdo de A a V definida como
(f +g)(a) = f(a) + g(a) para todos 0s a € A. Para A € K e f € V4, \f é definido
por (Af(a) £ Mi(f(a)). <

Se A for um conjunto finito de cardinalidade n no Exemplo 9, reduziremos nossa
notacao para o espaco vetorial V4 e simplesmente escreveremos V. Em particu-
lar, se V =K, entao V™ = K" e recuperamos o exemplo em 7.

Exemplo 10. Vamos denotar o conjunto das matrizes m x n (a;;) com coeficientes
aij € K por My, »(K). A adicdo usual de matrizes (a;;) + (bij) = (aij + bij) e
a multiplicagdo por escalar como A(a;;) = (A1as5) fazem My, »(K) um espaco
vetorial sobre K.

<

Observe que nossa escolha de notagao implica que K" e M, ,,(K) sao o mesmo
espaco vetorial. Vetores dessa forma sao também denominados vetores linhas.
Embora agora tenhamos duas notagoes diferentes para o mesmo espaco vetorial,
essa redundancia é Gtil e ndo causara confusao na sequéncia.

Exemplo 11 - Vetores Colunas. Seja K,, & M, 1(K) com as operagées usuais de
matrizes, entdo K,, € um espaco vetorial denominado espaco dos vetores colunas.
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Nesse caso um vetor € K,, = é dito vetor coluna, e é uma matriz consistindo de
uma tnica coluna de n elementos.

Ko
T2
xr =
Tn
A matriz transposta do vetor coluna é um vetor linha e vice-versa. <

Exemplo 12. Seja K[z] o conjunto de todos os polindmios em uma variavel z so-
bre K. Assim, um elemento tipico de K[z] € uma soma finita do formato a,z™ +
an_12" 14+ ap. AQuin € NU{0} e ay,...,a, € K As no¢ées usuais de adicio-
nar dois polinémios e multiplicar um polinbmio por uma constante, com a qual o
leitor esta familiarizado, estdo bem definidas sobre qualquer corpo K. Essas ope-
racdes fornecem a K[zx] a estrutura de um espaco vetorial sobre K. <

Muitos exemplos interessantes de espacos vetoriais vém da analise. Aqui estao
alguns exemplos tipicos.

Exemplo 13. Uma sequéncia com valores num corpo K € uma fungdo s : N —
K. E usual para sequéncias escrevermos a, = a(n). O conjunto Seq(K) de todas
as sequéncias infinitas com valores num corpo K é um espaco vetorial com as
operacoes definidas termo a termo:

(8n) + (tn) £ (sn+tn) e (2)
a(sn) £ (asy) (2.2)
<

Exemplo 14. Seja I um intervalo fechado. Vamos denotar por C(I) as fungoes re-
ais continuas em I. Denotaremos por C*(I) as fungées de C(I) que sdo k-vezes
diferenciaveis no interior de I. Entdo C(I) 2 CY(I) D C*(I) D ---. Esses con-
juntos sao espacos vetoriais sobre R quando dotados da adicdo usual pontual
(f +9)(x) = f(x) + g(z),z € I e multiplicagao escalar (Af)(z) = A(f(z)). <

Exemplo 15. Seja B = [a1,b1] X ... X [an,b,] € R™ seja um retdngulo fechado.
Seja R(B) o conjunto de todas as funcoes a valores reais em B que sao Riemann
integraveis. Claramente R(B) é um espaco vetorial sobre R com a adicdo e multi-
plicacdo por escalar definidas como no Exemplo 14. <

Exemplo 16 - Sistema Linear. O espaco de solu¢do de um sistema de equagoes
lineares homogéneo. Seja A uma matriz m x n sobre K. O conjunto de todas as
matrizes n x 1 X sobre K, satisfazendo AX = 0 é um subespaco do espaco de
todas as matrizes n x 1 sobre K.

Para provar isso, devemos mostrar que A(AX +Y) =0 quando AX =0, AY =0e
X é um escalar arbitrario em K. Isso segue imediatamente do seguinte fato geral.
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Se A é matrizm x n sobre K e B,C matrizes n x p sobre K entdo
A(AB+C) = \AB) + AC
para todo escalar A em K.
[AAB +C)ij = > Air(AB + C)y;
k

= Z()\AikBkj + AirCl;j)
%

= )\ZAikBkj + ZAikaj
k k

= AAB);; + (AC)y
= [MAB) + ACY;,.

<

Exemplo 17. Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais lineares:
Ty = an@i + -+ aipty (2.3)
(2.4)
iE,/n = Ap1x1 + -+ AGpn Ty (25)
Aquizy,...,xz, € C1(I), onde I &um intervalo aberto em R, z indica a derivada de
x; e a;; sdo escalares em R. Defina A = (a;;) € M;,«,(R). Amatriz A é denominada
de matriz do sistema. Defina © = (x4, ..., z,)% Podemos pensar em f Como uma
funcdode{1,...,n} aC(I), ou seja,x € C*(I)™. Com essa notagdo, nosso sistema

de equacoes diferenciais se torna ¢’ = Ax.

O conjunto de solucbes para o nosso sistema é V. = {x € CY(I)"|z’ = Azx}.
Claramente, V é um espaco vetorial sobre R. <

Observagao 18. Geralmente, & muito conveniente, mas ndo totalmente consistente,
denotar o elemento zero e a adicdo em K e V pelos mesmos simbolos.

Apresentaremos a seguir dois exemplos nos quais uma notacao diferente é prefe-
rivel.

Exemplo 19. Seja L = {z € R|z > 0}. Consideramos L como um grupo abeliano
com relacd@o a multiplicacdo e introduzimos em L multiplicacdo por um escalar de
R de acordo com a formula (a, x) — x°. E facil verificar se todas as condicées da
Definicao 2.1 sdo satisfeitas, embora na notagao usual elas assumam uma forma
diferente:

O o vetor zero em L é o elemento 1, ou seja, 0 = 1.
O a identidade 1z = x adquire a forma z' =
O aidentidade a(bx) = (ab)x adquire a forma (x)* = zb*

O aidentidade (a+b)x = ax + bx neste contexto pode ser escrita como x4+ =
xzb: etc.
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<

Exemplo 20. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos C.

Defina um novo espaco vetorial V.com o mesmo grupo aditivo V, mas com uma
multiplicagdo por escalar diferente:

(a,x) — ax,

onde @ denota o conjugado complexo de a. Das formulas a +b=a+b e ab =
segue sem maiores dificuldades que V' é um espaco vetorial.

Agiw

Exercicios

Ex. 21— Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Mostre que:
1. O vetor nulo 0 é Unico.
2. O vetor oposto —v a cada vetor v € V é Unico.
3. —1-v=—wparatodowv €V, conclua que —(—v) = v.
4. DadosaeKveVtemosa-v=0&a=00uv=0.
5. DadosacK,veVtemosa-v=v<a=10uv=0.
6. Mostrequesexz+y=z+yentao xz = z.

7. O axioma de comutatividade da soma pode ser deduzido dos outros axio-
mas da definicao de espaco vetorial

Ex. 2.2 — Determine se 0s seguintes conjuntos sao espagos vetoriais sobre o corpo
K especificado em cada caso.

1. R? sobre K = R com as operacoes

(z1,72,23) + (Y1, 92,93) = (¥1 + Y1, 22 + Y2, 73 + y3)

a-(z1,22,23) = (- 21,22, 73)

2. O conjunto V = {(a,b) € R? : a,b > 0} sobre K = R com as operagoes

(a,b) + (¢, d) = (ac, bd)
Q- (aab) = (aa’ba)v aeR
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3. 0 conjunto Q(v/2) dos elementos a + bv/2 com a,b € Q sobre K = Q com
as operacgoes:
(a+0V2) + (c+dV2) = (a+c) + (b+d)V2
a-(a+bvV2)=a-a+a-bV2, acQ

Ex. 2.3 — Mostre que N pode ser visto como um espaco vetorial sobre Q. (Dica: use
o fato que existe uma bijecdo de N em Q e defina novas operacoes em N)

Ex. 2.4 — Seja V um espaco vetorial. Use 0os axiomas de espaco vetorial para provar
quesewv eV eneNentao

n=v—+...+7v.
N———

n parcelas

Ex. 2.5 — Seja V um espaco vetorial. Sejam w,v € V nao nulos. Prove que v é
multiplo de u se e somente se, u & multiplo de v.

Ex. 2.6 — Prove detalhadamente que o espaco de funcoes K(S) = S* & um espaco
vetorial com a adicao e multiplicacao de fungdes por um escalar sao definidas
pontualmente:

O(f + g)(s) = f(s) + g(s) para todos os s € S,
O(af)(s) 2 a(f(s)) paratodos osa € K,s € S.

Ex. 2.7 — Se S & um conjunto finito com n elementos, quantos elementos possui
0 espaco vetorial §%2?

Ex. 2.8 — Defina a média u* v entre dois vetores u, v no espaco vetorial vV pondo
u*v = tu+ fv. Prove que (u*v) xw = ux (v *w) Se e somente se, u = w.

Ex. 2.9 — Dados 0s espacos vetoriais Vi, Vo, considere o conjunto V.= V; x V4
(produto cartesiano de V; por V3), cujos elementos sao os pares ordenados v =

(v1,v2), com vy € V4 e vy € Vi. Defina operagoes que tornem V um espaco vetorial.

Verifique a validade de cada um dos axiomas.

Ex. 210 — Em R? mantenhamos a definicao de produto av de um nimero por um
vetor mas modifiqguemos, de trés maneiras diferentes, a definicao de soma u+wv de
vetores u = (z,y) e v = (2/,y'). Em cada tentativa, dizer quais axiomas de espago
vetorial continuam validos e quais sao violados:

1T utv=(x+y,2 +vy),

2. u+v=(xz',yy),

51/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Vetoriais, Subespacos

3. u+v=(3x + 32,5z + 5z').

Ex. 2141 — Dado K um corpo finito com ¢ elementos. Quantos elementos possui o
espaco vetorial K™?

Subespacos

Na maioria das estruturas algébricas podemos definir subestruturas e 0s espagos
vetoriais nao sao excecoes. Suponha que V' seja um espaco vetorial sobre K.

Definicao Subespaco Vetorial

Um subconjunto nao vazio W de V é um subespaco vetorial de V se W
for um espaco vetorial com as mesmas operacoes de adicao de vetores e
multiplicacao escalar que V.

A seguinte proposicao apesar de simples é extremamente Gtil.

Proposicao

Um subconjunto W de V é um subespaco vetorial se W se for fechado em
relacao as operacoes de adicao de vetores e multiplicacao escalar de V.

Demonstracdo. Exercicio. [ |

Exemplo 23. O conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n é subespaco
de K[z]. Esse espaco Vetorial sera denotado por K, [z]. <

Exemplos 24. Os conjuntos C([a, b)), C*([a, b]), € R([a,b]) sGo todos os subespagos
de Rl@Y, <

Exemplo 25. Vamos apresentar alguns exemplos de subespacos do espaco de
sequéncias.

O conjunto cq de todas as sequéncias de niimeros complexos que convergem para 0
€ um espaco vetorial, assim como o conjunto £ de todas as sequéncias complexas
limitadas. Além disso, se p for um nlmero inteiro positivo, o conjunto ¢? de todas
as sequéncias complexas (s,) para as quais

o0

Z [sn|P < 00

n=1

é um espaco vetorial em operagées definidas componente a componente. Para ver
que o subespaco (P é fechado em relacdo a adicao usaremos a desigualdade de
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MinkowsRi

(5 w)”” < (Sor) (S 1)

n=1 n=1 n=1
<
Exemplo 26. O conjunto
(K*>), = {(a1,a2,--- ,) |a; € K com apenas um numero finito de termos ndo nulos }
é um subespaco de K>
<

Exemplo 27. Considere o espaco vetorial (Z3)" sobre Zs. Definimos o peso W(v)
de um vetor v € (Z2)" como o numero de coordenadas diferentes de zero em w.
Por exemplo, W(101010) = 3. Seja P,, o conjunto de todos os vetores em (Zs)" de
peso par. Entdo P, é um subespaco de (Zz)".

Para demonstrar isso, observamos que
W(u +v) = W(u) + W(v) — 2W(uNw)

onde uNw é o vetor em (Zy)" cuja i-ésima componente é o produto das i-ésimas
componentes de u e v, ouU sejq,

(unNwv); =u; - v;

Portanto, se W(u) e W(v) sdo pares, entdo W(u + v) também sera. Como a multi-
plicacdo por escalar em Z é trivial temos que P, é um subespaco conhecido como
subespaco de peso par de (Zz)".

Ao transmitir informacgoes, o canal geralmente introduz erros na mensagem. Por
exemplo, comunicando-se com uma estacao espacial ou apenas usando a inter-
net com uma recepc¢do wi-fi ruim. Portanto, um dos problemas que surge é como
detectamos erros na mensagem e como 0S COrrigimos.

O primeiro passo é escolher um conjunto de palavras em um alfabeto, por exemplo
s6 transmitimos palavras no subespaco de peso par. Se recebermos uma mensa-
gem com uma palavra que nao seja uma delas, por exemplo, 10101101, poderemos
detectar que pelo menos um erro ocorreu.

Agora temos que tentar corrigir o erro, uma ideia simples é enviar o vetor com
erro para um vetor no alfabeto. Isso envolve alguma no¢do de "proximo”que dis-
cutiremos numa secdo posterior. Esse conjunto de ideias da origem aos cédigos
corretores de erros.

De modo geral, qualquer subespaco do espaco vetorial (F,)" é denominado de
codigo linear. Os codigos lineares estdo entre os tipos de codigos mais importan-
tes e mais estudados, porque sua estrutura permite codificacdo e decodificacdo
eficiente de informacaoes. <
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Se tivermos uma colecao S = {W;|i € I} de subespacos de V, entao existem
algumas maneiras 6bvias de formar um novo subespaco a partir de S.
Seja § = {W;|i € I} uma colegao de subespacos de V. A intersecao, ﬂ W;, dos
i€l

subespagos em S é um subespaco vetorial de V.
Se S possuir a propriedade de que, para cada ¢,j € I, existe um k € I tal que
W; UW; C Wy, entao claramente U W; € um subespaco de V.

el
Porém destacamos que em geral, a uniao de dois subespacos de V nao é um
subespaco vetorial de V. De fato, se W, e W5 sao subespacos de V, entao Wy UWs
& um subespaco vetorial se e somente se W7 C W, ou W, C Wj. Este fato é facil
de provar e sera deixado como exercicio.

Teorema

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo infinito K. Entao V nao pode ser
a uniao de um numero finito de subespacos proprios.

Demonstracdo. Suponha que Wy,..., W, sejam subespacos proprios de V, tais
que V.= Wy U---UW,. Mostraremos que tal fato & impossivel. Lembramos ao
leitor que um subespaco vetorial W de V é proprio se W # V. Assim, V. \ W # ()
para um subespaco vetorial W de V.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que W; C W) U --- U W,,. Sejam

=

n
x e W\ U W; ey eV \ W.. Como o corpo K € infinito e y nao é o vetor nulo,
1=2

I ={z+XMy|\ € K}éumsubconjunto infinito de V. Como existem apenas finitos
subespacos W, existem { 1,...,n} de forma que INW; seja infinito. Suponha que
je{2,...,n}.

Entao, existem dois escalares diferentes de zero A1, A2 € K, de modo que Ay # g
ex + My, x+ Ay € W;. Como W; € um subespaco vetorial, (A2 — A1)z = Aa(z +
AMy) — Ai(x + Aay) € W, Como Ay — Ay # 0, concluimos « € W;. Mas esse fato e
contrario a nossa escolhade @ € Wo U --- U W,. Assim, j = 1.

Agora, se j = 1, novamente existem dois escalares diferentes de zero A, Ay € K de
modo que A1 # Ay e z+ 1y, z+Aoy € Wi.Entao (A1—X2)y = (z+\1y)—(z+X\y) €
Wi. Como A1 — Ao # O,y e Wh.

Mas isso & impossivel, pois o vetor y foi escolhido em V' \ W3. Concluimos assim
que V nao pode ser igual a uniao de Wy,..., W,,.

|
Exemplo 29. Se K é finito, entdo o teorema anterior é falso em geral. Por exemplo,

seja V. = (Fy)2. Entdo V. = Wy U Wy U W3, em que Wy = {(0,0),(1,0)}, Wy =
{(0’0)7(0a1)}eW3:{(0’0)7(1a1)} <
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@ Definicao Subespaco Gerado

Dado um subconjunto S de um espaco vetorial V.o menor subespaco de V
contendo S

(S) £ ("W |W & um subespaco de Ve S C W}

é denominado subespacgo gerado por S.

Denotaremos por Z(V) o conjunto de todos os subconjuntos de V e S (V) o con-
junto de todos os subespagos de V. Entao S(V) C Z(V) e temos uma funcao
natural (- ) : Z(V) — S(V), que envia um subconjunto S € £(V) para 0 su-
bespaco vetorial (S) € S (V). Claramente, ( - ) € uma aplicagao sobrejetiva cuja
restricao a S (V) e a identidade.

@ Definicao Combinacao Linear

Seja B = {w; |4 € I} subconjunto de V. Um vetor v € V € uma combinagao
linear dos vetores em B se houver um conjunto escalares {¢;}, com apenas
um nimero finito desses diferentes de 0 de modo que:

v = E C;U;.

iel

Observagao 32. Se escolhermos todos ¢; = 0, obteremos

0= Zci'vi.

Esta é a combinacdo linear trivial dos vetores em B. Qualquer outra combinacdo
linear é ndo trivial.

No caso, B = 0, a Gnica combinacdo linear que temos é a combinacdo linear vazia,
cujo valor consideramos 0 € V e que consideramos uma combinacao linear trivial.

@ Teorema

Afuncao (-): 2(V) — S (V) possui as seguintes propriedades

Para S € 2(V),(S) é o subespaco de V de todas as combinagoes
lineares finitas de vetores de S. Assim,

<S> = {sz$l|xz ek x; € S,NZO}

i=1

Se S; C 5y, <Sl> - <SQ>
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Se x € (S), existe um subconjunto finito S” C S de modo que x € (S").
S C (S) paratodos os S € Z(V).
|| Paracada S € Z(V), ((S)) = (S).

Sey e (SU{x}) ey & (S), entdo x € (SU {y}). AQuiz,y € V e
Se (V).

Demonstracao. Como (S) € subespago entao (S) é fechado em relacao a com-
binagoes lineares e assim {>_" , z;x; |z; € K, z; € S,n > 0} C (S).

Como {Z?Zl vz v, € Kz, € S;n >0} € um espaco vetorial contendo S, a igual-
dade segue.

As demonstracoes das propriedades — serao deixadas como exercicio. Vamos
demonstrar| s | Sey € (Su{z}) — (S), entao y sera uma combinagao linear finita
de vetores de SU {x}. Além disso, x deve ocorrer com um coeficiente diferente de
zero em tal combinagao linear. Caso contrario, y € (S). Portanto, existem vetores
xy,...,x, € S e escalares diferentes de zero x1,...,z,, 7,11 € K de modo que
Y =212 + -+ + Tn®y + Tpp1x. COMO 2,41 # 0, podemos escrever & como uma
combinagdo linearde y e z1,...,x,. OU SEja, & = 2,11y — ), {1 T1T1 — Ty 41 T
Assim, x € (SU{y}).

Exercicios

Ex. 212 — Prove que se se W se for fechado em relacao as operacoes de adicao
de vetores e multiplicacao escalar de V entao W é um subespaco.

Ex. 213 — Para 0s conjuntos seguintes, determine se 0s conjuntos dados sao es-
pacos vetoriais reais, se a adicao e a multiplicacao forem as usuais. Para aqueles
que nao forem diga quais axiomas de espacos vetoriais nao sao satisfeitos.

1. O conjunto dos polindmios de grau menor igual a n

2. O conjunto de todas as funcoes reais tais que f(0) = f(1)

3. O conjunto das fungoes tais que f(0) =1+ f(1)

4. O conjunto das funcgoes reais crescentes.

5. O conjunto das fungoes reais pares.

6. O conjunto das funcoes reais impares.

7. O conjunto das fungdes continuas em [0, 1] tais que fol flx)dx =0
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8.

10.

11.

12.

13.

O conjunto das funcoes continuas em [0, 1] tais que fol flx)dx >0
O conjunto dos vetores (z,y, z) em R3 taisque z =0 ou y =0

O conjunto das matrizes 2 x 2 cujo trago é zero

O conjunto das matrizes 2 x 2 cujo determinante é zero

O conjunto das matrizes 2 x 2 que sao simétricas,i.e, A = A’

O conjunto dos vetores (z,y, z) que satisfaz a equacao linear a1z + asy +

azz =0

Ex. 214 — Considere o subconjunto S das func¢oes de F(R,R) que sao solucoes da
equacao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes constantes

Y () 4 an_ 1y V@) + -+ ary (t) + ay(t) =0

onde ag, a1, ...,a,—1 € R Mostre que S é um subespaco vetorial de F(R,R).

Ex. 215 — Seja F(X,K) o espaco das fungoes, onde K é um corpo. No caso par-
ticular em que X = N o0 espaco &€ denominado espaco de sequéncias e vamos
denota-lo por KN. Um elemento f € KY é uma funcdo f : N — K dada por
n+— x, € K e sera denotado por f = (z,)nen- Quais dos seguintes conjuntos sao
subespacos de KN ?

1. O conjunto das sequéncias com apenas um nimero finito de coordenadas

diferentes de zero.

Nenhuma coordenada igual a 1.

Nos proximos itens K = R

O conjunto das séries de Cauchy, ou seja, as sequencias tais que dado e > 0
existe N > 0 tal que |z, — 2| < € paran,m > N.

As sequéncias tais que Y7 | |z, | < oco.

As sequéncias limitadas, i.e. as sequencias (z, )nen Para as quais existe M >
0 tal que |z,| < M paratodon € N.

Ex. 216 — Dado S um subespacode Vev e V.0 conjuntov+S={v+s:se S}
é chamado subespaco afim de V.

1.

2. Mostre que dois subespacos afim z+S e y+S ou sao iguais ou sao disjuntos.

Quando um subespaco afim de V' é subespaco de V?
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Ex. 217 — Prove que
1. Se S1 C Sy, (S1) C (Sa).
2. Sex € (5), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (57).
3. S C(S) paratodosos S e Z2(V).

4. Paracada S € Z(V), ((S)) = (S).

Ex. 218 — Seja X C V um subconjunto de um K-espaco vetorial V. Mostre que
(X) ={>pepaw-v: F C X eéumsubconjunto finito e o, € K, Vv € F}.

Ex. 219 — Dé um contra-exemplo que a uniao de subespacos nao é necessaria-
mente um subespaco.

Ex. 2.20 — Mostre que se W, e W, sao subespacos de V, entao Wy U Wy € um
subespaco vetorial se e somente se Wi C W, ou Wy C W1

Bases e Dimensao

Definicao Dependéncia e Independéncia Linear

Suponha que V' seja um espaco vetorial arbitrario sobre um corpo K e seja
S um subconjunto de V.

O S é dito linearmente dependente sobre K se existir um subconjunto
finito {x1,...,x,} C S e escalares diferentes de zero zy,...,2, € K
de modo que z1x1 + +x,2, = 0.

O S é dito linearmente independente (sobre K) se S nao for linearmente

dependente.
n
Portanto, se S for linearmente independente, sempre que szxz = 0 com
i=1
{z1,...,zn} CSe{z,...,z,} CKeassimzy =---2, =0.

Nossa definicdo implica que o conjunto vazio §) € linearmente independente sobre
K, por vacuidade. Ao considerar questoes de dependéncia, abandonaremos as
palavras “sobre K" sempre que K for claro a partir do contexto. No entanto, deve
ser dbvio que, se mais de um corpo estiver envolvido, um determinado conjunto
S pode ser linearmente dependente sobre um corpo e independente sobre outro.
O exemplo a seguir torna isso claro.
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Exemplo 35. Suponha V =R, o corpo dos niimeros reais e sejamK; = Qe Ky = R.
Entdo V é um espago vetorial sobre K; e Ky. Seja S = {z; = 1,z = +/2}. E fdcil
ver que S é linearmente independente sobre K;. Mas, claramente, Sé linearmente
dependente sobre Ky pois (v2)x; + (—1)z5 = 0. <

Definicao Base

Um subconjunto S de V' é dito base de V se S for linearmente independente
sobre K e (S) =V.

Se S for uma base de um espaco vetorial V’, todo vetor diferente de zero « €
V podera ser escrito unicamente no formato = = z;x, + --- + x,x,, em que
{z1,...,2z,} C Seuwx,...,x, Sa0 escalares diferentes de zero em K.

Notagao 37. As bases serdo denotadas por B, X, . . ..

Vejamos alguns exemplos de bases.

Exemplo 38. O conjunto vazio §) € uma base para o subespaco nulo (0) de qualquer
espaco vetorial V. Se considerarmos um corpo K como um espaco vetorial sobre
si mesmo, qualquer elemento diferente de zero x de K € uma base de K. N

Exemplo 39. Suponha V. = K",n € N. Para cada i = 1,..., n, seja e; =
0,...,1,..., 0). Portanto, e; € a n-tupla cujas entradas sdo todas zero, exceto um 1
na i-ésima posicdo. Defina B = {ey,...,e,}. COMO (x1,...,x,) = v1€1+ -+ Tp€p,
vemos B é uma base de K™. Vamos denominar B de base canonica (padrao) de K.

<

Exemplo 40. Suponha V = (K*®), £ (KY),. Para cada i € N, seja (0,..., 1,...,).

1 na i-ésima posi¢ao
Ou seja, e; € 0 vetor cujas entradas sao todas zero, exceto um 1 na i-ésima posicao.
Defina B = {ey,...,ey,...}. Como todo vetor em x € (K*)q possui um numero fi-
nito de coordenadas diferente de 0 ¢ = (1, ...,,,0,0,...) = x1€1+- - -+ 1z €y, te-
mos que B é uma base de (K*)y. Vamos denominar B de base candnica de (K*).

<

Exemplo 41. Seja V. = M,, ,(K). Para qualquer i = 1,...,me j =1,...,n, e;

denota a matriz m x n cujas entradas sao todas zero, exceto um 1 na posi¢ao (ij).

Como (a;j) = Zaijeij, temos que B = {e;;j|1 < i < m,1 < j <n}éuma
1,3

base para V. Os elementos e;; em B sao denominadas de unidades matriciais de

M 0 (K). <

Exemplo 42. Seja V = K]z]. Seja B o conjunto dos monémios ménicos em z, assim,
B={l,x,22,...} e ¢ uma base de K[z]. <

Exemplo 43. O conjunto dos numeros reais € um espago vetorial sobre o corpo dos
numeros racionais.

Atencao
Mesmo que as bases possam ser in-
finitas, todo vetor do espago vetorial
deve ser escrito como combinacao
linear finita dos vetores da base!
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Qual seria a base para esse espaco vetorial? Os elementos v/2,v/3,V5,V/7,...,
sdo linearmente independentes, mas certamente ndo geram R, pois também pre-
cisamos de elementos como e, e?,e3,. .., que também formam um conjunto linear-
mente independente. De fato, como Q é enumeravel, pode-se mostrar que o subes-
paco de R gerado por qualquer subconjunto enumeravel de R deve ser enumeravel.
Como o proprio R é nao-enumeravel, nenhum conjunto enumeravel pode ser uma
base para R sobre Q. Isso significa que qualquer base para R sobre Q, deve ser
ndo enumeravel e assim dificil de descrever. <

Um dos fatos mais fundamentais é que todo espaco vetorial possui uma base:

Teorema Base

Todo espaco vetorial possui uma base.

De fato, temos um resultado ligeiramente mais forte: qualquer subconjunto linear-
mente independente S de V pode ser expandido para uma base. E esse fato que
provaremos.

Teorema Extensao

Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que S seja um subconjunto
linearmente independente de V. Entao, existe uma base Bde V talque B D S.

Demonstragdo. Denotaremos por Z o conjunto de todos os subconjuntos indepen-
dentes de V' que contém S. Assim,

I={Ae P(V)| ADSeAcelinearmente independente sobre K}.

Observamos que como S € Z entao Z # 0. Ordenamos parcialmente Z por inclusao.
Assim, para Ay, As € T,

A; < Ay seesomente se A; C A,.

Dessa forma (Z, €) € um conjunto parcialmente ordenado.

Suponha que T = {A;|i € I} seja uma colecao indexada de elementos de S
gue formam um subconjunto totalmente ordenado de Z. Mostraremos que 7 tem

um limite superior. Para isso, defina A = UAi' Claramente, A € Z(V),S C Ae
el
A; C Aparatodososi € I.Se A nao fosse linearmente independente, existiria um

subconjunto finito {x1,...,x,} C A e escalares diferentes de zero zy,...,z, €
K satisfazendo z;x¢1 + -+ + zpx, = 0. Como T & totalmente ordenado, existe
um indice ig € I, de modo que {x1,...,z,} C A;,. Entdo A;, seria linearmente
dependente, o que é impossivel, ja que A;, € Z.

Concluimos que A é linearmente independente e, consequentemente, A € Z. Por-
tanto, 7 tem um limite superior A em 7. Como 7T era arbitrario, agora podemos
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concluirque (Z, C) é um conjunto indutivo. Aplicando o Lema de Zorn, temos que
tem um elemento maximal B. Como B € Z,B D S e B é linearmente independente.
Afirmamos que B é de fato uma base de V. Para provar essa afirmacao, precisa-
mos apenas argumentar (B) = V. Suponha que (B) # V entao existiria um vetor
x €V \ (B). Como x ¢ (B), o conjunto BU {x} € claramente linearmente indepen-
dente. Consequentemente teriamos que BU {x} € Z e que BU {x} é estritamente
maior que B. Isso contraria o fato que B € maximal em Z. Portanto, (B) = V e
consequentemente B € uma base de V contendo S. [ |

do Teorema 2.3. Suponha V # {0} e seja v # 0. Entao {v} &€ um conjunto line-
armente independente e pelo Teorema 2.3 pode ser completado a uma base de
V. |

Ha uma grande desvantagem nessa demonstracao de que todo espaco vetorial
admite uma base: a menos que a dimensao seja finita ou pelo menos enumeravel,
ela nao nos fornece nenhuma ideia de como encontrar uma base. De fato, esse é
um problema sério com o conceito de base para espacos dimensionais infinitos
em geral. Embora o Lema de Zorn nos permita demonstrar que existe uma base, na
pratica, esse fato pode ser in(til se nao tivermos um procedimento para encontrar
uma. Mas que elas existem...

Exemplo 46. Uma base para o espaco vetorial C*(I) é ndo enumeravel e ndo possui
descricées simples. No entanto, como R[z] € C*(I), o Teorema 2.3 garante que
existe uma base de C*(I) que contém os monémios 1,x,22%,. ... <

O Teorema 2.3 dizque qualquer subconjunto linearmente independente de V pode
ser expandido para uma base de V. Ha um resultado complementar, se algum
subconjunto S de V gerar V, entao S contera uma base de V.

Teorema Reducao

Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que V' = (S). Entao S contém
uma base de V.

Demonstragdo. Se S = @) ou {0}, entao V = (0). Nesse caso, # € uma base de V'
contida em S. Portanto, podemos supor que S contém um vetor diferente de zero

.

SejaZ = {A C S| A linearmente independente sobre K}. Claramente, {z} € .
Ordenaremos parcialmente Z por inclusao.

Se T = {4;]i € I} € um subconjunto totalmente ordenado de Z, entao UAi é
iel

um limite superior para 7 em Z.

Portanto, (Z,C) é indutivo. Aplicando o Lema de Zorn temos que Z possui um

elemento maximal B
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Afirmamos que B & uma base para V. Como B € Z,B C S e B é linearmente in-
dependente sobre K. Se (B) = V, entao B € uma base de V, e o resultado segue.
Suponha que (B) # V. Entao S ¢ (B) ou caso contrario V = (S) C ((B)) = (B). Por-
tanto, existe um vetor y € S\ (B). Claramente, BU{y} € linearmente independente
sobre K. Assim, BU{y} € Z. Mas y ¢ (B) implica y ¢ B. Portanto, BU {y} € estri-
tamente maior que B em Z. Como B é maximal, isso € uma contradicao. Portanto,
(B) =V e nossa prova esta concluida. [ ]

Um espaco vetorial V' possui muitas bases diferentes. Por exemplo, x =
{(0,...,A,..., 0)+e;|i=1,...,n} éclaramente uma base para K" para qualquer
A # —1 em K. O que todas as bases de V tém em comum & sua cardinalidade.
Provamos esse fato em nosso proximo teorema.

Lema Troca de Steinitz

Seja vy, ..., v, Uma colecao de vetores linearmente independentes em um
espaco vetorial V. Seja wy, ..., w, seja uma colecao de vetores que geram
V. Entao, m < n e, além disso, possivelmente apos reordenar os vetores w;,
0 conjunto {vy, ..., Vm, Wpt1,-.., Wy} gerav.

Demonstracdo. Sejam A = {vy,...,v,,} um conjunto de vetores linearmente in-
dependentes e B = {wy,...,w,} um conjunto de vetores que gera N0sso espaco
vetorial V. Entre todos os conjuntos C, de modo que AC C C AUuBeV = (C0),
escolha um que seja minimal. Ja temos que C é da forma

C={v1,...,0m, Wi,,...,w; }

e que V = (C). vamos provar que C' é linearmente independente.
Suponha que
a1v1 + ...+ 0y +hiw;, + ...+ byw;, =0

Se qualquer um dos coeficientes by for diferente de zero, w;, estara no espago
gerado dos elementos restantes de C; portanto, C'\ {w;, } sera um conjunto menor
que gera e que esta entre Ae AUB, contradizendo o fato que C € minimal. Portanto,

by =...=1b, = 0. Mas, a partir da independéncia linear dos vetores {v1,...,vm}
,segue a; = ... = a,, = 0. Concluimos que C é linearmente independente. E
portanto, & uma base. [ |

Existem duas afirmacoes aqui. A primeira € que m < n. Em palavras, isso diz que
qualquer conjunto linearmente independente &€ no maximo tao grande quanto
qualquer conjunto que gera.

A segunda parte é que, se pegarmos um monte de vetores linearmente indepen-
dentes e qualquer conjunto de vetores que geram, podemos emprestar parte do
conjunto que gera para estender o conjunto linearmente independente para um
conjunto que gere todo o0 espaco vetorial.
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A conclusao realmente profunda do Lema da Troca de Steinitz é que faz sentido
falar sobre a dimensao de um espaco vetorial.

Teorema da Invariancia da Dimensao

Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que B, e B, sejam duas bases
de V. Entao |B;| = |B,| -

Demonstracdo. Dividimos essa prova em dois €asos.
Caso 1: suponha que V tenha uma base B finita.

Nesse caso, provaremos que |B,| = |B,|. Suponha que B, = {z,...,z,}. E
claramente suficiente mostrar que |B; | = n. Supomos que | B, | # n e derivamos
uma contradi¢ao. Existem duas possibilidades a serem consideradas aqui: |B; | =
m < n ou |By| > n.Vamos primeiro supor que B; = {yy,...,y,,} cOmm < n.

Entao pelo Lema 2.3 m > n e a contradicao segue.
Agora suponha que |B; | > n (|B;| pode ser infinito aqui).

Como B, é linearmente independente todo conjunto finito de B, € linearmente
independente. Como B, gera, todo conjunto finito de B, tem no maximo |B, | ele-
mentos e logo |B,| < | Bz|. Consequentemente |B;| < n e a contradicao segue.

Caso 2: suponha que nenhuma base de V seja finita.

Nesse caso, B; e B, sao conjuntos infinitos. Seja ¢ € B;. Como B, & uma base de
V, existe um Unico subconjunto finito I, C B,, tal que @ € (I,) e « ¢ (I') para
qualquer subconjunto proprio I’ de I,. Portanto, temos uma funcao bem definida
v : B, = Z(B,) fornecida por ¢(x) = I,.

Como B, é infinito, podemos aplicar o Lema e concluir que |B;| > | U I.|.

xeB,

Como x € (I,) paratodososx € B;,V = { U I..). Portanto, U I, é um subcon-
x€B; x€B;

junto de B, que gera o espago V. Logo concluimos que U I, = B,. Em particular,
T€B;
|B;| > |B,y|. Invertendo os papeis de B, e B, temos que |B,| > |B;|.1sso com-

pleta a prova do teorema. |

Definicao Dimensao

A cardinalidade comum de qualquer base de V' é denominada dimensao de
V. Escreveremos dim V' para a dimensao de V. Se queremos enfatizar em
que corpo estamos, entao usaremos a notagao dimgV para a dimensao do
espaco vetorial sobre K. Assim, dimV = |B|, onde B € uma base qualquer
de V quando o corpo base K é subentendido.
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Vamos verificar as dimensoes de alguns dos nossos exemplos anteriores. No Exem-
plo 35, dimg,V = 1 e dimg, (V) = |R]|, a cardinalidade de R. No Exemplo 38,
dimg(0) = 0. No Exemplo 39, dim K" = n. No exemplo 41, dim M, ,(K) = m - n.
No Exemplo 42, dim V = |N|, a cardinalidade de N.

Se a dimensao de um espaco vetorial V for infinita, como nos Exemplos 35 e 42,
em geral nao faremos nenhuma tentativa de distinguir qual a cardinalidade de
dim V. Em vez disso, escreveremos simplesmente dim V' = co. Se V tiver uma base
finita {x1,...,x,}, diremos que V & um espaco vetorial de dimensao finita e es-
creveremos dim V' < oo, ou, mais precisamente, dimV = n < oo. Por exemplo,
dim gC*(I) = oo, enquanto dim gpR™ = n < cc.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial sobre K.

Se W for um subespaco de V, entao dim W < dim V.

Se V for de dimensao finita e W é um subespaco de V tal que dim W =
dimV, W =V.

Demonstragdo. O Teorema 2.3 diz que qualquer base de um subespaco W de V
pode ser completada para uma base de V. Isso prova imediatamente os itens

elbvl |

Se V nao é de dimensao finita, entao é falso em geral. Um exemplo simples
ilustra esse ponto.

Exemplo 52. Seja V = K][z] e seja W o subespaco de V que consiste em todos 0s
polinbmios pares. Assim, W = {Z a;x% la; € K}. Uma base de W é claramente
0s mondmios de poténcias pares de z. Assim, dimV = dim W, mas W # V. <

Exercicios

Ex. 2.21 — Suponha que S é finito. Exiba uma base para o espaco de funcoes
K(S) = S¥

Ex.2.22 — Dado L C V, prove que se dim (L) = dim (V) < co. entao L = V.
Ex. 2.23 —

1. Prove que os Unicos subespacos de R, sao o proprio R e o subespaco nulo

2. Prove que todos os subespacos de R? sao o proprio R¥, o subespaco nulo
ou o subespaco consistindo de um multiplo de um vetor fixo em R2.
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3. Quais sao todos os subespacos de R3?

Ex. 2.24— Dado L um espaco n-dimensional sobre um corpo finito com g¢-
elementos.

1. Calcule o nimero de subespacos k-dimensionaisem L. Paral1 < k< n

2. Calcule o nimero de pares de subespacos L; e Ly com dim (L;), dim (L)
e dim (L; N Ly) fixos. Verifique que quando ¢ — oo 0 nimero de pares
relativos em posicao geral sobre o nimero total de pares com dim (L),
dim (Ly) dados se aproxima a 1.

Ex.2.25 — Seja X C V um subconjunto de um K-espaco vetorial V. Mostre que
(X) ={>,erpa-v:F C X éumsubconjunto finito e o, € K, Vv € F}.

Ex. 2.26 — Seja B um subconjunto de um espaco vetorial V. Mostre que B é LD
se e somente se existir v € B que pode ser escrito como combinagao linear dos
elementos de B\ {v}.

Ex.2.27 — Se e = {e;}ic; € uma base para V e f = {f;};cs € uma base para W.
Mostre que {(e;,0)}ier U{(0, f;)}jes € base para VB W.

Ex. 2.28 — Seja V um espaco vetorial sobre K de dimensao nao necessariamente
finita e seja B um conjunto LI em V. Mostre que se existir um elemento v € V que
nao seja combinacao linear de elementos de B, entdo o conjunto BU {v} é LI.

Ex. 2.29 — Seja V um K-espaco vetorial. Mostre que:

1. Os vetores vy, w2 sao linearmente independentes se e somente se (v1) N
<7)2> = 0.

2. Prove que (v1) N (v2) N {v3) = 0 nao implica que os vetores vy, va, v3 S€jam
LI.

3. Dado S = {s1,...,s,} C V. Prove que S é linearmente independente se e
somente se (S\s;) # (S) paratodo s; € S.

4. Prove que se A, B C V. Entao (A) + (B) = (AU B).

Ex. 2.30 — Mostre que se os coeficientes ay, ..., a, nao sao todos iguais a zero, o
hiperplano
H={(z1,...,2n) € R"|a121 + - + apx, = 0}

& um subespaco vetorial de dimensao n — 1 em R™.
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Ex. 2.31 — Prove que em qualquer conjunto de vetores S existe um subconjunto
S’ linearmente independente tal que (S) = (S").

Ex.2.32 — Se K = Zy, o0 subconjunto {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} de K3 é LD? e se
K = Z157

Ex.2.33 — Seja V = F(R,C) o C-espaco vetorial de todas as fungoes de R em C.
Prove que {fi, f2, f3} € Ll em V onde fi(z) = 1,fo(x) = €® = cos(z) + isen(z) e
f3(z) = e7*® para cada x € R.

Ex. 2.34 — Considere o espago das fungoes F(R,R). Mostre que 0s seguintes sub-
conjuntos sao LI

1. (fn)nen ONde f 1 x> e™*

2. (fa)acr ONde fo : x|z —al

Ex.2.35 — Seja V um espaco vetorial sobre R e considere no conjunto Vg =
{(u,v) : u,v € V} as seguintes operacoes de adicao e multiplicagao por um nu-
mero complexo:

(u1,v1) + (u2,v2) = (u1 + ug,v1 + v2)

(a+1iP0) - (u,v) = (qu — Bv, fu + av)

1. Mostre que V¢ € um espaco vetorial sobre C.
2. Seja {v1,v9,...,0,} C v um subconjunto

LI. Mostre que {(v1,0), (v2,0),..., (v,,0)} € {(0,v1),(0,v2),...,(0,v,)} Sa0
subconjuntos LI em V¢.

Ex. 2.36 — Para um C-espaco vetorial V, denotaremos por Vg 0 conjunto V visto

como R-espaco vetorial. Mostre que se {vy,va,...,v,} for um subconjunto LI em
V entao {v1,va,...,vn} € {v1,02,...,0,} U {ivy,iva,...,iv,} Sa0 subconjuntos LI
em Vk.

Ex. 2.37 — Seja V um espaco vetorial, mostre que sao equivalentes:
1. BéumabasedeV
2. B & um conjunto LI maximal (Se A é um subconjunto linearmente indepen-
dente de V, dizemos que é um conjunto linearmente independente maximo

se a adicao de qualquer vetor a A resultar em um conjunto que nao é line-
armente independente.)

3. B & um conjunto gerador minimal (Se A & um conjunto que gera V dizemos
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que & um conjunto gerador minimal se a remocao de qualquer vetor em
tudo de A resultara em um conjunto que nao gera V).

Ex. 2.38 — Seja V = (X) mostre que existe uma base B de V tal que B C X. Dica:

Defina um conjunto parcialmente ordenado e use o lema de Zorn.

Ex.2.39 — Ache uma base de M,, ,(C) como espaco vetorial sobre R. Qual é a
dim g (M,, ,(C))?

Ex. 2.40 — Seja S o R-espaco vetorial do Exercicio 2.14. Mostre que dimgS = n.
Dica: Use o Teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes: Considere a equacao
Y (1) 4 an_1y V@) + -+ ary (8) + aoy(t) =0 (2.6)

onde ag,ai,...,a,_1 € R. Dados Ag, A1,...,A,_1 € R, existe uma Unica solugao
y : R — R da equacao (2.6) verificando y(0) = Ay, /' (0) = A1, ...,y D(0) = A,
(condicoes iniciais da equacao (2.6)).

Construa n solucoes que formarao uma base do espaco das solucoes de (2.6), da
seguinte forma: considerando as condicoes iniciais Agp=1e Ay =---=A,_1=0
o TEU garante que existe uma Unica solucdo 3 : R — R de (2.6) que verifica
as condicoes y1(0) = 1 e ¢j(0) = -+ = yi”‘”(o) = 0. Repita o procedimento
considerando as condigoes iniciais A; =1 e A; = 0 para todo j # i com i variando
delan—1.

Ex. 2.41 — Determine se 0s espacos abaixo tém dimensao finita. Se sim determine
a dimensao e uma base para o espaco:

1. O conjunto de todas as sequéncias reais.

2. O conjunto das sequéncias reais que satisfazem ay = ap_1 + ar_o para
k> 3.

3. C™ visto como um espaco vetorial sobre C e visto como um espaco vetorial
sobre R.

4. O conjunto das sequéncias com apenas um nimero finito de termos nao
nulos.

5. O espaco das fungdes em F(X,R), |X| < co que se anulam em todos o0s
pontos de um subconjunto X, C X.

6. O espaco das funcgoes C([0, 1], R).

Ex. 2.42 — Dado um corpo IF. Um subcorpo K & um subconjunto de F que & corpo
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quando restringimos as operacoes de F a K.
1. Mostre que IF é espaco vetorial sobre K.

2. Suponha que V é um subespaco m-dimensional sobre F. Suponha que F é
um espaco n-dimensional sobre K. Qual a dimensao de V sobre K?

Ex. 2.43 — Seja W um subespaco de V com dim (V') < co. Prove que:
1. dim (W) < dim (V)

2. dim (W) =dim (V) se e somentese W = V.

EX. 2.44 — Mostre que R & um espaco vetorial de dimensao infinita sobre Q.

Soma de Subespacos

O conjunto S (V) de todos os subespacos de um espaco vetorial V' possui uma
estruturarica que apresentamos a seguir. Essa estrutura motiva e justifica algumas
das defini¢coes que apresentamos. Em S (V) temos uma relagao de ordem dada
pela inclusao de conjuntos. Com essa ordem S (V) é parcialmente ordenado pela
inclusao de conjuntos. Nessa ordem, o subespago zero {0} &€ o menor elemento
em S (V) e oespago V € o maior elemento.

Se S, T € S(V), entao é facil de demonstrar que SNT é o maior subespago de V/
contido simultaneamente em S e T. Em termos de inclusao de conjuntos, SNT &
o maior limite inferior de S e T. Da mesma forma, se {S; |i € I'} € uma colegao de
subespacos de V, entao sua intersecao é o maior limite inferior dos subespacos

inf{Si|z'€I}: ﬂSz

icl

Para determinar o menor subespaco de V contendo os subespacos S e T, fazemos
a seguinte definicao.

Definicao Soma

Se S e T sao subespacos de V. Asoma S + 1" é definida por

S+T2{z+y|lxzeS, yeT}

Em geral, a soma de qualquer colegao {S;|¢ € I} de subespacos é o conjunto de
todas as somas finitas de vetores da uniao J,¢; S

Zszé{$1++$n|$J€USZ}

icl iel
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@ Proposicao

Dado uma colecao {S; |i € I} de subespacos. Entao sao equivalentes:

W € o menos subespaco contendo S; parai € I
W = (U{S:|ieI})
W= Zie[ Si

A demonstracao sera deixada como exercicio.
Ou seja, acabamos de mostrar que a soma € a menor das cotas superiores.
sup{Si|i EI} :ZS’L
i€l
Se um conjunto parcialmente ordenado P tiver a propriedade de que cada par de
elementos tem um infimo e supremo entao P sera denominado reticulado. Se P
tiver um menor elemento e um maior elemento e possuir a propriedade de que

toda colecao de elementos possui um infimo e supremo, entao P &€ denominado
reticulado completo.

@ Teorema

O conjunto S (V) de todos os subespacos de um espaco vetorial V' & um
reticulado completo sob inclusao de conjuntos, com o menor elemento {0},
maior elemento V,

inf{S;|i €I} =S e (2.7)
i€l
sup{S;|i e I} = ZSZ- (2.8)
el
Soma Direta

Como veremos, existem muitas maneiras de construir novos espacos vetoriais a
partir dos antigos.

Soma Direta Externa Se V e W forem espacos vetoriais sobre um corpo K, o
produto cartesiano

VxW={(v, w):veV, weW}
pode ser munido de uma estrutura de espaco vetorial definindo as operacoes

(v1, wy) + (va, wa) = (v1 + v2, wy + ws) (2.9)
Av, w) = (v, \w) . (210)
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0 produto cartesiano V x W, munido das operacdes de espaco vetorial acima, €
denominado de soma direta externade Ve W.

A construcao anterior pode ser generalizada facilmente.

@ Definicao Soma Direta Externa

Sejam Vi, ..., V, espacos vetoriais sobre um corpo K. A soma direta externa
de 1, denotado por V=V, B---BV, é 0 espaco vetorial V=17 x --- x V,
cujos elementos sao as énuplas ordenadas, i.e,

VlEEVn:{(xly ceey $n)|wz€%a Z:17 DR} Tl}

com as operagées componentes a componentes

(>

(Y1, oy Yp)+ (21, ooy, @) = (Y + 21, ooy Y, +Tp) (211)
Mz, ..., ) 2 A2y, ..., Ay) (212)

Exemplo 57. O espaco vetorial K* é a soma direta externa de n copias de K, isto

e,
K"=KH-.-HK

<

Essa construcao pode ser generalizada novamente para qualquer colegao de es-
pacos vetoriais, generalizando a ideia de que um énupla ordenada (1, ..., ®,) é
apenas uma funcao f : {1, ..., n} — UV; do conjunto de indices { 1, ...,n} para
a uniao dos espagos com a propriedade que f(i) € V;.

@ Definicao Produto Direto

Seja F = {V;|i € I} familia de espagos vetoriais acima de K. O produto
direto de F é 0 espaco vetorial

[[Vi2{r:E—JVilf6) e Vi}

iel i€l
pensado como um subespaco do espaco vetorial de todas as fungoes de
I — UV;.

Sera mais til restringir o conjunto de funcoes aquelas com suporte finito.

@ Definicao Suporte

Seja F = {V; |4 € I} uma familia de espagos vetoriais sobre K. O suporte de
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uma funcao f : K — UV; € o conjunto
suporte(f) = {i € I| f(i) # 0}

Assim, uma funcao f tem suporte finito se f(i) = 0 para todos, exceto um nimero
finitodei e I.

@ Definicao Soma Direta Externa

A soma direta externa da familia F é o espago vetorial

[+]V: £ {f : I = | J Vil £(i) € Vif possui suporte finito }

i€l iel

i€l

visto como um subespaco do espaco vetorial de todas as fun¢oes de I — UV;.

Um caso especial importante ocorre quando V; = V para todos os i € I. Se permi-
tirmos que V! denote o conjunto de todas as funcbes de I a V e (V1), denote o
conjunto de todas as funcées em V1 que possuem suporte finito entdo

[[v=v" e [+]v=(")

iel el
Observe que o produto direto e a soma direta externa sao 0s mesmos para uma

familia de espacos vetoriais finita.

Exemplos 61. O espaco vetorial K> é produto direto de K e (K*), € soma direta
externa:

K* =K e (K*)=[+]K

i€EN 1€N

Somas Diretas Internas

@ Definicao Soma Direta

Seja V é um espaco vetorial. Dizemos que V é a soma direta (interna) de uma
familia S = {S; |7 € I} de subespagos de V se todo vetor v € V puder ser
escrito, de uma maneira Gnica (exceto pela ordem), como uma soma finita
de vetores dos subespacos em [, isto &, se para todo v € V,

v=v1+ --+v, COMuv; €S5; e

v=v]+---+v,,, cOMv; €S;

Entdo m = n e (apos trocar os indices se necessario) v; = v’ para i =

={f:1—|JVil f(i) € Vi, £(i) & 0 exceto por um nimero finito de termos.}
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1,...,n.

Se V é a soma direta de S, escrevemos

V=@ps:

icl

Se § ={81, ..., S,} € uma familia finita, escrevemos

V=5& - --®S,

Os conceitos de soma direta interna e externa sao essencialmente equivalentes
(como veremos esses espacos sao isomorfos). Por esse motivo, costumamos usar
o termo soma direta sem qualificagao.

Observe que uma soma é direta se, e somente se, sempre que u;, + -+ +u;, =0
em que u;;, € S;, € ij # ip entao u;, = 0 para todos os j, isto &, se e somente
se 0 tiver uma representacao Unica como uma soma de vetores de subespacgos
distintos. Essa afirmacao motiva a seguinte definicao e a proxima proposicao.

@ Definicao Espacos Independentes

Seja V um espaco vetorial e {W7, ..., Wi} seja um conjunto de subespacos
de V. Esse conjunto de espacos é independente se 0 = wy + -+ - + w; COM
w; € W; implica w; = 0 para todo i.

@ Proposicao

Seja V' um espaco vetorial e {W7y, ..., Wi} seja um conjunto de subespacos
deV.EntaoV éasomadireta V=W, @ .- O W, se

V=Wi+---+W,e

{W1, ..., Wi} sdo independentes.

A seguinte caracterizacao de somas diretas é bastante Util.

@ Teorema

Um espaco vetorial V' é a soma direta de uma familia S = {S;|: € I} de
subespacos se e somente se

VeéasomadosS;, V=> ;85
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Paracadaie I, 5N (>, S;) = {0}

Demonstracdo. Suponha primeiro que V seja a soma direta de S. Entao |« | é ver-
dadeiro e se

veS;N (Z S])
J#i
entao v = s; para algum s; € S; e
v =85+t 8y,

onde s;, € S;, e ji # i para todos os k = 1,...,n. Portanto, pela unicidade das
representacoes de soma direta, s; = 0 e, portanto, v = 0. Logo demonstramos
Para a reciproca, suponha que |« |e| s |sejam validos. Precisamos apenas verificar
a condicao de unicidade

v=sj+---+sj e (213)

v=ty +- -+t (214)

onde sj, € Sj, e ty, € Sy, e incluindo termos adicionais iguais a 0, podemos

assumir que o indice define {j1, ..., jn} € {k1, ..., km} Sa0 0 mesmo conjunto
{i1, ..., ip}, istO €
v==8;, +---+s;, € (215)
v="t; + -+t (216)

Mas (s;, —t;,)+---+(s;, —t;,) = 0. Portanto, cada termo s;, —t;, € S;, € umasoma
de vetores de subespacos diferentes de S,,, que so pode acontecer se s;, —t;, = 0.
Portanto, s;, = t;, para todos os i, e assim demonstramos que V' € a soma direta
de S. ]

Se tivermos apenas dois subespacos {W;, W}, essa condi¢ao simplesmente indi-
cara Wy N Wy = {0}. Se tivermos mais de dois subespacos, essa condicao & mais
forte que a condicao W; N W; = {0} para i # j.

Exemplo 66. Seja M, ,(K) o espaco vetorial das matrizes n x n com entradas
em K. Seja sl,,(K) € M,,,(K) é o subespaco de matrizes cujos traco é zero. Seja
D c M, »,(K) o subespaco gerado pela matriz identidade 1,,.

E facil verificar se sl,,(K)N D = {0}. Para ver que sl,,(K) + D = M,, ,(K), considere
qualquer matriz A = [a;4]. Defina o = tr(A) e B = A — a1, Entdo, claramente,
A =B+ al,, ondetr(B) =0eal, € D. Portanto, M,, ,,(K) = sl,,(K) & D.

Exemplo 67. Toda matriz A € M,, ,(K) pode ser decomposta como

1 1
A:§m+Aq+§m—A%=B+C (247)
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onde At é a transposta de A. E facil verificar que B é uma matriz simétrica e C é
assimétrica e assim temos uma decomposicdo de A como a soma de uma matriz
simeétrica e uma matriz simétrica.

Como os conjuntos Sim,, ,, e ASim,, ,, de todas as matrizes simetricas e assimetricas
em M, (K) sdo subespagos de M,, ,,(K), temos que

M, o (K) = Sim,, ,, + ASim,, ,,

Além disso,se S+ T = S’ +T', onde S e S’ sao simétricas e T e T' sao antissimeé-
tricas, entdo a matriz
U=S—-8 =T -T

é simetrica e antissimétrica. Portanto, se char(K) # 2, devemos ter U = 0 e, por-
tanto, S = S' e T = T'. Assim se char(K) # 2 a soma é direta:

M, (K) = Sim,, ,, & ASim,, ,,

Decomposicao em Somas Diretas

@ Proposicao

Seja V um espaco vetorial e seja {Wi, ... , W} um conjunto de subespacos
de V. Seja, B, seja uma base de W;, para cada i, e deixe, B = UB,. Entao

EgeraVseesomenteseV:W1+~-~+Wk.

B € linearmente independente se e somente se {Wy, ... , Wy} for
independente.

B é uma base para V se e somentese V=W, @ --- d Wy.

A demonstracao da proposicao sera deixada como exercicio

@ Corolario

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e {W1,..., Wy} um conjunto
de subespagos com V = Wy @ - -- @ Wy. Entao dim (V) = dim (Wy) +--- +
dim (Wk)

A demonstracao da proposicao sera deixada como exercicio
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@ Corolario

Seja V um espaco vetorial da dimensao n e seja {Wh,..., Wi} um conjunto
de subespacos. Sejam n; = dim (W;).

1] Seng+---+ng >mn, entdo {Wy, ... , Wi} ndo é independente.
Seny+---+ng<nentao VW +---+ W

Se nq + --- +n, = n, 0 seguinte é equivalente:

V=W & - &W.
V=W 4+ -+W;
{W1, ..., Wi} é independente.

@ Definicao Complemento

Seja V um espaco vetorial e Wy seja um subespaco de V. Entao Wy € um
complemento de Wy se V. =W, & Ws.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial e W seja um subespaco de V. Entao Wy possui
um complemento W’. Além disso temos dim V = dim W + dim W’

Demonstracdo. Suponha que W seja um subespaco de V. Seja B uma base de W.

Pelo Teorema 2.3, existe uma base B’ de V tal que B C B’. Seja W’ = (B’ —B). Como
B =BU(B —B),V =(B)=(B)+ (B —B) = W + W’ Como B’ & linearmente
independente e BN (B’ — B) = 0,(B) N (B' — B) = (0). Assim, W N W' = (0), e a
prova de| | esta completa.

Observagao 73. O subespaco W' de V construido no do Teorema 2.3 é chamado
um complemento de W em V. Ressaltamos que em geral o complemento ndo é
nico(embora sejam isomorfos). Exceto quando Wy = {0} (onde Wy = V) ou Wy =
V (onde W, = {0}), o subespaco W nunca é Gnico. Sempre podemos escolher
uma maneira diferente de estender, B, para uma base de V, a fim de obter um Wy
diferente.
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Teorema

Se V for de dimensao finita e Wy e W5 sao subespagos de V, entao

Demonstracao. Seja B, = {x1,...,x,} uma base de W; N Ws. No caso particular
em que W N Wy = (0), faremos B, = (). Pelo Teorema da Extensao 2.3, podemos
completar B, para uma base B, = {x1,...,2n,y1,-.-,Y,,+ de Wi. De modo ana-
logo, podemos completar B, para uma base B, = {x1,..., @y, 21,...,2,} de Wha.
Assim, dim W7 N Wy = n,dimW; = n+m, e dim Wy = n + p.

Afirmamos que B = {z1,..., %y, Y1, .., Yy, 21, ..., Zp} € UMa base de Wy + Wa.
Claramente (B) = Wy + Wh.

Precisamos apenas argumentar que B é linearmente independente. Suponha que

n m p
Zmiwi + Zylyl + Zzz-zi para alguns x;,v;, z; € K.
i=1 i=1 i=1

Podemos reescrever a equagéo anterior como

p n m
Zzizi = — szwz — Zyzyl =0 para alguns z;,y;, z; € K.
i=1 i=1 i=1

P
Comparando ambos os lados da equacao temos que Zzizi e WinW, =

i=1
P

({1,...,@,}). Logo podemos escrever »  zz; como:
=1

p n
E ZiZ; = E W; X;
i=1 i=1

Mas como B, & base os coeficientes coeficientes z; sao zero.

n m

Assim, inwi = Zyzyl Como B, é uma base de Wy, concluimos que z; = - - - =
i=1 i=1

Logo B € linearmente independente. Assim, dim (W, + W5) = |[B] =n+m+pe

a prova de | 4 | segue. |

Alguns comentarios sobre o Teorema 2.4.2. Ele é verdadeiro, independentemente
de V ser finito dimensional ou nao. A prova € a mesma que a fornecida acima
quando dim (W7 + Ws) < oo. Se dim (W) + Wy) = oo, entao Wy ou W, € um
subespaco de dimensao infinita com a mesma dimensao que Wy + Ws. Assim, o
resultado ainda é verdadeiro, mas bastante desinteressante.

Finalmente, o Teorema 2.4.2 pode ser generalizada para uma familia finita de su-
bespacos Wi, ..., Wy de V.
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@ Corolario

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita da dimensao n. Suponha que
Wi, ..., Wy sejam subespacos de V. Para cada i = 1,...,k, defina¢; = n —
dim W;. Entao

k k—1
O dim(Win---NWe) =n—> ¢+ n—dim(Win---NW;)+ Wi
i=1 j=1

k
O dim (Wi N---NWy) Zn—ZCi.
=1
k

0 dim(WiN--- N W) =n — Zci se e somente se for para todos i =
=il

+((\wy) =V

J#i

1.k,

Demonstragdo. A parte [« |segue do Teorema 2.4.2| | por inducao. As partes | » | e
sao consequéncias faceis de |« |. Deixamos os detalhes técnicos para um exer-
cicio no final desta secao. [ |

Exercicios

Ex. 2.45 — Mostre que se U C S entao
SNT+U)=(SNT)+U

Essa propriedade é denominada Lei Modular para o reticulado S(V).

Ex. 2.46 — Para quais espacos vetoriais a lei distributiva de subespacos
SNT+U)=(SNT)+(SND)

é verdadeira? Essa propriedade & denominada Lei Modular para o reticulado S(V).

Ex. 2.47 — Dado S um subespacode Vewve V.0 conjuntov+S ={v+s:seS}
é chamado subespaco afim de V.

1. Quando um subespaco afim de V é subespaco de V?

2. Mostre que dois subespacos afim z+5 e y+.5 ou sao iguais ou sao disjuntos.

Ex. 2.48 — Seja X C V um subconjunto de um K-espaco vetorial V. Mostre que
(X) ={>,erpa-v:F C X éumsubconjunto finito e o, € K, Vv € F}.
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Ex. 2.49 — Prove que
1. Se S1 C Sy, (S1) C (Sa).
2. Sex € (5), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (57).
3. S C(S) paratodosos S e Z2(V).
4. Paracada S € Z(V), ((S)) = (S).

5. Seye(Su{x})ey & (S),entaoxz e (SU{y}). Aquiz,ycVeSecPV).

Ex. 2.50 — Dé um contra-exemplo que a uniao de subespagos nao é necessaria-
mente um subespaco.

Ex. 2.51 — Mostre que se Wy e W, sao subespacos de V, entao Wy U Wy & um
subespaco vetorial se e somente se Wi C W, ou Wy C W,

Exercicios

Ex. 2.52 — Seja V um espaco vetorial e seja {Wy, ... , Wi} um conjunto de su-
bespacos de V. Seja, B, seja uma base de W;, para cada i, e deixe, B = UB,. Mostre
que

1. BgeraV seesomenteseV=W;+---+ W;g.

2. Bélinearmente independente se e somente se {W7y, ..., Wy} forindepen-
dente.

3. Béumabase paraV seesomenteseV=W;3---dW,.

Ex. 2.53 — Seja V um espaco vetorial da dimensao n e seja {W1,..., Wi} um con-
junto de subespacos. Sejam n; = dim (W;).

1. Seny+---+mn,>n,entdo {Wy, ..., Wi} nao é independente.
2. Seny+--+np<mentao V#£Wy + -+ W
3. Seny +---+mn, =n, 0Seguinte é equivalente:
AV=W & -&W,.
b) V=Wi+--+ W,

c) {Wy, ..., Wi} éindependente.
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Ex. 2.54 — Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita {W1,..., Wi} um con-
junto de subespacos comV = Wy @ --- @ Wy. Entao dim (V) = dim (W3) +--- 4+
dim (Wk)

1. Ache o subespaco complementar a Ls = {p(z) € P, : p(1) =0} em P, 0
espaco vetorial dos polindmios de grau menor igual que n

Ex. 2.55 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita da dimensao n. Suponha
que Wh,..., Wy sejam subespacos de V. Para cada i = 1,...,k, defina¢; = n —
dim W;. Entao

k k—1
Todim(Wyin- W) =n—> ¢+ n—dim((Win---NW;) + Wi
i=1 j=1

k
2. dim(Wlﬂn-ﬁWk)Zn—Zci.

i=1
k
3. dim (WyN---NW,) =n— Y _c; seesomente se for paratodosi =1,...,k,

i=1

W, + (ﬂ Wj) =V
J#i

Coordenadas

Suponha que V seja um espaco vetorial de dimensao finita n sobre K.

Definicao Base Ordenada

Uma base ordenada para V é uman-tupla ordenada (xy, ..., x,) de vetores
para 0s quais o conjunto {xy, ..., ®,} € uma base para V.
Sex = (x1, ..., x,) for uma base ordenada para V, entao para cada y € V havera
uma Unica n-tupla (y1, ..., y,) de escalares para os quais

Y=yT1+ -+ YnTy

Assim, se x = (x1,...,®,) € uma base ordenada de V, temos uma fungao natural
[ ]x:V —K,, denominada mapa de coordenadas, definida da seguinte forma.
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@ Definicao Coordenadas de um vetor

Se X = (x1,...,®,) € uma base de V, entdao definimos as coordenadas do

n
vetor y = Zyzwl na base x como
i=1

[y]lé (yla"‘7yn)t € Kn

Como x € uma base de V, a representacao de um determinado vetor y como uma
combinacao linear de x1,...,x, € Unica e assim temos que a funcao esta bem
definida.

Afuncao [ - Jx : V — K, &€ uma bijetiva e preserva a adi¢ao de vetores e a multi-
plicacdo escalar. Consequentemente, [A\y + A2z]x = A1 [y]x + A2[2]x para todos os
A, A2 € Key,z € V.Como veremos em breve [ - [x € um exemplo de transforma-
¢ao linear.

@ Definicao Componentes
O vetor coluna [y]x costuma ser denominado componentes de y na base x.
Exemplo 79. Seja V = M »2(K) e considere os vetores

01 0 1 10 1 0
a, = , Qg = , a3z = , Qg =
! 10 2 1 0 ’ 0 1 * 0 -1

E facil ver que a = (ay, as, a3, ay) € uma base ordenada para Mo o(K). Em particu-
lar qualquer matriz A = (a;;) pode ser escrita como

air a2 a1z + a1 a1 — a1 a1 + a2 ail — a2
= a; as as a4
a1 a2 2 2 2 2
E logo
aiz+taz
2
l( a1 a1 )] |
- aii+asz
az1 a2 a D)
a1l —azz
<
Suponha que X = (x1,...,2,) €y = (y;,...,y,) sao duas bases de V. Ha um

relacao simples entre as componentes de um determinado vetor z nas x e y. Para
entender essa relacao definimos
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Definicao Matriz Mudanca de Base

A matriz mudanca de base de y para x, denotada por My _x, éamatrizn xn
cujas colunas sao definidas pela seguinte equagao:

Myﬁxé([?h]x [yn]l)

Na equagao 2.5, a i-ésima coluna de My_,x € a matrizn x 1 [y;lx.

A multiplicacao por My_,x induz uma aplicacao de K,, a K,, que conecta as compo-
nentes nas bases x ey.

Teorema Mudanca de Base

My_x[z]y = [2]x para todos 0s z € V.

Demonstracdo. Vamos denotar a i-ésima coluna de qualquer matriz M por
Col;(M). Entao, para cadai=1,...,n, temos

Myox[y:ly = Myo(0,. .., 0,1,0,..., 0)' = Col, (Myﬂ) = [k

Portanto, o teorema é verdadeiro paray €y.

Agora, ja observamos que [ - |y e [ - |x preserva a adicao de vetor e multiplicacao por
escalar. 0 mesmo acontece com a multiplicagao por My_,x como uma aplicacao em
K,. Como qualquer y € V & uma combinacao linear dos vetores em y, concluimos
que My_x[z]y = [z]x para caday € V. [ |

Podemos representar as afirmacoes do Teorema 2.5 em termos do seguinte dia-
grama comutativo:
Vv (218)

My_x

Por um diagrama, queremos dizer uma colecao de espacos vetoriais e aplicagoes
entre esses espacos. As aplicacoes sao representadas como setas. Dizemos que um
diagrama é comutativo se duas sequéncias de aplicacdes (ou seja, composicoes de
funcoes no diagrama) que se originam no mesmo espacgo e terminam no mesmo
espaco forem iguais. Portanto, o diagrama 218 & comutativo se, e somente se, 0s
dois caminhos de V para K,,, sao 0 mesmo mapa. E exatamente isso que o Teorema
2.5 diz.

Exemplo 82. Seja V = Ksz] 0 espago de todos os polinémios de grau menor igual

as. Sejam E = (P17p27p37]94) = (an‘rzvxg) eg = (Q1»(I27QB»(J4) = (1a ({E - 1)’ ({E -
1)%, (z — 1)3) duas bases ordenadas de D. Entdo
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q1 = p1

g2 = —1p1 +p2

gs =p1— 2p2 +Dp3

g4 = —1p1 + 3p2 — 3ps + pa.

Entdo a matriz mudanca de base é dada por

1 -1 1 -1
0 1 -2 3
Mc g =
0 0 1 -3
0 0 0 1
e sua inversa é
1 1 1 1
01 2 3
Mg =
0 0 1 3
0 0 0 1

Espacos Linha e Coluna

Seja A € M, n(K). As linhas de A geram um subespaco de K" conhecido como
espago de linhas de A e denotado EspLin(A) enquanto as colunas de A geram
um subespaco de K™ conhecido como espaco de colunas de A e denotado por
EspCol(A).

As dimensoes desses espacos sao denominadas posto por linha e posto por co-
luna, respectivamente. Denotamos o posto por linha por rank;(A) e o posto por
coluna por rank.(A).

Demonstraremos que posto por linha de uma matriz & igual ao posto por coluna,
apesar de se m # n, 0 espaco da linha e o espaco da coluna nao estarem no
mesmo espaco vetorial.

Nossa demonstracao desse fato depende da seguinte proposicao sobre matrizes.

Proposicao

Seja A € M, »(K). As operacoes elementares por coluna nao afetam posto
por linha de A. Da mesma forma, as operacoes elementares por linha nao
afetam posto por coluna de A.

Demonstracdo. Vamos demonstrar a primeira afirmacao.
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Observe que uma relacao de dependéncia linear entre algumas linhas de uma
matriz A é equivalente a existéncia de um vetor nao nulo v comvA =0.Se E é
uma matriz elementar e B = AF, entao vB = vAFE = 0; inversamente, se vB = 0,
entdo vA = vBE~! = 0. Portanto, se um conjunto de linhas de A for linearmente
dependente, o conjunto correspondente de linhas de B também sera linearmente
dependente e vice-versa.

Sejam e; sao os vetores de base padrao em K™. Como a i-ésima linha de A é dada
por e; A temos que espaco de linha de A é

EspLin(4) = (e14, ..., e, A).

Executar uma operacao de coluna elementar em A é equivalente a multiplicar A
a direita por uma matriz elementar E. Portanto, o espaco da linha de AE é

EspLin(AE) = (e AE, ..., e, AE)
e como E é invertivel,
rank;(A) = dim (EspLin(A4)) = dim (EspLin(AFE)) = rank;(AE)

como desejado.

A demonstracao da segunda afirmacao € analoga a demonstracao da primeira afir-
macao.

@ Teorema

Se A € M, n, rank;(A) = rank.(A). Esse numero € denominado posto de A
e é indicado por rank(A).

Demonstracdo. Pelo lema anterior, podemos reduzir A para a forma escalonada
reduzida por coluna sem alterar o posto por linha e o por coluna. Em seguida,
podemos reduzir ainda mais A para forma escalonada reduzida por linha sem
afetar nenhum dos postos. Logo a matriz resultante M tem 0os mesmos postos por
linha e coluna que A. Mas M & uma matriz com 1's seguidos por 0's na diagonal
principal e 0's em outros lugares. Consequentemente,

rank;(A) = rank;(M) = rank.(M) = rank.(A)

como desejado. [ |

Exercicios

Ex. 2.56 — Seja P,(x) o conjunto de todos os polindmios com coeficientes num
corpo F de grau menor igual a n. Mostre que:
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1. 1,z,...2" €uma base para L. As coordenadas do polindmio nessa base sao
0s seus coeficientes.

2. L,x —a,(xr —a)?,....(x —a)” uma base de L. Se char(K) = p > n entao as

)
coordenadas do polindmio nessa base sao {f(a), f'(a), f”;),...%}

Ex. 2.57 —
1. Verifique que B = (14 z,1+ 22,1 + 2z — 22?) é uma base para Ky(z).

2. Calcule as coordenadas dos vetores [1]g, [z]s, [2°]s.

Ex. 2.58 — Sejam fi(z) = fé(zfl)(fo)(xfii), fa(x) = %x(m—2)(x—3), fa(x) =

—%x(m —1)(x = 3), fa(z) = é.’lﬁ(l‘ —1)(x—2).

1. Prove que B = (f1, fa, f3, fa) @ uma base para Rs)[z].

2. Se g(X) € Resy[z], prove que [g]p =

Ex.2.59 — Seja B = (f1, f2, f3, f1) seja a base de Rs[z] do Exercicio anterior.
Calcule os vetores de coordenadas da base candnica, (1, z, z2, #®) em relacdo a
B.

Ex. 2.60 — Seja B uma base para o espaco vetorial finito dimensional V sobre o
corpo K e deixe uy, ..., ug) Seja uma sequéncia de vetores em V. Prove que
((ua, ..., ug)) =V se e somente se ({[u1lg, - -, uxls) = K"

Ex. 2.61 — Seja B uma base para o espaco vetorial dimensional n V sobre o corpo
Kedeixe (uq, ..., u,) Seja umasequéncia de vetoresem V. Prove que (ug, ..., uy,)
& uma base para V se e somente se ([u1]p,- .., for um base para K".

Bandeiras

Definicao Bandeira

Uma sequéncia de subespacos encaixantes ascendente Vo c Vi1 C ... C V,,
do espaco V é denominada de bandeira ou cadeia ascendente.
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O ndmero n & denominado comprimento da bandeira V, ¢ V; Cc ... C
V..
Definicao Bandeira Maximal

Uma bandeiraVp C V4 C ... CV, C...éditamaximalse V; = {0}, UV; =V
e se nenhum subespaco puder ser inserido entre V;, Vi1 (para qualquer )
istoéseV; CW CViyg,entaoW =V, ou W = V1.

Exemplo 87. Em P,(z) temos a bandeira maximal:

{0} C Py(z) C Pi(z) C -+ C Py(x)

<

Um bandeira de comprimento n pode ser construido a partir de uma base orde-

nada e = (e1, ..., e,) do espago V definindo Vo = {0} e V; = ({e1, ... , &;})
parai = 1,...,n). Essa bandeira € denominada bandeira candnica associada a
base e.

Essa bandeira € maximal e num espaco vetorial de dimensao finita todas as ban-
deiras maximais podem ser construidas assim.

Teorema

A dimensao do espaco vetorial V' é igual ao comprimento de qualquer ban-
deira maximal de V.

Demonstragdo. Vamos provar apenas o caso em que dim V' é finita.

Seja Vo € Vi C Vo C ... uma bandeira maximal em V. Para ¢ € I, selecionamos

um vetor e; € V;\V;_1. Mostraremos que o conjunto {ej, ..., e;} € uma base do
espago V;.

Primeiro, o subespaco gerado por {ejy, ... , e;_1} esta contido em V;_; e e; nao
esta em V;_1, e segue porinducao em i que o conjunto {ey, ..., e;} & linearmente

independente, para todos 0s i.

Agora mostraremos por inducao que {ey, ...,e;} gera V;. Suponha por hipotese
indutiva que isso seja verdade parai—1esejaV’' = (eq, ..., e;).Entao V,_; C V'
de acordo com a hipotese de inducao e V;_1 # V' pois e; € V;_1. A condicao de
maximalidade da bandeira implica entao que V' = V;.

Assim,se Vo C Vi C ... C V,, = V for uma bandeira maximal finita em V, entao,
os vetores {ey, ..., ey}, e; € V;\V;_1, formam uma base de V e logo n =dim V.
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Uma bandeira em um espaco de uma dimensao finita, V, pode ser estendida a

bandeira maximal e, portanto, seu comprimento & sempre menor ou igual adim V.

De fato, se continuamos a inserir subespacos intermediarios no bandeira inicial
este processo nao pode continuar indefinidamente, porque o conjunto de vetores
{e1,..., e;), e; € V;\V;_; € um conjunto linearmente independente. Portanto, o
comprimento do bandeira nao pode exceder dim V.

Dizemos que um espaco vetorial satisfaz a condicao da cadeia ascendente (acc)
se para qualquer sequéncia ascendente de subespagos

W1CW2CW3C"',
eventualmente se estabiliza, isto €, existe um nlimero inteiro positivo n tal que
Wn:Wn+1 :Wn+2:"' .

Da mesma forma, diz-se que P satisfaz a condicao da cadeia descendente (dcc) se
todas as sequéncias descendentes de subespacos

WiD>Wy DW3gD---

eventualmente se estabiliza.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial sobre K. Entao, sao equivalentes:

V' é de dimensao finita;
V tem uma bandeira maximal;
V satisfaz a condicdo da cadeia ascendente (acc);

V satisfaz a condicao da cadeia descendente (dcc).

Exercicios

Ex. 2.62 — Mostre que se V & um espaco vetorial sobre K. Entao, sao equivalentes:

1. V é de dimensao finita;
2. V tem uma bandeira maximal;
3. V satisfaz a condicao da cadeia ascendente (acc);

4. 'V satisfaz a condicao da cadeia descendente (dcc).

Ex.2.63— Seja0 =V, C V4 C ... C V,, = W; uma bandeira maximal para W; e

= =
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0=LyC L C...C L, =W, uma bandeira maximal para W». Mostre que
0=VoCViC...CVo SV @ L CVu®LoC...CVp @ Ly =W1iaWo=V

é bandeira maximal para V- = W; @ W». Conclua (mais uma vez) que dimensao da
soma direta de espacos vetoriais de dimensao finita tem dimensao finita igual a

soma das dimensoes.
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Capitulo

Transformacges fineares

Neste capitulo vamos nos dedicar a um tipo especial de fungdes entre espacos

o Neste capitulo:
vetoriais: as lineares.

As transformacoes lineares sao as funcoes que preservam a estrutura vetorial - » Definicio e Exemplos (p. 88)
oU seja, as operacoes e e 0s axiomas de adicao e multiplicacao por um escalar. » Isomorfismos (p. 100)

E o estudo das propriedades dessas transformacoes lineares &€ um dos objetos ~ Teerens de MNides-
centrais da algebra linear e nesse texto culminara com as Formas Normal de Jordan Imagem (p. 104)

e na Forma Racional. » Representagao Matricial

dos Homomorfismos (p. 111)

As transforma(;oes lineares sao vitais em praticamente todas as areas da ciéncia e » Somas Diretas e Proje-

outras areas da matematica. Praticamente todas as areas da ciéncia moderna con- cdes (p. 117)

tém modelos onde as equagoes sao aproximadas por equagoes e transformagoes » Mudanca de Corpo (p. 121)
lineares (aproximando a funcao pela sua derivada/"argumentos de expansao de

Taylor”).

Definicao e Exemplos

@ Definicao Transformacao Linear

Seja V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma fungao 7' : V. — W é
denominada de transformacao linear ou homomorfismo se

T(Mx+ Ay) = T (x) + AT (y) para todos 0s Aj, A2 e Kex,y € V.

z,y —>=T(z), T(y) z— > T(x)
Tty —= T(x)+ T(y) A — AT ()

Uma transformacao linear de V para V' é dita operador linear em V. E uma trans-
formacao linear de V para K é denominada de funcional linear em V.

Comecaremos apresentando alguns exemplos.

Exemplos 2.
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O A aplicacao 0 : V. — W que envia todos os vetores para 0 € W é uma
aplicagdo linear. Vamos denominar essa aplicagdo de transformagdo nula
ou mapa nulo.

O A transformacdo linear identidade 1, : V — V é a transformacdo linear
definida como Iy (v) = v para todo v € V. Quando nado for gerar confusao
escreveremos simplesmente L

Definicao
E usual também a seguinte nomenclatura

o endomorfismo para operador linear.

O monomorfismo para transformacao linear injetiva.
O epimorfismo para transformacao linear sobrejetiva
O isomorfismo para transformacao linear bijetiva.

O automorfismo para operador linear bijetivo.

Exemplo 4. Se V é um espaco de dimensdo finita com base ordenada x =
(X1,...,@y), entdo [ - |x V — K, é uma transformacdo linear bijetiva, ou sejaq,
um isomorfismo. <

Exemplo 5. A transposicdo, A — A' é uma aplicacdo linear de M, ,(K) —
Moy (K). <

Exemplo 6. Suponha que V = M,, ,(K) e A € M,, ,,(K). Entdo a multiplicacdo
por A (necessariamente a esquerda) induz uma transformacado linear Ly : V. — V.
dada porLa(B)=ABpara Be V. <

Os exemplos 4 e 6 mostram que o diagrama comutativo em 218 consiste em trans-
formacoes lineares.

Exemplo 7. Seja V. = C*(R), o espaco vetorial das fungoes a valores reais infini-
tamente diferenciaveis.

Para um namero real a,seja B, : V. — R a avaliagdo em a, ou seja, E,(f(z)) =
f(a). Entdo E, é uma transformacdo linear. Também temos a transformagao
linear E,: V — V, em que E,(f(x)) é a funcdo constante cujo valor é f(a).

Seja D: V — V a diferenciagdo, isto é, D(f(z)) = f'(z). Entdo D é uma trans-
formacao linear.
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Para um namero real a, sejal,: V — V a integracdo definida comecando em
t = a, OU Sejaq,

L)@ = [ For
Entdo 1, € uma transformacao linear.

Também temos a transformacdo linear I¢ = E; o 1. Dessa forma

b
2(f(@)) = (B o L) (f(x)) = / f(@)dz.

@ Teorema Fundamental do Calculo

1| Dol =1.
I,oD =1-E,.

Exemplo 9. Suponha V' = Klz]|. Podemos definir uma derivada formal em V da
seguinte maneira: Se p(z) = >, a;x’, fazemos Dip(z)] = p'(z) = Ziaixi_l. 0
=1

leitor pode verificar facilmente que esse mapa, que é denominado derivacao formal
em Klz], € uma transformacgado linear. <

Exemplo 10. Suponha V' = R(B) como no Exemplo 15. Entdo T(f) = [, fdA. 3
uma transformacgao linear de V para R.

<

Exemplo 11. Se X é uma variavel aleatéria com funcdo de densidade de probabi-
lidade de f(z), o valor esperado é definido como a integral:

BLY] = [ of(a)da,

é um funcional linear. N

Exemplo 12. Seja V = K* o espaco vetorial definido no Exemplo 7. Definimos o
shift para a esquerda L: V — V e o shift para a direita R: V — V como

L([al, a2, as, ]) = [a27 asz, G4, ]7

R([al, as, as, D = [0, ai, ag, ]
Observamos que L e R sdo transformacgoes lineares.

Podemos restringir L e R para o subespago W = (K*), de V definido no Exemplo
40. E assim obter que L: W — W e R: W — W também sdo transformagoes
lineares.
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Nesse mesmo exemplo vimos que B = {e;,i € N} ondee; = (0,..., 1,...,) éuma
N————

1 na i-ésima posi¢ao

base de (K*)j.

As transformacoes L e R agem do seguinte modo nos vetores da base:

R(e;) = eit1 (31)
e,_1 Ssei>1
L(e;) = (3.2)
0 ser=1
R R R R R
€ €9 €3 . (7% €n+1
0 el e~ ey~ —... o e, T et <

<
@ Proposicao
Sejam T,S : V. — We L : W — Z transformacoes lineares e A\, A2 € K
Entao
T(0)=0.
Aacomposta LoT : V — Z é uma transformacao linear.
AT + XS € uma transformacao linear de V.em W.
Se T for invertivel, entdo T-! : W — V & uma transformacao linear.
Demonstracao. Sea,be Kex,ycV,entao
(MT + X2S)(ax + by) = M T (ax + by) + \a2S(ax + by) (3:3)
= MaTl(x) + MbT(y) + A2aS(x) + A205(y) (3.4)
=a(MT(z) + X2S(x)) + b(MT(y) + A2S(y)) (3:5)

Portanto, \;T + X\2.S € linear.

SejaT : V — W uma transformacao linear bijetiva. Entdo 7-! : W — V é uma
funcao bem definida e, ja que quaisquer dois vetores y, e y, em W tém o formato
y, =Tx) e y, = T'xy, temos

T~ My + Aaya) = T (T + A Txs) (37)

=T YT (Mz1 + Aox2)) (3.8)

= Mx1 + A2 (3.9)

=MT7 (Y1) + 2T (1) (310)

0 que mostra que T~ é linear. (]
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Neste ponto, vamos introduzir um nome para a colecao de todas as transformacoes
lineares de V para W.

@ Definicao Espaco das Transformacoes Lineares

Seja V e W espacos vetoriais sobre K. O espaco vetorial de todas as transfor-
macoes lineares de V para W sera denotado por Homg (V, W) ou Lk (V, W).
E o conjunto de todos os operadores lineares em V sera denotado por
Homg (V, V).

Quando o corpo base K estiver claro a partir do contexto, escreveremos simples-
mente Hom(V, W) em vez de Homg (V, W). Portanto, Hom(V, W) & o subespaco do
espaco vetorial WY (Exemplo 9) consistindo em todas as transformacoes lineares
de V para W.

@ Teorema

Hom(V, W) é um subespaco vetorial de WV,

Como qualquer T € Hom(V,W) tem a propriedade que T(0) = 0, temos que
Hom(V, W) é um subespaco proprio de WV sempre que W # {0}.

Existem dois subespacos vetoriais muito importantes associados a uma transfor-
macao linear T de V para W.

@ Definicao Nucleo e Imagem

Seja T € Hom(V, W).
0 subespaco
kerT = {v € V|Tv = 0}

é denominado nucleo de T

0 subespaco
imT = {Tv|lv eV}

é denominado imagem de 7.
A dimensao do ker T' € a nulidade de T e & denotada por nul 7T

A dimensao de im T é o posto de T e é indicada por rank 7.

E um exercicio de rotina mostrar que ker 7 é um subespaco de V e que im T & um
subespaco de W. Além disso, temos o seguinte.
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w

Figura 3.1 L )
Uma aplicacao linear T : V. — W envia todos os pontos de uma

classe v +ker T do nicleo para um Unico ponto Tw em W. Diferentes classes sao
mapeadas para diferentes pontos, e todas as imagens formam im 7. a classe do
zero 0 + ker T colapsa na origem 0 € W’

@ Teorema

Seja T € Hom(V, W). Entao

T € injetiva se e somente se ker 7' = {0}

T é sobrejetiva se e somente se imT = W

Demonstragdo. Para ver a validade da primeira afirmacao, observe que Tu =
Tve T(u—v) =0< u—v € ker T Portanto, se kerT = {0}, Tu =Tv < u =0, 0
que mostra que T & injetiva. Por outro lado, se T for injetivae u € ker T, Tu = T0
e, portanto, u = 0. Isso mostra que ker T' = {0}.

A segunda afirmacao é direta da definicao de sobrejetividade. [ |

O seguinte teorema é extremamente (til

@ Teorema da Extensao por Linearidade

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha x = (x;|i € I) € uma
base de V. Se (y; |7 € I) € qualquer subconjunto de W, existe uma Unica
T € Hom(V, W) tal que T'(x;) = y, para todos os ¢ € 1.

Demonstragdo. Vamos estender T'a V por linearidade, ou seja,
T(x1x1+ -+ 2pxy) = 1T (1) + - + 2, T ()
:x1y1+...+$nyn

Esse processo fornece uma Unica transformacao linear. Vejamos detalhadamente
como:

Seja x € V. Entao

n
T = E LT,
i=1
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onde zq, s, ...,x, S0 escalares UGnicamente determinados. DefinimosT : V — W
n

por T'(x) = inyi motivado pelos argumentos anteriores.
i=1

O T é linear: Suponha que u,v € V e A € K. Entao escrevemos

n n
u = E U;x; € V= E Vid;
i=1 i=1

Logo

n

=1
Entao

n

T(Au +v) = Z(/\UL +u)y; = A Z w;y; + Z vy, = AT(u) +T(v) .
i=1 i=1

=1
O Claramente
T(x;) =y, parai=1,2,...,n.

O T é Unica: Suponha que S : V — W élineare S(x;) =y, parai = 1,2,...,n.
Entao para x € V com

n
x = E i,
=1

temos " n
S(z) = leS(wz) = szyl =T(x).
i=1 i=1
Logo S=T.
|
i
T 'I yz'l
. L G
K Yo/
w
>
Figura 3.2

Uma aplicacao linear T : V. — W fica completamente determinada
pelos valores que assume numa base. Essa & uma ferramenta Util para construir-
mos transformacoes lineares.

O teorema anterior admite a seguinte generalizacao para conjuntos linearmente
independentes.

Teorema da Extensao para Conjuntos Linearmente Inde-
pendentes

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha {; | i € I} &€ um conjunto
linearmente independente de V. Se {y, | € I} € qualquer subconjunto de
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| W, existe T € Hom(V, W) tal que T'(xz;) = y, para todos os i € I.
Essa transformacao nao é necessariamente Unica.

@ Teorema

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K, e suponha que V tenha dimensao
finita dim V' = n. Entao todas as bases ordenadas x de V determinam um
isomorfismo 7(x) : Hom(V, W) — W™.

Demonstracdo. Seja uma base ordenada x = {z1,...,x,} de V. Defina 7(x) :
Hom(V, W) — W™ por

TX)N(T) = (T(x1),...,T(x0)).

O fato de que 7(x) € uma transformacao linear € 6bvio. Podemos definir a aplicagao
inversa ¢: W™ — Hom(V, W) por

(b((ylv s 7yn)) =T,

Sendo T a Unica transformacao linear que satisfaz T'(x;) = y, . Portanto, 7(x) é
um isomorfismo.

Transformacoes de K" a K™

Para qualquer matriz A € M,, »(K), 0 mapa de multiplicacao
Ta(v) = Av
é uma transformacao linear de K™ a K™.

De fato, qualquer transformacao linear T' € Hom(K", K™) tem essa forma, ou seja,
T é a multiplicagao por uma matriz, pois temos que

(Tey|---|Te,)e; = Col;(Teq|- - |Te,) = Te;

e consequentemente, por coincidirem numa base, temos que T' = T4, onde

A:[Tel Ten}

@ Teorema

Se A for uma matriz de m x n sobre K, entao T4 € Hom (K™, K™).
Se T € Hom(K", K™), entdo T = T4, em que

A=[Tey - Te,]
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A matriz A @ denominada matriz de 7.

Matriz da composta

Exemplos 22. Vamos considerar algumas transformacoes de R? em R? e descrever
seu comportamento geomeétrico.

A primeira é a homotetia Hy[v] = Av que multiplica todos os vetores em R?
por \. Essa transformacdo admite a mesma representacdo matricial em todas

as bases:
A0
0 X

A segunda é a homotetia por fatores diferentes. Nesse caso seja (e, es) a
base candnica de R% Seja H, , a Gnica transformagdo linear tal que Hy ,e; =
Xeie Hy ,es = pes. Essa transformacao admite a seguinte representacao
matricial na base canénica

A0

o

Uma rotacdo em R? pelo angulo 6 denotada Ry é a transformacdo que na
base canénica é representada pela matriz

lcos 0 —sen 9]
Ry =

senf  cos6

Reflexdao no reta xy. Seja a transformagdo que deixa o eixo x invariante e
reflete 0 eixo y em torno de z. Seja (e, e2) a base candnica de R? entdo
essa transformacdo é caracterizada por Te; = e; e Tes = —eo € admite a
seguinte representacdo matricial na base canénica.

)

Uma transformagdo de cisalhamento é uma transformagdo do plano com a
propriedade de que existe um vetor ey, tal que T(e1) = e e T(e3) — es €
um maltiplo de ey para todoes. Ou seja, € 0 mapa linear que leva (e, e3) —
(e1, ez + mey). Nessa base

1 m
CSI,EQ‘m = |‘0 1]

<

O resultado do Teorema 311 pode ser generalizado para (K*)q. Nesse caso se
matrizes infinitas sao usadas para descrever mapas lineares, somente as ma-
trizes cujas colunas tém apenas um nlmero finito de entradas diferentes de
zero podem ser usadas. Se uma matriz A descreve uma transformacao linear
T : (K*®)y — (K)o entdao as colunas de A descrevem as imagens por T dos
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Figura 3.3 .
Transformacgoes dos Exemplos 22

vetores da base, e isso soO faz sentido se essas colunas tiverem um ndmero finito
de entradas diferentes de zero. Entretanto, nao ha restricao nas linhas de A: no pro-
duto Aw, existem apenas finitos coeficientes diferentes de v envolvidos; portanto,
cada uma de suas entradas, mesmo que seja dada como uma quantidade infinita
de entradas, envolve apenas um nimero finito de termos diferentes de zero e,
portanto, esta bem definido. Os produtos de duas matrizes desse tipo estao bem
definidos e correspondem a composicao de mapas lineares.

Exemplo 23. O shift para a esquerda admite a representacdo matricial

oS O = O

0 1
0 0
L_10 0
0 0

Ex. 31— SejaT : U — V uma transformacao linear. Mostre que

1. T(0y) = Oy, onde Oy e 0y denotam os vetores nulos de U e V, respectiva-
mente.

2. T(—u) = —T(u), para cadau € U.

3. T ) = >0 T (u;), onde a; e Kew; e U parai=1,...,m.

Ex. 3.2 —
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1. Prove que a derivada formal do exemplo 9 € uma transformacao linear.
Considere D : K, [z] — K,[z] tal que D[p(x)] = p'(z).

2. Prove que D™ = O, [,. Uma transformacao 7T tal que 7% = 0 para algum k
é dita nilpotente.

3. CalculekerD¥ parak=1,...n.

Ex. 3.3 — Considere L : (K*)q — (K*)q definida como

L([a1, ag, as, ...]) = [ae, as, a4, ...],

RN

Mostre que L é uma transformacao linear.
2. Calcule ker L* para k € N.

3. Mostre que para todo vetor v € (K*), existe k € N tal que L¥(v) = 0, mas
L nao é nilpotente.

4. Calcule onlcleode L =Lo...oL.
——

n vezes

Ex. 3.4 — Dado um espaco vetorial V. = L1® L. Prove que 0s seguintes operadores
sao lineares:

1. Dadowv € V e seja a decomposicao de v,v = vy +v9,S€ja o : V — V tal que
o(v1 + v2) = vy. Esse operador é chamado projecao no espago L.

2. Dado v € V e seja a decomposicao de v, v = v; + vy, Seja 7t : V — V tal

que 7(v1 + v2) = v — vo. ESSe operador &€ chamado reflexao no espaco L
paralelo a L.

Ex. 3.5 — Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha {x; |i € A} é um con-
junto linearmente independente de V e que {y, |7 € A} é qualquer subconjunto
de W.

1. Mostre que existe T' € Hom(V, W) tal que T'(x;) = y, para todos 0s i € A.

2. Forneca exemplos que mostrem que a T' ndo é necessariamente dnica.

Ex. 3.6 — Mostre que:

1. SeT,G : U — V sao transformacoes lineaisentdao T + G : U — V é uma
transformacao linear.
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2. SeT : U — V é&uma transformacao linear entdo oT : U — V & uma
transformacao linear para todo a € K.

3. 5eT:U —»VeG:V — Wsao transformacoes lineais entao GoT : U — W
é uma transformacao linear.

Ex.3.7— SejaV = (0,00), dados z,y € V e « € R defina as operagoes:

Tty =x-y

a-r.=2

Verifique que V com essas operacoes € um R-espaco vetoriale que T : V — R
dada por T'(z) = In(z) € uma transformacao linear.

Ex.3.8 — SejaT : U — V uma transformacao lineare U’ C U, V' C V subespacos
vetoriais. Mostre que T (U’) € um subespaco de V e que T~ (V') (pré-imagem de
V'’ por T) & um subespaco de U. Conclua que Im(7') € um subespaco de V e ker (T)
é um subespaco de U.

Ex. 3.9 — SejaV e W espacos vetoriais sobre K. Suponhaque T : V — W sejauma
funcao. Mostre que T € Hom(V, W) se e somente se o grafico Gr = {(z,T(x)) €
V x W}de T for um subespago de V- x W.

Ex. 310 — Seja K, [z] 0 espaco dos polindmios de grau menor que n e seja Ay, 0

operador diferenca

Anlpla)) = PEED P

sendo h um ndmero fixo ndao nulo. Ache o nicleo e a imagem desse operador.

Ex. 311 — Sejam U um K-espaco vetorial e T : U — U uma transformacao linear
talque ToT =T.SejaW ={z €U :T(z)=2}eV ={z €U : T(x) =0} Prove
que:

LU=WaV
2. T(U) =W
3. T(V) = {o}.

Ex. 312 — Existe um mapa f : R — R satisfazendo f(z+y) = f(z)+ f(y), f(z) =0
se x é racional f(v/2) = 1.

Ex. 313 — Calcule todos os funcionais lineares de Z3. Qual a dimensao do espago
dos funcionais lineares sobre Z3?
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Ex. 314 — Seja T € Hom(V), e seja L C V o subespaco de V tal que L = {v :

f(T(v) =0,Vf € V*}. Prove que L = ker (T).

Ex. 315 — Seja T a funcao de R® em R3 definida por:

T(Q?l,.%'z,.%‘g) = (331 — To + 223,221 + X9, —x1 — 222 + 25(}3)

1. Verifique que T é uma transformacao linear
2. Determine a imagem de T

3. Determine o posto de T’

EX. 316 — Dado M, ,(K) 0 espaco vetorial das matrizes nxn sobre K e seja B uma
matriz fixa em M,,«,(K).Se T(A) = AB — BA, prove que T(A) é uma transformacéo
linear de M, «»(K) em M, «,(K). Determine a imagem e o posto de T.

T S

Ex.347— Se U \%4
aplicagoes lineares, entao

W sao espacos vetoriais de dimensao finita e

dimker (S o T) < dimker S + dim ker 7.

Isomorfismos

Definicao Isomorfismo

Uma transformacao linear bijetiva T': V. — W é dita isomorfismo de V' a W.
Quando existe um isomorfismo de V a W, dizemos que V e W sao isomorfos
e escrevemos V = W.

Dois objetos espacos vetoriais V e W sao isomorfos se "forem essencialmente
0s mesmos”, pelo menos do ponto de vista vetorial, 0 que significa que uma vez
podem identifica-los um com o outro de uma maneira razoavel.

Exemplo 25. Seja V' um espaco vetorial entdo a aplicagdo identidade Iy :
V — V definida como 1y (c) = v € um isomorfismo. E assim

Vv
SeT:V — W éum isomorfismo entdo T=' : W — V é um isomorfismo. Ou

seja
VeweWw=v
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SeT:V - WeS: W — Zsao isomorfismos entdo SoT : V — Z éum
isomorfismo. Ou seja

VeWeW=2Z=V=2Z

Logo o isomorfismo é uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todos os espa-
cos vetoriais sobre um corpo. <

Exemplo 26. K,, = M, ,,(K) através da transposi¢cdo A — A*. Ja mencionamos que
K™ = M ,,(K). Assim, os espacos vetoriais K,, M; ,,(K) e K™ sdo isomorfos entre
Si.
Kn & My o (K) 2 K
<

Notagao 27. A partir desse ponto, os vetores em K" serdo representados por veto-
res linhas ou colunas!

Ou seja, x € K" podera ser escrito como

Z1
T2
€xr =
Tn
ou
= |r1 T2 ... $n]

Exemplo 28. No Exemplo 4 mostramos que dado um espaco vetorial V sobre K de
dimensdo n entdo V é isomorfo a K,

vV =K"

E consequentemente todos 0s espacos vetoriais de dimensao n sao isomorfos entre
si, i.e, @ menos de isomorfismo existe um (nico espaco vetorial de dimensao n
sobre K. N

Em nosso proximo teorema, precisaremos de uma descricao isomorfa do espaco
vetorial V™ introduzida no Exemplo 9.

Exemplo 29. Neste exemplo, construimos um espaco vetorial isomorfo a V". Seja
V um espaco vetorial sobre K e seja n € N. Considere a soma direta

ve.---8BV
—_——

n vezes

Suponha que A seja qualquer conjunto finito com cardinalidade n. Sem perda de
generalidade, podemos assumir A = {1,...,n}. Entdo V4 = V™.

Existe um isomorfismo natural T : VE- - -BV — V™ dado porT((x1,...,x,)) = f €
V™, onde f(i) = x; para todos 0s i = 1,...,n. O fato de que T é um isomorfismo
é um exercicio facil, que deixamos ao leitor. Assim

Vr=vHE---BV

n vezes
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Observe que para definirmos o isomorfismo anterior ndo tivemos que realizar ne-
nhuma escolha de bases!!! <

Notagao 30 - Isomorfismo natural. Apesar da palavra "natural”possuir um signifi-
cado preciso na Teoria das Categorias, em nosso uso queremos dizer apenas que
o isomorfismo ndo depende da escolha de bases. Se um isomorfismo depender de
uma base diremos que o isomorfismo é acidental.

Usaremos a palavra "canénico’para referir a uma escolha ou representacdo bem
usual. Como a base candnica de R™. Destacamos que o uso do termo canénico ndo
é pacificado na literatura sendo algumas vezes usado nesse sentido e outras vezes
usado como sinénimo de natural.

A partir desse ponto, identificaremos os espacos vetoriais V B --- BV (n vezes),
V™ e VA com |A] = n e escreva apenas V™ para representar qualquer um desses
espagos.

Exemplo 31. Dado (K*), = {sequéncias sobre K com com um numero finito de
termos ndo nulos}, entdo
Kla] = (K*)o

Um isomorfismo é dado por:

Tlap + a1z + . ..apz"] = [ag, a1, .. .an,0,...]

<

Os espacos vetoriais isomorfos compartilham muitas propriedades, como mostra
0 proximo teorema. Se T' € Hom(V, W) e S C V, escreveremos T'S = {T's|s € S}

Teorema

Sejam T € Hom(V, W) um isomorfismo e S C V. Entao

S gera V se e somente se T'(S) gera W.

S € linearmente independente em V' se e somente se T'(S) for linear-
mente independente em W.

Um isomorfismo pode ser caracterizado como uma transformacao linear T : V —
W gue mapeia uma base para V para uma base para W.

Teorema

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Entao

uma transformacao linear T € Hom(V, W) € um isomorfismo se e

102/318



Algebra Linear Avancada & Transformacoes Lineares, Isomorfismos

somente se existir uma base B para V de modo que T'(B) € uma base
para W. Nesse caso, T' mapeia qualquer base de V para uma base de
W.

V 2 W se e somente se dimV = dim W.

O teorema a seguir diz que, a menos de isomorfismo, existe apenas um espaco
vetorial de cada dimensao sobre um determinado corpo.

@ Teorema de Classificacao dos Espacos Vetoriais

Se n & um ndmero natural, entdao qualquer espago vetorial n-
dimensional sobre K & isomorfo a K”.

Se k é qualquer nimero cardinal e se B for um conjunto de cardinali-
dade &, qualquer espaco vetorial dimensional x sobre K & isomorfo ao
espaco vetorial (K?), de todas as fungdes de B com valores em K e
com suporte finito.

Demonstracdo. No Exemplo 28, vimos que qualquer espaco vetorial n-dimensional
é isomorfo a K™.

Assim, suponha que B seja um conjunto de cardinalidade x e permita que (K?),
seja 0 espaco vetorial de todas as funcoes de B a K com suporte finito. Deixamos
ao leitor mostrar que as funcées 4, € (K?), definidas para todos os b € B por

1sex=b
dp(z) =
0 se x#b

formam uma base para (K®),, denominada base canbnica. Portanto,
dim ((K®)o) = | B|.

Segue-se que, para qualquer nimero cardinal «, existe um espaco vetorial da
dimensao x. Além disso, qualquer espaco vetorial da dimensao s é isomorfo a
(KB)o. [ |

Exercicios
Ex. 318 — Mostre que

Vvr=vHeE---BV
~—_——

n vezes

Ex.319 — Seja V = A + B e seja a soma direta externa £ = A H B. Defina a
aplicacao7: AHB - A+ Bcomo 7: (a,b) =a+b.

1. Prove que tal € linear.

Problema de Classificagao
Um teorema de classificagao responde
ao seguinte problema de classificacao

"Quais sao os objetos de um determi-

nado tipo, a menos de equivaléncia?”.
Ele fornece uma enumeragao nao re-
dundante: cada objeto é equivalente a
exatamente uma classe.
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2. Qual é o nlcleo de 77

3. Quando 7 & um isomorfismo.

Ex. 3.20 — Mostre que
Klz] = (K*)o

Ex. 3.21— Sejam V um espaco vetorial sobre K com dimensao finitae T :V — V
uma transformacao linear. Suponha que exista G : V. — V tal que T o G = Iy.
Prove que T & um isomorfismo e G = T—'. Dé um exemplo que mostre que isso é
falso quando a dimensao de V nao for finita.

Ex. 3.22 — Encontre um espaco vetorial V e decomposicoes V =A@ B =C® D
com A= C, mas B D. Portanto, A = C nao implica que A¢ = C°.

Ex. 3.23 — Sejam V, A, B, C espacos vetoriais, sejam F: A — C e G: B — C sejam
mapas lineares e defina:

A x cP:={(a, b) € A x B|F(a) = G(b)}.

Mostre que:
1. O espago Hom(V, A @ B) é isomorfo ao espaco Hom(V, A) @ Hom(V, B)

2. 0 espaco Hom(V, vezesa cP) & isomorfo ao espaco:

Hom(V, A)xHom(V,C)Hom(V, B) = {(S, T) € Hom(V, A)xHom(V, B)|FS = GT'}

Teorema do Nicleo-Imagem

Teorema Teorema do Nucleo-Imagem

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre Ke T : V — W
uma transformacao linear, entao:

dim V' = dim (ker T') + dim (im 7T")

Demonstracdo. Seja B, = {ui,...,u,.} uma base para o nlcleo de T, ou seja,
dim (ker T') = r. O nlcleo de T' € um subespaco de V. Pelo Teorema da Extensao, a
base B, pode ser completada para uma base de V, B, = {uy,..., u,, v1,..., v}
Vamos mostrar que B = {T'(v1),..., T(vs)} € uma base para a imagem de T.

Dado v € imT, entdo existe u € V tal que T'(u) = v. Mas, 0 vetor u pode ser
escrito como combinacao linear dos elementos da base Bs de V, ou seja, podemos
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escrever u como

u=a1uy+...+au, +bivy +...+bsvg

Logo
v=T(u)=T(a1u; + ...+ a,u, + v +... + bsvs) = (311)
=aT(u)+ ...+ aT(u.) + biT(v1)+ ...+ bsT(vs) = b1 T(v1) + ...+ bsT(v)
(312)
pois, como w4, ..., u, pertencem ao nicleo de T, segue que T(u1),...,T(u,) = 0.

Assim, dado um v € im T, mostramos que ele pode ser escrito como combinacao
linear dos elementos do conjunto B, logo, im T = [{T'(v1),...,T(vs)}];

Falta mostrar que B é linearmente independente. Considere a combinagao linear
nula:
blT(’Ul) + ...+ bsT(’Us) =0= T(blvl + ...+ bs”s) =0

Dessa forma, byvy +...+bsv, € ker T . L0g0, esse elemento pode ser escrito como
combinacao linear dos elementos da base do ndcleo, B;:

bhivi+...+bsvs = ayur+. . Haru, = arur+. A aue+(=b)vi+. o+ (=bs)vs =0

Como By, = {uq,...,u,, v1,...,v5} € base de V, entao é linearmente indepen-
dente, logo todos os escalares da Gltima igualdade sao nulos. E logo b; == b, = 0.
Assim, provamos que B é uma base para im T, desta forma dim(imT') = s.

Como dimV = r + s, entao:

dimV =r+ s =dim (ker T') + dim (im T")

Segunda Demonstragao Vamos apresentar uma formulagao mais abstrata do Te-
orema do Nicleo Imagem, bem como outra demonstracao desse fato.

Seja T € Hom(V, W). Como qualquer subespaco de V possui um complemento,
podemos escrever V = ker T' & ker T° onde ker T &€ um complemento de ker T" em
V. Segue que

dim (V') = dim (ker T') + dim (ker 7).

Dessa forma a restricao de T'a ker T, T° : ker T — W & injetiva, ja que ker (T°) =
ker TNker T = {0} Além disso, im(7°) C im T Para inclusao inversa, se Tv € im T,
entao comov =u+w parau € kerT e w € ker T, temos

Tv=Tu+Tw=Tw=Tw € im(T°)
Assim, im(7T¢) = im T Segue que

kerT° = imT

Provamos o seguinte teorema.
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@ Teorema Teorema do Ndcleo-Imagem
Seja T € Hom(V, W).

‘o Qualquer complemento de ker T" & isomorfo a im T

dim (ker T') 4+ dim (im 7") = dim (V)

Se A € M, , cOmMo a imagem de T4 € 0 espaco da coluna de A, temos
dim (ker (T'4)) + rank(A) = dim (K")

Isso fornece o seguinte resultado Gtil.

T4 : K® — K™ € injetiva se e somente se rank(A4) = n.

T4 : K® — K™ é sobrejetiva se e somente se rank(A) = m.

@ Teorema

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha que T' € Hom(V,W).
Entao

Se T for sobrejetiva entao dim V' > dim W.

SedimV = dimW < oo, T & um isomorfismo se, e somente se T for
injetiva ou T for sobrejetiva.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 2.3.

Se T é um isomorfismo entao T € injetiva e sobrejetiva. Se T é injetivakerT = 0
e pelo Teorema do Nlcleo-Imagem dim imT = n e logo im T = W e € isomorfismo.
Se T é sobrejetiva imT = W e pelo Teorema do Nicleo-Imagem dimkerT = 0 e
logo T é isomorfismo.

Observe o resultado do |+ | ndao é verdadeiro se 0s espagos vetoriais nao tiverem
dimensoes finitas.
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@ Proposicao

T S

Se U 1%
cagoes lineares, entao

W sao espacos vetoriais de dimensao finita e apli-

dimker (S oT) < dimker S + dimkerT.

Demonstracdo. A demonstracao sera deixada como exercicio. [ |

Terminamos esta secao com uma generalizagao do Teorema 3.3 » . Precisamos da
seguinte definicao.

@ Definicao Complexo de Cadeias

Um complexo de cadeias C' = {(V;,d;) | i € Z} de espacos vetoriais sobre K,
é uma sequéncia infinita {V;} de espacos vetoriais V;, um para cada nimero
inteiro ¢ € Z, juntamente com uma sequéncia {d;} de transformagoes line-
ares, d; € Hom(V;,V;_1) para i € Z, de modo que d;+1d; = 0 para todos 0s
1 €.

A condigao d;y1d; = 0 nos diz que imd,; 41 C kerd;

Geralmente, desenhamos um complexo de cadeias como uma sequéncia infinita
de espacos e mapas da seguinte maneira:

diy1 1
C:--- Vier ——=V; d Viaa (313)

Se um complexo de cadeias C tiver apenas um ndmero finito de termos diferentes
de zero, poderemos simplificar a notacao e escrever C' como

dy_
C:0 v, Iy v~y 0 (314)

Entende-se aqui que todos 0s outros espagos vetoriais e mapas que nao aparecem
explicitamente na Equacgao 3.14 Sao zeros.

@ Definicao Exato

Um complexo de cadeias

diy1 i di
C:-- Vipr —s Vi Viea (315)

é dito exato se imd;1 = kerd; para cada i € Z.
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@ Proposicao

SejaT : X — Y um operador linear. Entao:

A sequéncia X =7 Y — 0 é exata se e somente se T é sobrejetivo.
A sequéncia 0 — X —T Y é exata se e somente se T é injetivo.

A sequéncia 0 — X =T Y — 0 & exata se e somente se T for bijetivo.

Exemplo 43. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K, e seja T € Hom(V, W). Entdo

C:0—>kerT >V _—LoimT 0 (316)

e um complexo de cadeia exato. Na equacdo anterior i indica a inclusdo de ker T

emYV. <
Podemos generalizar o exemplo ligeiramente a seguir:
@ Definicao Sequéncia Exata Curta
Uma sequéncia exata curta, € um complexo de cadeia exato C da seguinte
forma:
C:0 A VAN 74 0 (317)

Portanto, no Exemplo 43 temos uma sequéncia exata curta com Vo = kerT,dy =
i, V4 = V etc. Claramente, o complexo de cadeia C da Equagao 318 € uma sequén-
Cia exata curta se e somente se ds € injetiva, d; é sobrejetiva e imdy = kerd;.

- O Teorema 3.3| ¢ |implica que, se C for uma sequéncia exata curta,
dim Vo — dim V; + dim V = 0.

Essa é outra forma do Teorema do Nicleo Imagem:

@ Teorema Teorema do Nucleo-Imagem

Dada uma sequéncia exata curta

C:0 Vo -2 v By, 0 (318)

entao
dim V5 — dim V; + dim V = 0.

Agora podemos provar a seguinte generalizagao desse resultado:
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@ Teorema

Suponha que

dn )
C:0 v, Iy v 0 (319)

seja um complexo de cadeia exato. Entao » (—1)'dim V; = 0.
=0

Demonstracdo. O complexo de cadeias C se decompoe nas seguintes sequéncias
exatas curtas

dy

Cl : 0 ker dl V1 VO 0 (3.20)
Cy:0 ker do Vs a2 kerdi —=0
C,:0 kerd,, Vv, % ker dp_1 —=0

Aplicando o Teorema 3.3 a cada C; e adicionarmos os resultados, obteremos

n

> (~1)'dim V; = 0. [ |
Exercicios

Ex. 3.24 — Seja T : K, [z] — K, [z] o operador linear definido por Tp(z) = 3p(x) —
6p'(x) +p" ().

1. Mostre que ker T' = {0}.

2. Conclua que para todo polindmio g(z) existe um polindmio p(z) tal que
3p(x) — 6p(z) + p’(2) = q(x).

Ex. 3.25 — Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e T :V— V uma aplica-
¢ao linear. Mostre que
V=kerT®imT

se, e somente se, ker T = ker T2 .

Ex.3.26 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita e T :V— W uma
transformacao linear. Prove que, se T é sobrejetiva, entao dim (V) > dim (W).
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Ex. 3.27 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita e T :V— W uma
transformacao linear. Prove que, se T é injetiva, dim (V) < dim (W).

Ex.3.28 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita e T :V—» W
uma transformacao linear sobrejetiva. Prove que existe uma transformacao linear
S:W—=Vtalque T oS =1Iy.

Ex.3.29 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita e T :V— W
uma transformacao linear injetiva. Prove que existe uma transformacao linear
S :W—Vtal que SoT =1y .

Ex. 3.30 — Prove que toda transformacao linear A pode ser escrita como o produto
A =TS, onde S é& uma transformacao linear sobrejetiva e T & uma transformacao
linear injetiva. Vale também uma decomposicao do tipo A = ST, com S sobrejetiva
e T injetiva?

Ex. 3.31— Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre um corpo K e T um
operador em V. Prove que ker (T™) = ker (T"*!) e im(T") = im(7T"*!).

Ex. 3.32 — Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre um corpo K e T um
operador em V. Prove que V = im(T™) & ker (T")

Ex. 3.33 — Uma sequéncia exata de K-espacos vetoriais V; de dimensao finita

A AL R VA SREL 374

€ uma sequéncia de transformacoes lineares T; tais que kerT;y; = Im7T; para

1=0,...n.

~ . Ty T - PR
1. Mostre que a sequéncia 0 =% V; = V4 é exata se e somente se T} & injetora.

~ . Tt T - . .
2. Mostre que a sequéncia Vy =% V; =5 0 é exata se e somente se Ty € sobreje-
tora.

3. Considere a sequéncia exata
0B vniByiyLo

na qual dimgV; = d;, mostre que dy + d3 = da + ds.

Ex. 3.34 — Um complexo é definido com sendo um par (C,d) onde C = (C;);cz €
uma familia de espacos vetoriais, junto com uma familia de d = (d;);cz de apli-
cagoes lineais d; : C; — C;y1 satisfazendo a seguinte condicao d;11 od; = 0. Um
complexo € usualmente representado como segue:
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d;
c. .t 2o Moy by

1. O i-ésimo espacgo de cohomologia de um complexo (C, d) & definido como o
quociente HY(C,d) := ker (d;)/Im(d;_1). Mostre que este espago esta bem
definido, i.e. mostre que para todo i € Z temos Im(d;_1) C ker (d;).

2. Suponha que o complexo (C,d) tem dimensao finita (i.e. dim (C;) < oo para
todo i € N) e é limitado, ou seja existem n,m € Z tais que C; = {0} se
t & {m,...,n}. Neste caso podemos definir a caracteristica de Euler de
(C,d) como sendo

n

X(Cod) =Y (=1)Fdim (Cy).

k=m

Mostre que x(C.,d) = >p_, (—1)kdim (H*(C, d)).

Representacao Matricial dos Ho-

momorfismos

Teorema

Suponha que V' e W sejam espacos vetoriais tais que dimV =n e dim W =
m.Se X = {x1,...,x,} foruma basede Vey={y,,...,y,,} for uma base
de W entao o par (x,y) determina um isomorfismo [ -], , : Hom(V, W) —
M o (K) definida como

T — [T]&X

onde [T, ( . [T(wn)}y> € a matriz cuja i-ésima coluna é o
vetor [T( )]y Além d|sso o diagrama comuta

V— = W (3.21)
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Demonstracgdo. Linear Se Ty, T; € Hom(V, W) e Ay, Ay € K entdo

ATy + X Toly = ([(A1T1 +XTo)(z1)ly - [(MTh+ )\2T2)(mn)]x) (3.22)
= (/\1[T1($1)]x + Xo[To(21)ly M[Ti(zn)ly + A2 [T2($n)]x>

(323)

= (M@ly - [Ti@aly) + de(Ta@)ly | - [Ta(@a)ly)

(3.24)

= M [Tilgy + A2 T2y, (3.25)

Portanto, [ - ], , € de fato uma transformacao linear de Hom(V, W) para M, »(K).
Isomorfismo

Suponha que T' € ker [ -], , Entao [T7], , = 0. Em particular, [T'z;)]y = 0 para todos
0si=1,...,n. O Teorema 521 implica T(x;) = 0. Assim, T = 0, e concluimos que
[ ]xy € uma transformacao linear injetiva.

A transformacao linear [ - |, , também & sobrejetiva. Para ver isso, seja A = (z;;) €

M (K). Seja z; = Za:ﬁyj parai=1,...,n Entdo {z1,...,2,} C W e[z, =

j=1
(Z1gy -+, Tmi)t = Coly(A) para todos 0si = 1,...,n. A partir do Teorema 31, temos
que existe uma Unica T' € Hom(V, W) tal que T'(x;) = z; pori = 1,...,n. Assim,

[T, =Ae[],, ésobrejetiva.

Comuta

Precisamos apenas argumentar que o diagrama € comutativo. Para qualquer x; € X,
temos

Definicao Matriz da Transformacao Linear

A matriz [T}, , € denominada a matriz da transformacao linear 7' em relacao
as bases x e y.

Como as setas verticais em 3.21 e [ - ], sao isomorfismos, V, W, Hom(V, W) e T'
geralmente sao identificados com K,,, K,,,, M, (K) € A = [T]M. Assim, a distin-
¢ao entre uma transformacao linear e uma matriz é frequentemente obscurecida
na literatura.
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Exemplo 49. Seja V = Ks[x] 0 espaco de todos os polinémios de grau menor igual
a 3. O operador de diferenciacao formal D do Exemplo 9 mapeia V em V, pois a
derivacdo diminui os graus dos polindmios. Seja B = (p1,p2, p3,pa) = (1, 2,22, 23)
a base ordenada canénica de V. Entao

Dp; =0, Dpy = 0p1 + Op2 + Op3 + Opa
Dps =1, Dps = 1p1 + Opa + Op; + Opy
Dps = 2z, Dp3 = Op1 + 2p2 + Ops + Opy
Dpy = 322, Dpy = Op1 + Op2 + 3p3 + Opa

e logo a matriz de D na base ordenada B é

01 00
0 0 2 0
D =
Pla=| o 0 0 3
0 0 0 O
<
@ Corolario
Seja v, w sejam bases para V e W, respectivamente. Seja T, S in Hom(V, W).
Entao
E [Ty, w=c[T]y, w
[T+ Sy, w=[Tly, w+ [S]y, w-
Ty
. . T2
Sejam A uma matriz m x n com colunas a1,as,...,a, € € c = _ um vetor
T,

em K,. Entao, o produto de A por x é
Ax = 101 + 2209 + -+ - + Q.

Uma consequéncia imediata dessa representacao é

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial dimensional n com base v, W um espaco vetorial
dimensional com basewe T': V — W uma transformacao linear. Entao, para
um vetor arbitrariov € V
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Seja A uma matriz m x n com colunas a, as,...,a,
A:(al a ... an)

e B a matriz p x m. Entao, o produto de B e A é definido como a matriz p x n cuja
j-ésima coluna é Ba,. Portanto,

BA = (Ba1 Bas ... Ban).

Como consequéncia dessa definicao, temos:

@ Teorema

Sejam V, W, X espacos vetoriais finito dimensionais com bases v, w ex res-
pectivamentee T :V — W e S: W — X transformacoes lineares. Entao

[SoT]y, x =[Slw, x[Tlv w

Demonstracgdo. Para esse fim, calculamos o vetor de coordenadas de (S o T')(v;)
em relagao a base x. Vamos definir [T]y,, w = A e [S]w, x = B. Pela definicao de
Composicao

(SoT)(v;) = S(T(v;)) -

Tomando vetores de coordenadas, obtemos

[(SoT)(v5)lx = [S(T(v;))]x

Pelo Teorema 3.4, segue-se que

e, portanto, a j-ésima coluna de [S o T](v, X) € Ba,. [ ]

O teorema anterior é a motivacao para o produto de matrizes.

Mudanca de Bases

A representacao matricial [T, , de T" depende, é claro, das bases especificasx ey
escolhidas. E facil acompanhar como [T],, mudacomxey

@ Teorema Mudanca de Base

Seja V e W os espagos vetoriais de dimensao finita sobre K das dimensdes
n e m, respectivamente. Suponha que x e x’ sejam duas bases deVeyey
duas bases de W. Entao, para cada T € Hom(V, W), temos
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o= My oy (Tl M, (3.26)

Demonstracdo. Ja observamos que as matrizes de mudanca de bases sao inverti-
veis e, consequentemente, todos os termos da equacao 3.26 fazem sentido.

Paraver que a equacao 3.26 é de fato verdadeira, apenas combinamos o diagramas
comutativos 218 e 3.21. Considere o seguinte diagrama:

Ko, (3.27)
// \]x / A\
[y
5% { Vv *> w \ MX—)y;
\\ [\ //
K?’ﬂ

O diagrama 3.27 &€ composto de nossas partes, que rotulamos como | 1],[2 ],/ 3],

Pelo Teorema 2.5, 0s diagramas| 1 |,| 2 | sao comutativos. Pelo Teorema ??, os diagra-

mas | s,/ 4| sao comutativos. Segue-se que todo o diagrama 3.27 € comutativo. Em

particular, My [T, , = [Ty » Mx—x Resolvendo esta equacao para [T, temos

3.26. ]

Exemplo 54. Seja V' = Ks[z] o espaco de todos os polindbmios de grau menor
igual a 3 e D o operador de diferenciacdo como no exemplo 49. Sejam B =

(p1,p2.p3,p1) = (L,z,2%,2%) e C = (q1,q2,q3,q1) = (1,(z — 1), (z — 1), (z — 1)?)
duas bases ordenadas de D. Entao

a1 =Pp1

g2 = —1p1 +p2

g3 =p1 — 2p2 +ps3

qa = —1p1 + 3p2 — 3ps + pa.

Pelo Exemplo 82 as matrizes de mudanca de base sao

1 -1 1 -1 1 1 1 1
o 1 -2 3 01 2 3
M = M =
SRS - L7001 3
0 0 1 0 0 0 1
Pelo Exemplo 49 sabemos que:
01 0 0
00 2 0
_D =
L
00 0 0
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A matriz de D na base ordenada C sera

[D]c = Mg-,c[D]s Mc—p
(111 41 0100 1 -1 1 -1
o1 2 3 00 20 0 1 -2 3
oo 1 3 000 3 0 1 -3
000 0000 0 0 1
(01 00
oo 20
o o0 o0 3
000 0

Logo D é representado pela mesma matriz nas bases ordenadas B e C. E claro que
poderiamos ter visto isso diretamente, pois

Dg1 =0
Dgz = 1
Dqs = 2g2
Dq4 = 3qs.

Exercicios

Ex. 3.35 — Seja T : My(R) — M>(R) uma transformacao linear dada por
x oy | 0 T
z w z—w 0|

1. Determine a matriz de T' com relacao a base canonica.

T

2. Determine a matriz de T' com relacao a base
g_ |10 01 10 0 1
S llo 1|1 o1 1|01

= M| M.

Can

de MQ(R)

3. Exiba a matriz M tal que [T]]

|0 |

Ex. 3.36 — Seja K = R ou C. Mostre que:

1. Dadas A e B duas matrizes sobre K & impossivel termos AB — BA = I.

2. Conclua que nao existem transformacoes lineais T, G sobre K-espacos ve-
toriais de dimensao finita taisque To G — Go T =1d.
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3. Mostre que isso nao acontece se desconsiderarmos a hipoteses de dimen-
sao finita.

Ex.3.37 — Seja T : Ryfx] — Rqx] a fungao dada por T'[(a,b,c)s] = (2¢ — 2b,a +
c,a+b+c)condeC éabase {1,z,2%} e Bé abase {1,z + 22,1+ 22}.

1. Verifique que T & uma transformacao linear.

2. Existe um vetor u € Ro[z] nao nulo tal que T'(u) = u? Justifique sua resposta.

Ex. 3.38 — Seja W um subespaco de V com m = dimW < dimV = n. Seja Z =
{T € Hom(V,V)Tw = 0 para todos os w € W}. Mostre que Z € um subespaco de
Hom(V, V) e calcule sua dimensao.

Ex. 3.39 — Prove que

Ex. 3.40 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre K com bases
vV e W, respectivamente. Suponha que T : V. — W & uma transformacao linear e
A= [T}WW. Prove que um vetor v € ker T se e somente se [v] € nuloA. (O espaco-
solugéoiao sistema homogéneo de equagdes Az = 0 é um subespaco de R™,
denominado de espaco nulo de A.)

Somas Diretas e Projecoes

Soma Direta de Transformacoes Linea-
res

Definicao Soma Direta de Transformacoes Lineares

SuponhaqueU =VeWeT,:V —-VeTy: W — W sejam transformacoes
lineares. A soma direta de Ty e T, € a transformacao linear Ty ®T» de U para
U definida por

Ty @ Th(v+w)=T(v)+ Tr(v)

Observamos que 0s subespacos V e W sdo invariantes por 71 & Tb, ou seja, Ty @  concatenacao

Tg(V) CVeT @ TQ(W) CW. Dadas duas listas ordenadas L; =
(a1 RN an)eL2 = (b1 RN bm)a
concatenagao de L, e L; denotada
L, + L, € alista ordenada

Teorema
Ll‘H‘Ll é(al cooy Gnybr o, bm)
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Sejam V; espacos vetoriais com base B, = ('Ui17 . vlk) e dimV; = k;,
paral <i¢ <j. Sejam T; : V; — V; transformacgoes lineares. Finalmente seja

T 0T :V=VieVhe oV, V-Nehe V.

Entao a representacao de T na base ordenada obtida pela concatenacao
B=B, H+B,+H---+B,é

T, 0 0
0 T, 0

Ty = :
0 0 T

com T; € um bloco de tamanho k; x k;:

C11 C21 Clk;

C21 C22 Cok;

1-; =
Ck;1  Ck;2  Ckik,
Demonstragao. Seja B, = {v;,, ..., v;, } uma base de V;. Entao
E:{’Ull, ceey vlkl’ V2,5 -+ ’ngQ, ceey Ugpy vy ’Ujkj}

é uma base de V. Do fato que T(V;) C V; temos que
T(v;,) = CimVi; + ComViy + -+ + Chym Uk, -

Por outro lado, suponha que T : U — U seja uma transformacao linear que deixe
0s subespagos V e W invariantes, ou seja, T(V) C V e T(W) C W . Podemos
entao definir uma transformacao linear restrita Ty : V. — V por Ty (v) = T(v) e
uma transformacao linear restrita Ty : W — W por Ta(w) = T'(w). Entao podemos
escrever T = Ty ®T5. Se pudermos entender as transformacoes T} e T, obteremos
uma boa imagem de T.

@ Definicao Subespaco Invariante

Dado T' € Hom(V, V) dizemos que um subespaco W C V € invariante por T
(ou ainda que W é T-invariante) se T(W) c W.

Dado T € Hom(V, V) e W C V um espago T-invariante, podemos restringir T'a W
obtendo T'ly, € Hom(W, W).
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@ Teorema

Dado um operador T : V. — V e uma decomposicao de V em subespacos
T-invariantes
V=oWhe oV,

com dim V; = n;, para 1 < ¢ < j. Entdo a representacao de 7' na base B é

T, 0 0

0 T, 0
Tg=| . . ;

0 0 T

com T; € um bloco de tamanho &; x k;:

Portanto, se V se dividir como uma soma direta de subespacos invariantes por T,
entao podemos encontrar uma base de V de modo que a matriz de T seja diagonal
por bloco. Da mesma forma, se uma transformacao linear tiver uma forma diagonal
de bloco em alguma base, entao V sera dividido como uma soma de subespagos
invariantes.

Projecoes

@ Definicao Projecao

SejaV =V, & ... 8 V,, entao para cada i existe um operador de projecao
natural P;: V — V;:

n
PI(’U) = Pi Z’Uj = v;
=i

P, é denominado projecao de V em V; ao longo do subespago complementar
DjziVj-

Varias propriedades desses operadores de projecao sao facilmente verificadas.

@ Proposicao

As projecoes P; associadas a uma decomposicao de soma direta V.= V; &
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...®V, tém as seguintes propriedades.

Linearidade: Cada P; : V. — V & um operador linear;
Propriedade Idempotente: P? = P, o P, = P, para todos 0s i;
PioP; =0sei#j;

im(P;) =V; eker P, =Y _Vj;

i

Pi+...+ P, =1y.

Se representarmos os vetores v € V como n-tuplas (vy, v,) no conjunto de pro-
dutos cartesianos V1 x ... x V,,, a i-ésima projecao assume a forma

-Pi(vla"'vvn):(oa 07 Vi, 0, 0) eV, CcV.

Nao se deixe enganar por esta notacao ao pensar que estamos falando de proje-
¢oes ortogonais nos subespagos ortogonais em R™.

@ Proposicao

SejaV =V &@...®V,, entao a projecao P;: V — V; pode ser escrito como
a soma direta
P; = Oy, ® Oy, EB'”IVi@"'GBOVn

Se B, € base de V4, r; = | B;| e B a base ordenada obtida pela concatenagao
El 'H‘EQ .- ‘H‘En eﬂtéo

Or,y

Apropriedade de seridempotente P? = P para um operador linear é caracteristico
das projecoes associadas a uma decomposicao de soma direta V.= V; & V5. Ja
vimos que, se P, = (I — P) sao as projegoes associadas a essa decomposicao,
entao

P2=Pe@?>=Q
PQ=QP=0
P+ Q = I (operador de identidade)

O contrario também é verdadeiro.
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Proposicao

Se P:V — V, &um operador linear idempotente, i.e, P2 = P, entdo V é
soma direta V =im P @ ker P e P € a projecao de V em im P, ao longo de
ker P. O operador @ = I—P também é idempotente, com

im@Q =imI—P =ker P eker@Q =ker (I—P) =im P,

e projeta V em im @) = ker P ao longo de ker Q = im P.

Demonstragdo. Primeiro observe que Q = I—P também é idempotente, pois
I-P)?>=I1-2P+P*=]-2P+P=1-P
Em seguida, observe que
vekerQ e Qlv=(I1-Plv=0& Plv)=v<eveEimP.

Por outro lado, se v € im P, entdo v = Pw para algum w e, logo Pv = P?(w) =
Pw = v, provando assim

O ker@ =ker (I — P) =im P

0 im @ = im(I — P) = ker P,

Obviamente, P+@Q = I porque v = Pv+(I—P)v implica que Pv € im P, enquanto
(I-P)v € im(Q) = ker P. Portanto, im P+ker P = im P+im @ € todo V. Além disso,

ker P Nim P = {0}, pois se v estiver na intersecgao, temos v € ker P = Pv = 0.

Mas também temos v € im P, entdao v = Pw para algum w e, assim
0= Pv=P?w=Pw=wv.

Elogo V =im P & ker P.

Mudanca de Corpo

Lembrando que um espaco vetorial V sobre K € um conjunto nao vazio, com duas
funcoes:

O(x,y) vx+y:VxV-V

O (AnLz) > Mz : KxV =V,
Entdo se V for um espaco complexo o produto por escalar € uma funcao C x V —
V e podemos considerar suas restricao R x V' — V. Essa observacao ingénua

nos permite construir um espaco vetorial real associado a cada espaco vetorial
complexo.
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@ Definicao Descomplexificacao

Dado V um espaco vetorial sobre C. Entao V' & um corpo vetorial sobre R
se restringirmos a possibilidade de multiplicar os vetores em V' apenas por
escalares em R. Denominaremos esse espaco de descomplexificacao de V
e denotaremos por Vk.

Exemplo 64. Seja C o espaco complexo unidimensional. Se considerarmos a sua
descomplexificacdo Cg obtemos um espaco vetorial real bidimensional de base

(1,4).

Podemos fazer algo similar com as transformacoes lineares:

@ Definicao Descomplexificacao de uma Transformacao

Sejam V e W espacos lineares sobre C, e T : V. — W uma transformacao
linear. Podemos considerar T como uma transformacao linear de Vg — Wk.

Essa transformagao é denominada descomplexificagao de T e € denotada
por TR,

@ Teorema

See={ey, ... e,} €abase de um espaco V sobre C. Entao
er = {er, ..., e, ier, ..., ie,}
€ uma base de Vg sobre R. Em particular, dim g Vg = 2dim ¢ V.

Se A = B +iC é a matriz da transformacgao linear T : V. — W nas
basese = {e1, ... entef={f,...,f,} sobre C,onde B e C sao
matrizes reais. Entdo a matriz da transformacao linear T®: Vg — Wg
nas bases ey e fi € dada por

B -C
C B

epfp —

(7]

Demonstracao.

Para qualquer elemento x € V, temos

m n n n
T = Z ager = Z(bk + ick)ek = Z brer + chiek
k=1

k=1 k=1 k=1
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onde by, ¢, SA0 as partes reais e imaginarias de ag. Portanto, {ey, iex} gera Vk.

Se ) brex + Y _crliex) =0, em que by, ¢ € R entdo by, + ic, = 0 em virtude da
k=1 k=1
independéncia linear de {ey, ... ex} sobre C, e consequentemente by = ¢, = 0

para todos os k.

A definicao de A implica que

T(e1, ... en)=(B+iC)(f1, --- [n)

de onde, por causa da linearidade de T sobre C temos

T(iey, ... iey) = (—C +iB)(fy, ---, f,) -
Dessa forma a matrizde T é
B —-C
c B |’
0 que completa a prova. [ ]

Corolario

Seja f : V — V um operador linear sobre um espaco complexo finito dimen-
sional V. Entdo det TR = |det T|*.

Deve ser bastante dbvio agora como estender as definicdes anteriores. Seja K um
corpo, F um subcorpo e V um espaco vetorial sobre K. Restringindo a multipli-
cacao a elementos de F, obtemos 0 espaco vetorial V& sobre F. Analogamente, a
transformacao linear T': V. — W sobre K se transforma na transformacao linear
TF : V& — Wg. O nome para essas operacoes é restricdo do corpo de escalares K
para F.

O proprio corpo K também pode ser visto como um espaco vetorial sobre F. E se
for de dimensao finita, as dimensoes dimgV e dimpVF serao relacionadas pela

formula

dimpVp = dimgK - dimg V.
Para a prova, basta verificar que
{e1, ... e,} € uma base em V sobre K e {ky, ..., k,,} € base de K sobre F,
entao os vetores {kiey, ..., kie,,..., kype1, ..., kye,} formam uma base de Vg
sobre F.

Complexificagao. Dado um espaco vetorial real V introduzimos uma estrutura
complexa J, definida pela formula

J(:D, y) = (—y,:r:) .

na soma direta externa V @ V. Observamos que J* = — L.
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@ Definicao

Seja (V @V, J)um espago vetorial com estrutura complexa. Entao V pode
ser munido de uma operacao de multiplicacao por nUmeros complexos de
acordo com o formula

(a+bi)x £ a(x)+b J(z) .

@ Teorema

0 espaco V @ V munido da adicao usual de vetores e munido da operacao
de multiplicagao por nimeros complexos apresentada na Definicao 3.6 € em
um espaco vetorial complexo VC, parao qual Vi =V @ V.

Demonstracdo. Ambos os axiomas da distributividade sao facilmente verificados
a partir da linearidade de J e das formulas a adicao de nUmeros complexos. Veri-
ficamos o axioma da associatividade para multiplicacao:

(a4 bi)[(c+ di)z] = (a + bi)[cx + d I(z)] (3.28)
=alcx+d J(x)] ++b J[cx +d J(x)] (3.29)

=acx +ad J(x)+ be J(x) — bdx (3.30)

= (ac — bd)x + (ad + bc) J(x) (3.31)

= [ac — bd + (ad + be)ilz (3.32)

= ((a+ bi)(c+ di)]x. (3.33)

|

@ Definicao Complexificacao

0 espaco VC é dito complexificacao do espaco V.

Ressaltamos que V€ = V@V e que essa decomposicao como soma direta ocorre
sobre R, mas nao sobre C.

Identificando V com o subconjunto de vetores do formato (v,0) em V< e usando
o fato de que i(v, 0) = J(v,0) = (0, v), podemos escrever qualquer vetor de V°
no formato

(x,y) = (2,0) + (0,y) = (x,0) +i(y,0) = = + iy.

Dessa forma qualquer base de V sobre R sera uma base de V¢ sobre C, de modo
que dimgV = dim ¢ VC.
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@ Definicao

Seja T : V. — M um transformacao linear de espacos vetoriais sobre R.
Definimos a transformagdo T¢ : V€ — W® denominada complexificagdo da
transformagao 7' como

A transformacao 7€ : V€ — W€ é linear sobre R e comuta com J, pois

Portanto, € linear sobre C.

@ Proposicao

Sejam v e w bases de V e W respectivamente. Usando a identificacao v —
(v,0) podemos ver v e w como bases de V€ e W€, respectivamente. Temos
que que a matriz de T em relagdo as bases v e w é igual a matriz de T©
nessas mesmas bases:

[T]y,w = [Tc]y,w

@ Definicao

Uma conjugacao em um espago vetorial complexo V é umafuncaoc: V — V
tal que

c(u +v) = c(u) + c(v) para todos 0s u,v € V,
c(zv) = zc(v) paratodososz € Cev eV,

¢(c(v)) = v paratodos osv € V.

Uma conjugacao é linear sobre R, mas nao & linear sobre C:

c(iv) = —ic(v).
Exemplo 74. Em C", a fun¢do c(z1,...,2,) = (Z1,. - ., 2n), Onde cada coordenada é
substituida por seu complexo conjugado, & uma conjugagao <

Exemplo 75. Em V€ =V @&V a funcdo que mapeia (u,v) — (u,v) é uma conjuga-
cao. <
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Exercicios

Ex. 3.41 — Mostre que as complexificacoes de R™, M,, ,(R) sao naturalmente iso-
morfas a C", M,, ,(C).

Ex. 3.42 — Mostre que R[z]® & naturalmente isomorfo a C[z].

Ex. 3.43 — Mostre que se W = 0, entao, W = 0. Se W # 0 e {e;} € uma R-base
de W, entao {(ej,0)} € uma C-base de W¢. Em particular,
dimc(Wc) = dll’Il]R(W)
para todo W.
EX.3.44— Se ¢ : W — W é R-linear, sua complexificacao¢ : C : We — W tem

kernel e imagem

ker (¢¢) = (ker ¢)¢, im(¢¢) = (im ¢)¢

EX. 3.45 — Se V é um espaco vetorial complexo, uma R-forma de V é um subes-
paco real W de V tendo V como sua complexificagao. Mostre que duas R-formas
de M,, ,(C) sao:

M n(R) e “ byci ta,b,c,d€R ;.
b—ci d
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Capitulo

Espacos Quocientes

Neste capitulo:

Espagos Aﬁ ns » Espacos Afins (p. 127)

» Espago Quociente (p. 130)
Comegamos com uma generalizacao da nogao de subespaco de um espaco vetorial: » Teoremas de lsomor-
0s subespacos afins. Um subespaco afim de um espaco vetorial &€ uma translagao fismo (p. 135)

de um subespaco vetorial.

@ Definicao Subespacgo Afim

Um subconjunto X de V' é um subespaco afim de V paralelo ao subespago
U C V se e somente se para algum elemento z de X,

X=xz4+U={z+uluecU}.

Seja X um subespaco afim de V paralelo ao subespaco U. Entao a dimensao de
X édim (X) = dim (V).

x4+ U

@ Proposicao

Seja X um subespaco afim de V paralelo ao subespaco U de V. Sejam xq
um elemento de X e {uy, wa, ...u,} € uma base de U. Entao, qualquer
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elemento = de X pode ser escrito de maneira Unica como

:c:x0+§ CiWw;

parac; € K.

A demonstracao dessa proposicao € direta. Se v € X entao v = xy + v. Como
veVe{u, uy, ...u,} € base de V temos que v = >_ ¢;u; e logo

T =29+ Z CiU;.
A demonstragao da unicidade dessa representacao sera deixada como exercicio.

Exemplo 3. O conjunto solucdo de um sistema linear
C={z: Az =0b}

é um subespaco afim, com A € R™*" and b € R™, N

@ Definicao

O conjunto de todos os subespagos afins de V sera denotado Afim[V].

Assim, A € Afim[V] se e somente se A = x + W para algum subespaco W C V e
algumxz € V.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial sobre K e Afim[V] denote o conjunto de todos os
subespacos afins de V.

Se {4;]i € A} for uma colecao indexada de subespacos, entao
Nica Ai =0 0ou N;ep A € Afim[V].

Se A, B € Afim[V], A+ B € Afim[V].
Se A € Afim[V] e \; € K, entao \; A € Afim[V].
Se A€ Afim[V] ez € V, entdo = + A € Afim[V].

Se A€ Afim[V] e T € Hom(V) e T(A) € Afim[V’].

Demonstracdo. Vamos demonstrar apenas. Suponha que A; = x; + W; para
cada i € A. Aqui W; é um subespaco de V' e x; um vetor em V. Suponha que

Mica Ai # 0.Sejay € ;e Ai Entao, para cadai € A,y = x; + z; com z; € W,

Entao y+W,=ax;, +W; e ﬂiEA A; = ﬂieA(y + Wl)
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Afirmamos que (;ca (¥ + Ws) =y + (N;ca Wi). Claramente,

y*(ﬂ Wi) € ﬂ(y+Wi)7

1€EA 1€EA

Paraainclusao inversa, sejax € (), (y+W;). Entao, parai # j,x = y+z; = y+z;
comz; € Wyez; € Wy Logo z; = z; e x € y+ (W N Wj). Assim, ;e (y +W5) C
Y+ (Nyea Wi). Portanto, M;ca(y + Wi) =y + (Njea Wi). Como y + (N;ca Wi) €
Afim[V], terminamos a demonstragao de |« |, [ |

A maneira mais importante pela qual surgem subespacos afins é a seguinte.

@ Teorema Imagem Inversa

Seja T: V. — W uma transformacao linear e wy € W seja um elemento
arbitrario de W. Se T~ (wy) nao for vazio, entdo T~ (w,) &€ um subespaco
afim de V paralelo a ker T..

Demonstracdo. Escolha vy € V com T(vg) = wy. Se v € T~ (wy) for arbitrario,
v=v9+(v—vg) =votueT(u) =T(v—vg) =T (v)—T(vg) = wy—wy = 0, entao
u € ker (T). Por outro lado, se u € ker (T') e v = vo +u, entao T'(v) = T(vg +u) =
T(vg) + T(u) = wp + 0 = wp. Assim, vemos que

T (wp) = vy + ker T.

Podemos generalizar o Teorema 4.1 introduzindo o conceito de uma transformacao
afim entre dois espacos vetoriais. Se € V, depois pela traducao através de ,
entenderemos a funcao S, : V.— V fornecido por S, (y) = & +y. Qualquer classe
x + W é apenas S,(W) f para a tradugao S,. Observe que quando x # 0, .S, nao
é uma transformacao linear.

@ Definicao

Sejam V e V' dois espacgos vetoriais sobre um corpo K. Uma funcao K :
V — V'’ é denominada transformacao afim se f = S,7T para alguma T €
Homg (V, V') e alguns « € V. O conjunto de todas as transformacoes afins
de V para V 'sera denotado como Afimg(V, V)

E imediato observar que Homg(V, V') C Afimg[V,V’] C (V')V. O Teorema 4.1
pode ser reformulado da seguinte forma:
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Teorema
Se A € Afim[V] e f € Afimg[V,V'] entao f(A4) € Afim[V’].

Agora, definimos a nocao importante do espaco vetorial quociente V/W e investi-
gamos algumas de suas propriedades.

Ex. 41— Mostre que um subconjunto X de V & um subespaco afim de V para-
lelo ao subespaco U C V se e somente se for para alguns e, portanto, para cada
elemento z de X,

X=z+U={x+uluecU}.

Ex. 4.2 — Seja X um subespaco afim de V paralelo ao subespaco U de V. Seja
xo um elemento de X e seja {u1, us, ...u,} € uma base de U. Entao, qualquer
elemento = de X pode ser escrito de maneira Unica como

T =x9+ E c;u;

parac; € K.

Ex. 4.3 — Mostre que
1. SeAecAfim[V]e M €K z + A € Afim[V].
2. Se A e Afim[V] eT € Hom(V) e T(A) € Afim[V’].

3. Se A'le AMfim[V'] e T € Hom(V,V entao T~1(A’) & vazio ou € um subespaco
afim de V.
EX. 4.4 — O espaco afim gerado pelos vetores vy, vs,...,v, em V € 0 conjunto
{/\11;+...+)\rvr|)\i EK,)\1++)\T:1}

. Prove que é um subespaco afim.

Espaco Quociente

Seja S um subespaco de um espaco vetorial V. E facil ver que a relacao binaria
em V definida por
u=v & u—veES
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é uma relacao de equivaléncia. Quando u = v, dizemos que u e v Sao congruentes
modulo S e u = v é frequentemente escrito

u=v mod S

Quando o subespaco em questao estiver claro, escreveremos simplesmente u = v.

Para ver como sao as classes de equivaléncia, observe que

] ={veV]|u=v} (41)
={ueV|iu—-veS} (4.2)
={u €V |u=wv+sparaalgum s € S} (4.3)
={v+s|seS} (4.4)
v+ 8 (4.5)

O conjunto
v=v+S={v+s|seS}

& denominado classe de S em V e v &€ denominado representante da classe v+ S.

@ Definicao Espaco Quociente

O conjunto de todas as classes de S em V é denotado por V/S = {v+S|v €
V'} € denominado espago quociente de V modulo S.

R3 R3/S

Podemos definir uma estrutura de espaco vetorial em V/S.

A escolha natural para essas operacoes de espaco vetorial é
(u+S)+w+S)=E(ut+v)+S e MNu+S)2(\u)+S
mas devemos verificar se essas operagoes estao bem definidas, ou seja,

O U1+S:’UJ2+S,’U1+S:’02+S:>(U1+1}1)+S:(UQ+1)2)+S

Ou+S=us+S=ru1 +S=rus+5

De maneira equivalente, a relacao de equivaléncia = deve ser consistente com as
operagoes de espaco vetorial em V, ou seja,
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0 up = u,v; = vz = (U +v1) = (uz + v2)

O ul = ug = A\up = dug

Esse cenario é recorrente na algebra. Uma relagao de equivaléncia em uma estru-
tura algébrica, como um grupo, anel, médulo ou espaco vetorial & denominada
relacao de congruéncia se preservar as operacoes algébricas.

Essas condi¢oes decorrem facilmente do fato de que S é um subespaco, pois se
U = Uz V] = Vg, eNtA0 ug —ug €5, v1—vy €5 = A\ (u; —uz)+ A (v —v2) €S
= (AMu1+Av1) — (Mus+ Aavs) € S = Ajug + A2 = Ajus + Aavy que verifica as
duas condigoes ao mesmo tempo. Deixamos ao leitor verificar se V/S é realmente
um espaco vetorial acima de K nessas operacoes bem definidas.

@ Teorema

Seja S um subespaco de V. A relacao binariku =v & uw—v € S éuma
relacao de equivaléncia em V, cujas classes de equivaléncia sao 0s espacos
afins paralelosa Sv+S={v+s|secStdeSemV.

O conjunto V/S de todos as classes de S em V, chamado espaco quociente
de V modulo S, € um espaco vetorial com operagdes

Au+S)=Iu+8 (4.6)
(u+8)+w+S)=(ut+v)+S (4.7)

O vetor zeroem V/S é aclasse 0 + S = S.

@ Definicao Projecao Candnica

Se S é um subespaco de V, podemos definir a aplicacdo g : V. — V/S
enviando cada vetor a classe lateral associada a ele: mg(v) = v + S Esse
mapa é denominado projecao canonica ou projecao natural de V para V/S.

Quando nao houver risco de confusao escreveremos simplesmente =

@ Proposicao

A projegao canodnica mg : V — V/S definida por
ms(v)=v+ S

€ uma transformacao linear sobrejetiva com ker (rg) = S.
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Demonstracdo. A projecao candnica é linear, pois
’/T()\l.’I} + )\2y) = (/\1:1: + )\Q’y) + S = )\1(:B + S) + )\Q(y + S) = )\17T:E + )\17Ty

A projecao candnica é claramente sobrejetiva, pela definicao de V/S.

Para determinar o nlicleo de , observe que

vekerremv=0&8v+S=S<vecs

e logo kerm = S.

@ Teorema Teorema da Correspondéncia

Seja S um subespaco de V. Entao a fungao que atribui a cada subespaco
S C T C V o subespaco T/S de V/S & uma correspondéncia biunivoca
que preserva a ordem entre entre o conjunto de todos os subespacos de V
contendo S e 0 conjunto de todos os subespacos de V/S.

14
v/S

T
T/8

S
0 — 5 {0}

Figura 4. .
Correspondéncia entre os subespacos de V e V/S.

Demonstracdo. Provaremos apenas que a correspondéncia é sobrejetiva. Para
tanto, seja
X ={u+SlucU}

um subespaco em V/S e seja T a uniao de todos as classes em X:

T = U(u—I—S)

uelU

Mostraremos que S<T <V equeT/S=X.Sex,ycT,x+Sey+Sestaoem
X e, como X é subespaco de V/S, temos

A+ S, (x+y)+SeX

133/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Quocientes, Espaco Quociente

0 que implica que Az, x +y € T. Portanto, T' & um subespaco de V contendo S.
Além disso, se v+ S € T/S, entdo v € T e, portanto, v+ S € X.

Por outro lado,seu+ S € X, u € T e, portanto,u+S € T/S.Assim, X =T7/S. R

Exercicios
Ex. 4.5 — Seja V o subespaco de R? dado por V = ({(1, —1)}).
1. Desenhe V em R2.

2. Desenhe as classes

S :(1,1)—|—V, Sy = (2, 1)+V

3. Descreva o espaco quociente R?/V.
4. Desenhe a classe S5 = (—2)51 + So.

5. Determine se S3 é iguala (—1,0) + V.

Ex. 4.6 — Seja V 0 subespaco de K[z], satisfazendo

1
llp(t)dt =0, p(t) € K[z]s.

1. Determine uma base de V.

2. Determine uma base do espago quociente K[z]z/V.

Ex. 4.7 — Descreva o espaco quociente K> /U, onde U = {(0, as, as, ...) : a; € K}.

Ex. 4.8 — Se V é de dimensao infinita e S & um subespaco de dimensao infinita, a
dimensao de V/S deve ser finita? Prove ou dé contra-exemplo.

Ex. 4.9 — Prove o teorema da correspondéncia.

Ex. 410 — Seja S um subespago de V. Comecando com uma base {s1, ..., sk}
para S, como vocé encontraria uma base para V/S?

Ex. 411 — Sejam U um espaco vetorial e V e W subespacos de U. Dado u € U,
denote por [u]y e [u]w as classes laterais u + V' e u + W, respectivamente.

Suponhaque V C W ewy,...,u; € U. Entao mostre que se [u1]y, ldots, [ux]y sao

134/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Quocientes, Teoremas de Isomorfismo

linearmente dependentes temos que [u1]w, - . ., [ux]w Sao linearmente dependen-
tes.

Em particular, se U é finito dimensional, dim (U/V) > dim (U/W),se V. C W.

Ex. 412 — Suponha que W é um subespaco de dimensao finita de V e que V/W
é finito dimensional. Mostre que V deve ser finito dimensional.

Teoremas de Isomorfismo

Apresentaremos agora os Teoremas de Isomorfismo. Esses teoremas aparecem de
multiplas formas em diversas areas da matematica e sao muito Uteis.

Teorema Propriedade Universal do Quociente

Sejam S um subespaco de V e T' € Hom(V, W) satisfazendo S C ker (T'). En-
tdo, existe uma Unica transformacao linear T : V/S — W que faz o seguinte

diagrama comutativo

v—L ~w,

’Tl /
V/S
ou seja, com a propriedade que Tong = T.

Além disso, ker (T) = ker T/S e im(T) = im 7.

Demonstracdo. Nao temos outra opcao senao definir T pela condicdo Tomg = T,
ouseja, T(v+S) = Tw. Esta funcao esta bem definida se e somente se v+S5 = u+S
implicar que T(v + S) = T(u + S) que é equivalente a cada uma das seguintes
afirmacoes:

v+S=u+S=Tv=Tu
v—ueS=Tv—u)=0
zreS=Tx=0

S CkerT

Assim, T : V/S — W esta bem definida. Além disso,
im(T)={T(v+9)|veV}={TvjveV}=imT e
ker (T) = {v + S|T(v+S) =0}

={v+ S|Tv =0}
=kerT/S

135/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Quocientes, Teoremas de Isomorfismo

A unicidade de T é direta. Se T" € Hom(V/W, V') é outra transformacao tal que
T'm=TeT =T emimH. Mas 7 é sobrejetiva. Portanto, T = T". [ ]

O teorema 4.3 possui um corolario muito importante, que é frequentemente deno-
minado primeiro teorema do isomorfismo e é obtido tomando S = ker (7).

Teorema Primeiro Teorema de Isomorfismo
Suponha que T' € Hom(V). Entao im 7 = V/ker T' .
Demonstracdo. Podemos ver T como uma transformacao linear sobrejetiva de V

para im 7. Aplicando o Teorema 4.3, obtemos uma nica transformacao linear T :
V/kerT — imT de modo que o diagrama a seguir & comutativo:

1% imT (4.8)
”l /
V/kerT
Claramente T & um isomorfismo. [ |
Proposicao
Existe uma sequéncia exata 0 x4y 5.7 0 se e so-

mentese Y/X = Z

Demonstracdo. Se Y/X = Z. Entao dim Z = dimY — dim X e logo dimY > dim Z.
Logo existe B : Y — Z uma aplicacao sobrejetiva. Os espacos ker B e X sao
isomorfos e seja A uma aplicacao injetiva que leva X em ker B C Y. Entao a

sequéncia

A B

0 X Y Z 0

é exata.

Se asequéncia é exataentaoomapa B : Y — Z ésobrejetivo,eomapad: X - Y
é injetivo com im(A) = ker B. Assim, 0 mapa A : X — ker B € um isomorfismo.

Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo Z =im B> Y/ker B> Y/X.

0 Segundo Teorema do Isomorfismo lida com multiplos quocientes. Suponha que
W seja um subespaco de V e considere a projecao natural = : V. — V/W. Se W’

for um subespaco de V contendo W, n(W') sera um subespacgo de V/W. Por isso,
vV/w

odemos formar o espaco quociente .
p paco quoci (W)
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Pelo Teorema 4.3, 7(W’) € isomorfo a W’ /W. Assim,

viw . (V/W)

(W) - (Ww)

@ Teorema Segundo Teorema de Isomorfismo

Suponha que W C W’ sejam subespacos de V. Entao

ViW V.
W W~ W'

Demonstracdo. Sejam

(V/w)
w(W")

T:V-oV/W e 7:V/W-=

as projecoes naturais. Defina

v/W
m(W’)

T=xon:V =

Como m e 7’ sao ambos sobrejetivos, T' @ uma transformacao linear sobrejetiva. Cla-
ramente, W’ C kerT. Seja @ € ker T . Entao n'w(x) = 0. Assim, T = w(x) € m(W').
Sejay € W' tal que 7(y) = n(x). Entdo n(y — x) = 0. Portanto, y — = € kerm =
W C W'. Em particular, x € W’. Agora provamos que kerT = W’. Aplicando o

V/W s ~J
Teorema 4.3, temos 77 =imT 2 V/kerT =V/W'. |

O terceiro teorema de isomorfismo lida com somas e quocientes.

@ Teorema Terceiro Teorema de Isomorfismo

Suponha que W e W’ sejam subespacos de V. Entao

wAw W
W wWnaw’

- . , W4+ Ww - .
Demonstracdo. Sejaw: W + W' — v a projecao natural. O mapa de inclu-

sao de W’ em W + W' quando composto com 7« nos fornece uma transformacao
linear T : W' — (W + W')/W.Como o nicleo de m é W,ker T =W NW".

Afirmamos que T & uma transformacao sobrejetiva. Para demonstrar isso, consi-
/

dereumelemento z € w entdo z é um conjunto de W daforma z = w+W
comweW+W' . Assimw=x+ycomxzecWeyeW . Masz+W = W.Assim,
z=w+W=(y+x)+W=y+W.Em particular, T'(w) =y + W =z eassimT
é sobrejetiva.

w+w w’

Pelo Teorema 4.3, 5 = imT =W /ker T = TaSidR
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@ Proposicao

Suponha que V seja uma soma direta interna dos subespacos Vi, ..., V,.

V Vie e

v = v Vi ViV, (4.9)

Onde V; significa a omissao de V; nesta soma.

Demonstragdo. Suponha que V.= Vi & --- @ V,. Como V; N (32, V;) = (0), 0
Teorema 4.3 implica

V/V;= (Vi‘f'ZVj)/Vi (410)
= VT/(V nR_vi) (417)

= (E‘G)/(O) " (412)
=Vj'1¢e;~--ea17iea~-~eavn (413)

]

@ Definicao Codimensao
Seja W um subespaco de V. Entao a codimensao de W em V é

codim vy W = dim V/W.

@ Proposicao

Seja Wy um subespaco de V. Seja W, qualquer complemento de Wy em V.
Entao codim v W; = dim Ws.

Demonstracdo. V/W; e Wy sao isomorfos. |

@ Proposicao

Seja V um espaco vetorial da dimensao n e W seja um subespaco de V da
dimensao k. Entao dim V/W = codim W =n — k.

Aqui esta uma maneira importante pela qual surgem espacos quocientes.

138/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Quocientes, Somas diretas e sequéncias exatas cindidas

@ Definicao Conducleo

Seja T: V — W uma transformacao linear. Entao o coniicleo de T € o espaco
quociente
coker (T') = W/im(T).

@ Corolario

Sejam V um espaco vetorial finito dimensional e T: V' — V uma transforma-
¢ao linear. Entao dim (ker (T')) = dim (coker (T)).

Demonstracao.
dim (ker (T')) = dim (V') — dim (im(7")) = dim (V/im(T"))

= dim (coker (T)).

Somas diretas e sequéncias exatas cin-

didas

Considere a soma direta
Z=X3Y

onde X e Y sao subespacos do espaco vetorial Z sobre K. Entao, para todos os
z € Z,temos uma Unica decomposicao

z=z+y, zcX,yecY.

Definimos

O i(z) := 2z para todos os z € X (inclusdo candnica de X),
0 j(y) := y paratodos os y € Y (inclusdo de Y),
O m(z) := y para todos 0s z € Z (projecdo em Y).
Entdo a sequéncia
0—X —5>XaY T >Y —>0
é exata. Além disso, temos

0—>X —5>XaY=——=Y —>0

J
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onde j:Y — X @Y é o0 mapa de inclusdo. Motivados por essa situacao, dizemos
que a sequéncia
0 X—tsz7-T"5Y 0

€ uma sequéncia exata cindida se for uma sequéncia exata e 0 mapa w possuir
uma inversa a direita, ou seja, existe um mapa injetivo j : Y — Z, de modo que
moj=Iy.

0—X —5>XaY =YV —>0

J

@ Proposicao

A sequéncia

0 X ‘sz "oy 0 (z)

€ uma sequéncia exata cindida se e somentese Z = X @Y.

Demonstracdo. Suponha que 414 seja uma sequéncia exata cindida. Existe um su-
bespaco vetorial ker (7)* de Z tal que

Z = ker (1) @ ker (7)*. (415)

O mapa « é sobrejetivo. Portanto, im(r) = Y e Y = Z/ker (r). Como 0 mapa ¢
é injetivo, obtemos que im(:) & X. Por exatidao, im(i) = ker (7). Finalmente, a
Equacao 415 finaliza a demonstracao. [ |

Exercicios

Ex. 423 — Use o primeiro teorema do isomorfismo para provar o teorema do rank-
nulidade rk(7T) + nul(T") = dim (V') para T € Hom(V, W) e dim (V) < oc.

Ex. 414 — Seja T € Hom(V') e suponha que S seja um subespaco de V. Defina um
mapa T’ : V/S — V/S por
T'(v+S)=Tv+ S

Quando T” esta bem definido? Se T” esta bem definido, & uma transformacao li-
near? Determine im(7”) e ker (77)?

Ex. 415 — Dados M, N C L. Prove que a seguinte aplicacao € um isomorfismo
linear
(M4 N)/N—=M/(MNN):m+n+N—m+MnNN

Ex. 416 — Prove que R™/R é isomorfo a R*~1,
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Ex. 417 — Seja V o espaco das fungdes reais continuas no intervalo fechado [a, b],
V = Cla,b] e seja W = Const|a, b] 0 espaco das fungdes constantes em [a,b]

1. Prove que Const[a, b] € isomorfo a R

2. Prove que V/W é isomorfo ao espaco vetorial das fungdes continuas em
[a,b] que se anulam em a.

EX. 4148 — Dado L = M @ N. Entao a aplicacao candnica
M—L/N:m—m+N

@& um isomorfismo.

Ex. 419 — Encontre espacos vetoriais isomorfos Ve W com
V=SeBeW=SaD

mas B # D. Portanto, V ~ W nao implica que V/S ~ W/S.

Ex. 420 — Seja V um espaco vetorial com
V=5S1oT=5®1

Prove que, se S; e Sy possuem codimensao finita em V, 0 mesmo acontece com
Sl n SQ e
codim (S; N Ss) < dim (T}) + dim (T%)

Ex. 4.21— Seja V um espaco vetorial com
V=S&T, =5 dT;
Suponha que S; e S; tenham codimensao finita. Portanto, pelo exercicio anterior,
0 mesmo acontece com S; N .S,. Encontre uma decomposicao de soma direta V =
W & X para a qual
1. W tenha codimensao finita,

2. WCSnNSe

3. X2 + 1.

Ex. 4.22 — Suponha f € Homg (V, K) . Se f # 0, mostre que V/ker f 2 K.

Ex. 423 — Sejam f(z) = 2" + ap_12" 1 + -+ a9 € R[X] e W = {pf|p € R[X]}.

1. Mostre que W & um subespaco de R[X].
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2. Mostre que dim (R[X]/W) = n. (Dica Use o algoritmo de divisao em R[X].)

W_
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Capitulo

Espacos Duais

Espacos Duais

@ Definicao Funcional Linear

Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma transformacao linear f € Hom(V, K)
é dita funcional linear (ou simplesmente funcional) em V.

@ Definicao Espaco Dual

0 espaco vetorial de todos os funcionais lineares em V é indicado por V* =
Homg (V, K) é denominado espaco dual de V.

Exemplo 3. O mapa f : K[z] — K definido por f(p(x)) = p(0) é funcional linear,
conhecido como avaliagao em 0. <

Exemplo 4. Seja C|[a, b] 0 espaco vetorial de todas as fungées continuas em [a, b] C
R. Seja f : Cla, b] — R definido por f(a(z)) = fba(x)dx Entéo f € Cla, b]*. <

a

Exemplo 5. Os vetores colunas f € K,, podem ser vistos como funcionais lineares
no espago K.

Dado f € K,, e v € K™ entdo definimos

Ty
X2

fw)=v.f =[v1,...0,]

Ln

Como im f C K, temos dois casos

Neste capitulo:

» Espagos Duais (p. 143)
» Aniquiladores (p. 150)

» Transposta de um Opera-
dor (p. 154)

» Sistemas de Equagdes (p. 158)
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0 im f = {0}, nesse caso f é a funcao linear nula;

O im f = K, e nesse caso f é sobrejetiva.

Em outras palavras, um funcional linear nao nulo é sobrejetivo.

Além disso, se f # 0, entao se dim (V) < oo, entao dim (ker f) = dim (V) — 1.

@ Teorema

Para qualquer vetor diferente de zerow € V, existeum f € V* funcional
linear para que f(v) # 0.

Um vetor v € V € zero se e somente se f(v) = 0 para todos os funcio-
nais f e v*

Dado f € V* tal que f(x) # 0 entao,

V =(x)®ker f

Dois funcionais lineares nao nulos f,g € V* tém o mesmo nicleo se, e
somente se, existir um escalar diferente de zero A, de modo que f = Ag.

Demonstracao.

c|Se0# v e (x)Nker f,entao f(v) =0ev=azxparad#ackK,elogo f(z) =0,
0 que é impossivel. Portanto, (x) Nker f = {0} e logo podemos considerar a soma
direta S = (z) @ ker f. Além disso, para qualquer v € V, temos

_ mwr(v_;g;;m) € (x) +ker f

eentaoV = (z) @ ker f.

Se f = Ag com A # 0, ker f = kerg. Por outro lado, se K = ker f = ker (g),
entao para ¢ ¢ K, temos V = (z) @ K Obviamente, fx = A\g[x para qualquer A.
Portanto, escolhendo A = f(x)/g(x), temos que Ag(x) = f(x) e, portanto, f = Ag.

Bases duais

Seja V um espaco vetorial com base B = {x;|¢ € A}. Para cada i € A, podemos
definir um funcional linear € V* pela condicao de ortogonalidade

x;(z;) £ 6

onde ¢; ; € a funcao delta de Kronecker, definida como

52 1sei=j
’ 0sei#j
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Figura 5.1 . . " -
O Teorema 51 mostra que todo funcional linear "folheia”o espaco V

em espacos afins de dimensao n — 1. As classes Az + ker f com X € K. Cada folha
& mapeada num Unico ponto de K.

e estendendo por linearidade.

Entdo o conjunto B* = {x}|: € A} é linearmente independente, pois se tivermos
uma combinagao que é igual ao funcional nulo

0" =a;x; +---+a;,x; .
aplicando essa equacao no vetor da base x;, temos

n n
0= E aljwij (wlk) - E alj(sljﬂk = iy,
Jj=1 Jj=1

para todos 0s iy.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial com base B = {x; |i € A}.

O conjunto B* = {x} |7 € A} é linearmente independente.

Se V é de dimensao finita, entao B* € uma base para V*, denominada
base dual de V*.

Demonstracao.
Ja foi demonstrada acima.

Para qualquer f € V*, vamos provar que f = >, f(z;)z;. Vamos provar isso
calculando o lado direito da expressao anterior nos vetores da base:

Z f(xj)z)(z;) = Z f(x)di 5 = f(x).
j j
Portanto, B* € uma base para V*. |

Segue-se do teorema anterior que se dim (V) < oo, entao

dim (V*) = dim (V)
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ja que os vetores duais também formam uma base para V*. Nosso objetivo agora
& mostrar que a reciproca também vale. Mas primeiro, vamos considerar um exem-
plo.

Exemplo 8. Seja V um espaco vetorial de dimensdo infinita sobre o corpo K = Zs =
{0,1}, com base B. Como os Unicos coeficientes em K sdo 0 e 1, uma combinagao
linear finita sobre K é apenas uma soma finita.

Portanto, V é o conjunto de todas as somas finitas de vetores em B e, assim, po-
demos ver a escolha de um vetor v € V como a escolha de um numero finito de
vetores em B (0s vetores da base que aparecem com coeficiente 1 quando escreve-
mos v na base B) e assim

V< |Z(B)| = [B]

Por outro lado, cada funcional linear f € V* é definido de maneira Gnica espe-
cificando seus valores em B. Como esses valores devem ser 0 ou 1, especificar um
funcional linear é equivalente a especificar o subconjunto de B no qual f assume o
valor 1. Em outras palavras, ha uma correspondéncia biunivoca entre os funcionais
lineares em V e todos os subconjuntos de B. Consequentemente,

Vi =12@®) > Bl = V]|

Isso mostra que V* ndo pode ser isomorfo a V, nem a qualquer subconjunto pro-
prio de V. Portanto, dim (V*) > dim (V). <

Queremos mostrar que o comportamento no exemplo anterior € tipico, em parti-

cular, que
dim (V) < dim (V*)

com igualdade se e somente se V for de dimensao finita.

Teorema

Seja V um espaco vetorial. Entao dim (V) < dim (V*) com igualdade se e
somente se V for de dimensao finita.

Exemplo 10. Se V = K" entdo V* = K,. <

Definicao Hiperplano

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n, um hiperplano H é um
subespaco de V de dimensao n — 1.
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@ Teorema

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita

Seja 0 # f € V*. Entao ker f &€ um hiperplano.

Todo hiperplano é da forma ker f para algum 0 # f € V*

Bidual

Se V & um espago vetorial, com espaco dual V*. Podemos formar o espaco bidual
V**, que consiste em todos os funcionais lineares S : V* — K. Em outras pala-
vras, um elemento S de V** & um funcional linear que atribui um escalar a cada
funcional linear em V.

@ Definicao Espaco Bidual

Definimos o espago bidual de V, denotado por V** como

V** £ Hom(V*, K)

Com isso em mente, ha uma maneira bastante 6bvia de obter um elemento de V**.
Ou seja, se v € V, considere o mapa v : V* — K definido por

que envia o f funcional linear para o escalar f(v). O mapa v é denominado avali-
acao em v. Para ver que © € V**, sejam f,g € V* e a,b € K, entao

v(af +bg) = (af +bg)(v) = af(v) + bg(v) = av(f) + bv(g)

e assim v é de fato um funcional linear.

Agora podemos definirum mapa7 : V — V** por v = v Esse mapa é denominado
mapa natural de V a V**. Esse mapa €& injetivo e, portanto, no caso de dimensao
finita, também é sobrejetivo.

@ Teorema

O mapa canodnico 7 : V — V** definido por 7v = w, em que v é a avaliacao
em v, é injetivo.
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Se V é de dimensao finita, entao 7 & um isomorfismo.

Demonstracdo. O mapa 7 € linear, pois
au T bu(f) = flau + bv) = af () + bf (v) = (au + b0)(f)

para todos os f € V*. Para determinar o nilcleo de 7, observe que

w=0=T=0 (51)
= o(f) = 0 para todos os f € V* (5.2)
= f(v) =0 para todos os f € V* (5.3)
=v=0 (5.4)

pelo Teorema 51 e, portanto, ker (7) = {0}. No caso de dimensao finita, como
dim (V**) = dim (V*) = dim (V)

temos que T também é sobrejetivo, e logo um isomorfismo. [ |

Observe que se dim (V) < oo, como as dimensoes de V e V** sao as mesmas,
deduzimos imediatamente que V = V**. Este nao é o ponto do Teorema 51.2. O
ponto é que o mapa natural v — @ € um isomorfismo.

Quando V = V** V' é dito algebricamente reflexivo. O Teorema 51.2 € o Teorema
511 juntos implicam que um espaco vetorial é algebricamente reflexivo se e so-
mente se for finito-dimensional.

Se V for de dimensao finita, é habitual identificar o espago bi-dual V** com V e
pensar nos elementos de V** simplesmente como vetores em V. Vamos considerar
um exemplo especifico para mostrar como a reflexividade algébrica falha no caso
de dimensao infinita.

Exemplo 15. Seja V = (Z2)™ espaco vetorial sobre Z, e seja a base
er=(0,...,0,1,0, ...)

onde o 1 esta na k-ésima posicado. Portanto, V é o conjunto de todas as sequéncias
binarias infinitas com um ndmero finito de 1s. Defina a ordem o(v) de qualquer
v € V como a maior coordenada de v com o valor 1. Entdo o(v) < oo para todos
osvelV.

Considere os vetores duais e}, definidos (como de costume) por
ei(ej) = ok,

Para qualquer v € V, a avaliacao funcional v tem a propriedade que

v(ef) =ef(v) =0sek > o(v)

No entanto, como os vetores duais e}, sao linearmente independentes, Pelo Teo-
rema 3.1 existe um f funcional linear em V** para o qual

para todos os k > 1. Portanto, f ndo possui o formato v para qualquer v € V. Isso
mostra que o mapa canénico ndo é sobrejetivo e, portanto, V ndo é algebricamente
reflexivo. <
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Exercicios

Ex. 51— Seja V = Ry[z] 0 espaco vetorial dos polinomiais de grau menor igual a
dois.

1. Mostre que fi(p) = fol p(x)dz, f2(p) = f02 p(x)dz e f3(p) = fo?’p(ac)dm é uma
base de V*

2. Encontre sua sua base dual em V.

Ex. 5.2 — Seja V um espaco vetorial finito dimensional e deixe vy # vo em V. Prove
que existe f € V* com f(vy1) # f(va).

Ex. 5.3 — Seja V um espaco vetorial e sejam f,g € V* tais que que f(v) =0see
somente se g(v) = 0. Prove que f = Ag para algumi € K.

Ex.5.4— Seja0 #y e Ve feV*\{0}.DefinaT:V — V por T(z) = f(z) y.
Uma funcao definida desse modo é denominado diade.

1. Mostre que T' € Hom(V, V) satisfaz dim (im T') = 1.

2. Se S € Hom(V, V) satisfaz dim (im S) = 1, mostre que S € uma diade.

Ex. 5.5 — Seja V. = C([0,1] o espago vetorial sobre R das fungdes continuas a
valores reais no intervalo [0, 1]. Defina 0 mapa

GV SV fo(ge /0 F(@)g(x)dz)

Mostre que ¢ € uma transformacao linear cujo ndcleo é trivial.

Ex. 5.6 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Seja W =V @ V*.
Mostre que a aplicacao (x, y) — (y, ) &€ um isomorfismo entre W e W*.

Ex.57— Proveque (Vi@ - @ V,)" 2V @@ V7.

Ex. 5.8 — Seja v € V um vetor fixo. Prove que o mapa de avaliacao:
av, : V' = R, av,(f) := f(v)

é um elemento de V**.

Ex. 5.9 — Prove que o0 mapa:
avV — V™ av(v) := av,

@ um isomorfismo linear.

149/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Duais, Aniquiladores

Ex. 510 — Seja V = Rjz]. Quais das seguintes funcdes em V sao elementos em V*:

1 T(p) = Jy pla)de.

2. T(p) = [, plx)*dz.
3. T(p) = [, 2®p(x)dz.
4. T(p) = dp/dx.

5. T(p) = dp/dz|s=0-

Ex. 511 — Suponha que K é um corpo finito. Seja V- um espaco vetorial sobre K de
dimensao n. Para cada m < n, mostre o niUmero de subespacos de V de dimensao
m € exatamente o mesmo que o nimero de subespacos de V de dimensao n —m.

Ex. 512 — Seja tr(4) = Za” onde A = (a;;). Mostre que
=1

tr € (M, »(K))".

Ex. 513 — Mostre que tr(AB) = tr(BA) para todo A4, B € M,, »(K) .

Ex. 514 — Sejam, n € N. Seja f1, ..., fm € (K")* Defina T : K* — K™ por
T(x) = (fi(@), ..., fm(®))

1. Mostre que T € Homg (K™, K™).

2. Mostre que todo T' € Homg (K", K™) é dado desta maneira para alguns

fla"'af?n'

Ex. 515 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre C. Suponha que
x1,... T, Sejam vetores distintos e diferentes de zero em V. Mostre que existe um
T e V*tal que T'(xy) # 0 paratodososk =1,...,n.

Aniquiladores

Definicao Aniquilador

Seja V um espaco vetorial vetorial K de dimensao finita, V* seu espaco dual
.Seja M um um subconjunto nao vazio de V e N C V* um subconjunto nao

150/318



Algebra Linear Avancada & Espacos Duais, Aniquiladores

vazio de V*. Definimos

M° = anny- M = {f € V*| f(u) =0, paracadau € M} e
N° =anny N = {v € V|o(f) =0, para cada f € N},
os aniquiladores de U (respectivamente X) in V* (respectivamente V). Sdo

subespacos de V* (respectivamente V), por qualquer U (respectivamente
X).

O termo aniquilador é intuitivo, pois M consiste em todos os funcionais lineares
que aniquilam, iso &, enviam para 0 todos os vetores em M. Ressaltamos que M°
é um subespaco de V*, mesmo quando M nao é um subespaco de V.

As propriedades basicas dos aniquiladores estao contidas no seguinte teorema.

@ Teorema

Se M e N forem subconjuntos nao vazios de V,

MCN=N°c M°

Se dim (V') < oo, entao, para qualquer subconjunto nao vazio M de V

0 mapa natural
T (M) — M

é um isomorfismo de (M) para M. Em particular, se S for um subes-
pacodeV, S0~ g,

Se S e T sao subespagos de V, entao

(SNT° =5 +T%e (S+T)°=S°NT°

Demonstragdo. Deixamos a prova da parte [« | para o leitor.

Para a parte | »), como M = ((M))* é suficiente provar que 7 : § — S & um
isomorfismo, onde S &€ um subespaco de V. Agora, sabemos que 7 € um monomor-
fismo, entao resta provar que 7S = S%. Se s € S, 7s = 5 possui a propriedade
que, para todos os f € S° s(f) = fs = 0 e entdo 7s = 5 € S%, o que im-
plica que 75 C 8%, Além disso, se © € 5%, entdo, para todos os f € S° temos
f(v) =v(f) =0 e assim, todo funcional linear que aniquila S também aniquila v.
Mas se v ¢ S, existe um funcional linear g € V para o qual g(S) = {0} e g(v) # 0.

Portanto, v € S e, portanto, v = 7v € 75 e entdo S C 78.

Para a parte [ ¢, é claro que f aniquila S + T se e somente se f aniquila S e T.
Portanto, (S +T)° = S°NTO Além disso,se f =g+ h € S°+T°emquege S%e
heTC g he(SNT)° e portanto, f € (SNT)°. Portanto,

SO+ 1°C(SNT)°
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Para a inclusao inversa, suponha que f € (SN T)°. Escreva
V=SaSnT)eT aoU
ondeS=S5®(SNT)eT =(SNT)® T Definage V* por
gls =T 9lsar = flsar =0, gl =0, gly = f
e defina h € V* por
hlg: =0, hlgar = flsar =0, hip = f, hly =0

Dessa forma temos que g€ T, he Seg+h = f. [ ]

Aniquiladores e Somas Diretas

Considere uma decomposicao de soma diretaV=Sa&T.

Entao qualquer funcional linear f € T* pode ser estendido a um funcional linear
fem V fazendo f(S) = 0. Vamos chamar essa extensdo de extensao por 0. Clara-
mente, f € S° e é facil ver que a extensdo por 0 leva f — f e & um isomorfismo
de T* a S°, cuja inversa é a restricao a 7.

A extensdo por 0 & um isomorfismo entre T* e S9, i.e, T* = SO,

Se V é de dimensao finita, entao

dim (S°) = codim v (S) = dim (V) — dim (S) O

Exemplo 19. A parte| » | do Teorema 5.2.1 pode falhar no caso de dimensao infinita,
pois pode acontecer facilmente que S° = V*. Como exemplo, seja V o espaco
vetorial sobre Zs com uma base ordenada enumeravel B = (ey, e, ...). Seja S =
(e1) e T = (ea, es,...). Efacil ver que S° = T* = V* e que dim (V*) > dim (V). <

O aniquilador fornece uma maneira de descrever o espaco dual de uma soma
direta.

@ Teorema

Um funcional linear na soma direta V.= S @ T pode ser escrito como a
soma de uma funcional linear que aniquila S e de uma funcional linear que
aniquila T, ou seja,

SeT) =89 T°
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Demonstracdo. Claramente S° N T° = {0}, pois qualquer funcional que aniquile
S e T deve aniquilar S @ T = V. Portanto, a soma SY + T° é direta. O restante
segue do Teorema 52, ja que V* = {0} = (SNT)? = S* + 7% = S° & T° Como
alternativa, como pr+ps = 1 € 0 mapa de identidade, se f € V*, podemos escrever

f=folpr+ps)=(fopr)+ (fops)€S°DT" eentdoV* =S T°. |
EX.516 — Seja A= {f1, ..., fa} C V" Mostre A* = ) ker ;.

i=1
Ex. 547 — Seja A = {f1, ..., fn} C V* e suponha que g € V* tal que g se anula

em AL. Mostre que g € (A).

Ex. 518 — Seja V um espaco vetorial finito dimensional com espaco duplo V*. Se
W1, Wy forem subespacos de V, mostre que

1. Ann(W7 NW3) = Ann(W7) + Ann(Ws).

2. Ann(Wy + W3) = Ann(W7) N Ann(WWs).

Ex. 519 — Seja V um espaco vetorial com um subespaco U C V. Mostre que o
aniquilador U° é realmente um espaco vetorial.

Ex. 5.20 — Seja V um espaco vetorial. Quais sao os aniquiladores de {0} e V res-
pectivamente?

Ex. 5.21— Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Suponha que U C V seja
um subespaco diferente de {0}. Mostre que U° # V*

Ex. 5.22 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e U C V seja um subes-
paco. Mostre que dim V' = dim U + dim U°.

Ex. 5.23 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e U e W sejam subespa-
cos de V. Mostre que se U C W, W° C U".

Ex. 5.24 — Prove que se m < n, € se fi..., f,, Sao funcionais lineares em um
espaco vetorial n-dimensional V, entao existe um vetor diferente de zero x em V
tal que f;(z) =0paraj=1,...,m. O que esse resultado diz sobre as solu¢oes de
equacoes lineares?
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Ex. 5.25 — Suponha que m < n e fi,..., fm Sejam funcionais lineares em um es-
paco vetorial n-dimensional V. Em que condicoes dos escalares az, ..., a,, € ver-
dade que existe um vetor z em V tal que f;(z) = a; paraj=1,...,m. O que esse
resultado diz sobre as solugoes de equacoes lineares?

Ex.5.26 — Seja V; € V4 C ... C V,, uma bandeira maximal em V. Mostre que
VOcvd, c...cVyéumabandeira maximal em Vx.

Ex. 5.27 — Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K e seja W um
subespaco proprio de V de dimensao k.

1. Mostre que existem n — k funcionais lineares {f;} de modo que

W:ﬁkerfi

i=1

2. Conclua usando o Teorema 511 que W é a interseccao de n— k hiperplanos.

Transposta de um Operador

Definicao Operador Transposto
Se T € Hom(V, W), poderemos definir um mapa 7% : W* — V* por
T*(f)=foT = fT
para f € W*. Assim, para qualquerv € V,
[T*(H)](v) = f(Tv)

0 mapa T* é chamado de operador transposto a 7T'.

Teorema Propriedades do Operador Transposto

Para T,S € Hom(V, W) e a,b € K, (aT + bS)* = aT* + bS*
Para S € Hom(V, W) e T € Hom(W, U), (T'S)* = S*T*

Para qualquer T' € Hom(V) invertivel, (T—1)* = (T*)~!

Demonstracdo. A prova|1|é deixada para o leitor.
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Para todos os f € U*, temos que

(TS)*(f) = f(T'S) = §*(ST) = S*(T*(f)) = (S*T")(f)

T*(T—l)* _ (T—IT)* _ I* -1

e analogamente , (T~1)*T* = L Portanto, (T~ 1)* = (T*)~L.

Se T e Hom(V, W), T* € Hom(W*, V*) e entdo T** € Hom(V**, W**). Obvia-
mente, T** nao € igual a T. No entanto, no caso de dimensao finita, se usarmos os
mapas naturais para identificar V** com V e W** com W, poderemos pensar em

T** como estando em Hom(V, W). Usando essas identificacoes, temos igualdade

no caso de dimensao finita.
@ Teorema

T.

v—L .w

Demonstracdo. Antes de fazer qualquer identificacao, temos para v € V,
(@) (f) =0T ()] = 0(fT) = f(Tv) = Tv(f)
para todos os f € W* e assim
T**(®) = Tv € W**
Portanto, usando as identificacoes candnicas para V** e W**, temos
T"*(v) =Tv

para todososwv e V.

O proximo resultado descreve o nicleo e a imagem do operador transposto.

@ Teorema

Seja T € Hom(V, W). Entao

ker (T*) = im(T")°
im(T*) = ker (T)°

Seja V e W de dimensao finita e seja T' € Hom(V, W). Se identificarmos V**
com V e W** com W usando 0os mapas naturais, 7** sera identificado com
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Demonstragdo. Para a parte ,

ker (T™) = {f e W*|T"(f) = 0} (5.5)
={feW*|f(TV)={0}} (5.6)
={f e W[ f(im(T)) = {0}} (5.7)
= im(T)° (5.8)

Para a parte (v, se f = ¢gT' = T*g € im(T*), entao ker (T') C ker (f) e assim
f € ker (T)°.

Para inclusao inversa, seja f € ker (T)° C V*. Queremos mostrar que f = T*g =
gT para algum g € W*. Em K = ker(T), nao ha problema, ja que f e T*g =

gT concordam em K para qualquer g € W*. Seja S um complemento de ker (T).

Entdao 7' mapeia uma base B = {e;|i € A} de S para um conjunto linearmente
independente
TB = {Te;|i € A}

em W e, assim, podemos definir g € W* em TB fazendo
g(Te;) = fe;

e estendendo a W. Entao f = g7 = T*g em B e, portanto, em S. Assim, f = T*g €
im(7T). [ |

@ Corolario

SejaT € Hom(V, W), onde V e W sao de dimensoes finitas. Entao rank(7") =
rank(7™).

No caso de dimensao finita, T' e T* podem ser representados por matrizes. Sejam

B=(by, ..., b,)eC=(cy, ..., ¢) bases ordenadas de V e W, respectivamente,
esejam B* = (b7, ..., b)) e C" = (i, ..., c,) as bases duais correspondentes.
Entao

([Tg.c)i,j = ([Tjlc)i = ¢;[Tby]

([T"]e= )i = ([T7(cj)]p+)i = b5 [T (c5)] = T (cj)(bs) = 5 (Tb;)
Comparando as duas Ultimas expressoes, vemos que elas sao as mesmas, exceto

que o0s papéis de i e j estao invertidos. Portanto, as matrizes em questao sao
transpostas uma da outra.

@ Teorema

SejaT € Hom(V, W), onde V e W sao espacos vetoriais de dimensoes finitas.
Se B e C sao bases ordenadas para V e W, respectivamente, e B* e C* sao
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as bases duais correspondentes, entao
[T*]c 8+ = ([T]a,0)*

Ou seja, as matrizes de T e de T* sao transpostas uma da outra.

Exercicios

Ex. 5.28 — Prove que, se S e T sao subespagos de V, (S T)* = S° ¢ T°.

Ex. 5.29 — Prove que 0* = 0 e I* = I em que 0 & o operador linear zero e ¢ € a
identidade.

Ex. 5.30 — Seja S um subespaco de V. Prove que (V/S)* = S°.

Ex. 5.31 — Verifique que
1. (T+8)*=T*+ S*porT,S € Hom(V, W).

2. (A\T)* = A\T™* para qualquer A e Ke T € Hom(V, W)

Ex. 532 — Seja T' € Hom(V, W), onde V e W sao de dimensao finita. Prove que
rank(7T") = rank(7T™*).

Ex.5.33 — Se U =7 V =5 W sdo mapas lineares entre espacos vetoriais dimen-
sionais finitos, prove que
(SoT) =T%0S*

Observe a reversao da ordem quando calcularmos a transposta de um produto.

Ex. 5.34 — . Se V,W sao dimensionais finitos e T: V. — W & um operador linear
invertivel , prove que T* : W* — V* também é invertivel e (T—1)* = (T*)~! como
mapas de V* — W*.

Ex. 5.35 — Se T é uma diade em V, mostre que T* € uma diade em V*.

Ex. 5.36 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre K. Sejam 7 :
V= V*ermy : W — W* os isomorfismos dados no Teorema 5.1.2. Mostre que
para cada T' € Hom(V, W) o seguinte diagrama é comutativo:

V4T>W

T**
1 x* W **
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Ex. 5.37 — Se

T S

0 |4 w A 0

€ uma sequéncia exata curta de espacos vetoriais sobre K. Mostre que

0 AR | A Ve 0

é exata.

Ex. 5.38 — Sejam V,W espacos vetoriais de dimensao finita sobre K, e f €
Hom(V, W). Mostre que

1. f €@ injetiva se, e somente se f* for sobrejetiva.
2. f €@ sobrejetiva se e somente se f* é injetiva.

3. f € bijetiva se e somente se f* é bijetiva.

Sistemas de Equacoes

Sabemos que um sistema de m equagoes lineares em n variaveis € o0 mesmo que
uma equagao matricial
Ax =b,

onde A é a matriz coeficiente do sistema e x é o vetor de variaveis. Vamos tentar
considerar sistemas de equacoes lineares usando funcionais lineares.

Sejae = (e1,..., e,) abase padrao de K", ee* = (e} ,..., e}) a base dual. Entao,
se f & um funcional linear em (K™)*, temos que f pode ser escrito como

f=aiel +---+aye;.
Podemos expressar € K™ na base como x = z1e; + +x,e,, € assim
fl®)=0< arz1+ -+ apz, =0.
Portanto, ker f = {x € K"|ayjx1 + - - - + apx, = 0}.

Agora, suponha que fi, fa,..., fm € K™ sejam funcionais lineares. Entao,

ﬂ ker f; = {& € K"|fi(x) = 0, para todo ¢}.
=1

Portanto, se f; = a;1ef + ...+ a;nel, entao

m anzi+--+ s, =0

ﬂkerfi: :I}Z(J?l,...,l‘n)EKn
i=1

Am1ZT1 + -+ GmnTn =0

Provamos o seguinte teorema:
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Teorema

Seja A = (a;5) € My, »n(K). Defina os funcionais f; = a;1ef +...+aine;, para
1=1,...,m. Entao

{z € K"| Az = 0} = () ker f;

=l

Portanto, traduzimos o problema de resolver um sistema de equacoes lineares
para um problema envolvendo funcionais lineares: queremos tentar determinar

ﬂ ker f;.
J

I[remos interpretar as operacoes elementares sobre as linhas nesta nova lingua-
gem. Considere a lista dos funcionais (f1,..., fm)

O trocar duas linhas € o mesmo que reordenar os funcionais f;. Ou seja,
(flv'"7fia"'7fja"'7fm) — (fla'"7fja'"7fi7'~'afm)

0 multiplicar uma linha por A € K" é o mesmo que considerar o funcional
linear Af € K™*. Ou seja

(fla-”,fia"'vfm)H(flv"'7Afi,'~'afm)

0O Da mesma forma, adicionar a linha i a linha j € o mesmo que adicionar f; a
f; para obter o funcional linear f; + f;.

(flaaflv7f]7fm)'_>(f173f177f]+f177fm)

Em resumo, executar operacoes elementares sobre as linhas &€ o mesmo que for-
mar combinagoes lineares das funcionais lineares f;.

0 motivo pelo qual fazemos a reducao em linha uma matriz A para uma escalonada
reduzida U é porque os conjuntos de solucoes de Az = 0 e Uz = 0 530 0S mMesmos
(veja Proposicao 5.4) e € mais facil determinar solugoes para a equacao da matriz
U. Como obtemos U aplicando operacoes elementares sobre as linhas a A4, isso é
0 mesmo que fazer calculos em ({f;}) € K™*, conforme discutimos acima.

Além disso, como U esta na forma escalonada reduzida, isso significa que as li-
nhas de U sao linearmente independentes (isso é facil de ver, pela definicao de
forma escalonada reduzida) e porque as operacdes elementares sobre as linhas
correspondem a formacao de combinacoes lineares de funcionais lineares temos
que os funcionais lineares que correspondem as linhas de U devem formar uma
base do subespaco ({f;}) € K™*.
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@ Teorema

Seja T € Hom(V,W) . Suponha que A = [T]ef = [a;;] € a matriz de T' com
relacao as bases e = (e;) de Ve f = (f;) de W. Entao,

rank; 7' = rank,. T

Demonstra¢do. O rank; T' € igual a dim ({f;}), com f; = a1€] + -+ + a;n€e), € V*

Agora, temos que

anny ({f;}) = {v € V|%(f;) = 0, para cada i}
={v e V| f;j(v) =0, para cada i},

e esse (ltimo conjunto nao é outro senao ker T. Assim, pelo Teorema do Nicleo-
imagem, temos que dim V' = dim im T + dimker 7" = rank T" + dim anny-({f;}) =
rank 7+ (dim V —dim ({ f,})), usando a Proposi¢ao 5.2.1 na ultima igualdade. Temos

rank T' = dim ({f;},)

que € 0 que queriamos mostrar. [ |

@ Proposicao

Seja A € M,, ,,(K) e seja U sua forma escalonada reduzida. Entao, v satisfaz
Uv = 0 se e somente se satisfaz Av = 0.

Demonstragdo. Sejam fi,..., f. € K™ os funcionais lineares correspondentes as
linhas de A e gi,..., g, 0s funcionais lineares correspondentes as linhas (diferen-
tes de zero) de U (acabamos de ver que r = rank A). Entdo, pelas discussoes acima,
sabemos que (g;) € uma base de W = ({f;}7.,) C K™*. Em particular, ({g;}) = W.
Agora, temos

anng» W = {X € K"|f;(X) =0, para cada i} = {X € K"|g;(X) =0, para cada j}.

O resultado segue essa igualdade de conjuntos, pois esse conjunto comum € o
conjunto de solucoes de Av =0¢e Uv = 0. |

W_
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Capitulo

Espacos com Produto Internc

Comecamos recordando a definicao do produto escalar:

@ Definicao Produto Escalar

Sejam u = [uy,ug, -+ ,up|, v = [v1,ve,- -+ ,v,]" dois vetores de R™. Entao o
produto escalar de u e v &€ dado por w - v = u1vy + ugvg + - - - + UL V,,.

E o produto escalar que permite introduzir nocées como o comprimento (norma,
magnitude) de um vetor, bem como o angulo entre dois vetores.

Lembre-se de que se u e v sao dois vetores diferentes de zero, entao o angulo
6(u,v) entre u e v & dado por

u-v
cosf(u,v) = ———
’ [ulllo]l”
onde para um vetor w = (u1,..., u,) € R™, ||u| denota a norma do vetor w, isto &,

Jull = Juf + - +ud = Vu-u
Esta é a distancia do ponto (uy, ..., u,) € R™ até a origem.

As propriedades basicas do produto escalar sao enumeradas a seguir:

@ Teorema

Seja u,v,w vetores de R™ e A em qualquer escalar. Em seguida, segure o
seguinte:

1 u-u>0ewu-u=0seesomente se u = 0. Dizemos que o produto
escalar é positivo definido.

u-v = v -u. Dizemos que o produto escalar é simétrico.

(u +v) - w = ww + vw. Dizemos que o produto escalar € aditivo no
primeiro argumento.

Neste capitulo:

Produto Interno (p. 162)
Normas (p. 166)

Bases Ortonormais (p. 172)

Projecéo (p. 179)
Adjuntas (p. 181)

>
>
>
» Melhor Aproximacao (p. 177)
>
>
» fEspacos de Hilbert (p. 185)
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Para todos 0s (Au) - v = u - (Av) = A(u cdotw). Dizemos que o produto
escalar € homogéneo em relagao aos escalares.

Tomaremos as propriedades do produto escalar como base para nossa definicao
de um espaco com produto interno. Como a definicao abrange espacos reais e
complexos, as condicoes sao ligeiramente modificadas. Em especial queremos que
a norma seja um ndmero real, isso se manifesta na propriedade de conjugacao.

Produto Interno

Passamos agora a uma discussao de espacos vetoriais reais e complexos que pos-
suem uma estrutura adicional, denominado produto interno, conforme descrito
na definicao a seguir. Os produtos internos permitem introduzir e definir diversos
conceitos geométricos nos espacos vetoriais. Em espacos munidos de produtos
internos podemos definir o comprimento de um vetor ou o angulo entre dois veto-
res. Eles também fornecem os meios para definir a ortogonalidade entre vetores
€ mesmo a projecao num subespaco.

Neste capitulo, K denotara o corpo real ou complexo. Além disso, o complexo con-
jugado de X € C sera indicado por A.
Definicao Produto Interno

Se V é um espaco vetorial sobre K = R ou K = C. Um produto interno em
V éumafungao (, ): V x V — K com as seguintes propriedades:

Linear na primeira coordenada: para todos u,v € V e A, A2 € K
M+ Aov, w) = A {u, w) + X2 (v, w)

Simétrico:

(u, v) = (v,u) (simetria Hermitiana)
Positivo definido: Para todo v € V,

(v,v) > 0e (v,v) =0 se e somente se v = 0.

Quando K = R a condicao de simetria se reduz a

(u, v) = (v, u) (simetria) .
Um espacgo vetorial V, munido de um produto interno, € denominado espaco com
produto interno.

Observe que um subespaco vetorial S de um espaco com produto interno V tam-
bém é um espago com produto interno com a restricao do produto interno de V
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as.

Proposicao

Se K = R, entdao o produto interno é linear em ambas as coordenadas,
ou seja, o produto interno é bilinear.

No entanto, se K = C, entao o produto interno é linear na primeira
coordenada e linear conjugado na segunda, isto &

(w, Miu + Aow) = Ai(w, u) + Ai(w, v)

(0,v) = (v,0) = 0.

Demonstragcdo. Vamos provar apenas | . Nesse caso K =C, e

(w, \ju+ Av) = (\ju + Aav, w) = A {(u, w) + Ao (v, w) = A\ (w, u) + A (w, v)
|
Assim, um produto interno complexo € linear na primeira coordenada e linear con-

jugado na segunda coordenada. Nesse caso dizemos que um produto interno com-
plexo & sesquilinear (sesqui significa uma vez e meia).

Exemplo 5. O espaco vetorial R™ e um espaco com produto interno com o produto
escalar, definido por

<($17 ceey In), (yl, ey yn)>:$191++xnyn

O espago com produto interno R™ é geralmente denominado espaco euclidiano
n-dimensional. N

Exemplo 6. O espaco vetorial C™ é um espago com produto interno com o produto
escalar definido por

<(£C1, ey {En), (xlv B xn)>:xlyl++xnyn

Esse espaco com produto interno costuma ser denominado espago hermitiano n-
dimensional. <

Exemplo 7. Se o espaco vetorial V possui uma base B = {vy, ..., v,}, entdo

(x, y) = [z]5 [Yls
define um produto interno em V. N
Exemplo 8. Para A, B € M,, ,,(K) definimos

(A, B) =tr(A'B) .

Entdo (-,-) é um produto interno em M,, ,,(K) conhecido como produto interno da
Frobenius. <
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Exemplo 9. O espaco vetorial Cla, b] de todas as fungoes continuas reais no inter-
valo fechado [a, b] € um espaco de produto interno com

b
<ﬁm:/f@mmm

Vamos provar apenas que é positivo definido.

Ou seja, vamos provar que se

O f é continuo no intervalo fechado |[a, b).

o f>0em(a,b).

b
Entao, f =0em [a,b] ou / f(t)dt > 0.

Sejam m e M os valores minimo e maximo de f no intervalo [a, b]. Portanto, temos
0 <m < f(t) < M para todos os t em [a, b].

Se M =0, entdo f é identicamente nula.

Entdo agora assuma que M > 0. Se m = M, entdo f(t) = M para todos os t e
ff f)dt = M(b—a) > 0 e terminamos a demonstragao.

Assim podemos assumir que m < M. Entdo o nimero A = 3(M + m) é positivo e
estritamente menor que M. Seja f(c) = M, com ¢ em [a,b]. Como f é continua em
[a,b], temos que f é maior que A se estivermos perto o suficiente de t = c. Logo
existe uma vizinhanga [p, q] contendo ¢, de modo que f(t) > A nesse intervalo,
onde temos: a < p < g < bep < ¢ < q Entdo, como f(t) > 0 em [a,b], temos
[Prwydt>o0e fqb f(t)dt > 0, entdo obtemos:

lébf@ﬁﬁ:ilpf@ﬁﬁ+:éqf@ﬁﬁ+:ébfayﬁ

q q
2/ f(t)dtz/ Adt = Aq —p) > 0.
P p
Entao fab f(t)dt > 0 e obtemos o resultado desejado.

<

Exemplo 10. O espaco vetorial C[a, b] de todas as fun¢oes com a primeira deri-
vada continua de valor complexo no intervalo fechado [a, b] € um espaco complexo
de produto interno com

b PR P
<ﬂm:/f@mm+fwymm
<

Exemplo 1. No espaco vetorial real M,, ,(R) o produto interno usual é definido
da seguinte forma:
(A, B) = tr(B'A)
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Exemplo 12 - £2. Um dos exemplos de espacos de produto interno mais fundamen-
tais é o espaco vetorial ¢? de todas as sequéncias reais (ou complexas) (s,,) com a

propriedade que
Z |s,]? < 00

munido do produto interno

<(8n)’ (tn)> = Z Sptn (61)

Tais sequéncias sdo denominadas quadrado somaveis. Para que o produto interno
esteja bem definido a soma a direita na Equagdo 6.1 deve convergir. Para provar
isso, observamos que, se (s,), (t,) € £?, entdo

0 < (Isn| — |tn‘)2 = |5n|2 — 2[sn|[tn| + |tn|2
e Consequentemente
2|sntn| < |5n|2 + |tn|2

o que implica que (spt,,) € £2. Deixamos ao leitor verificar que ¢* & um espago com
produto interno. <

Exemplo 13 - Matriz de Gram. Seja V' um espaco vetorial de dimensado finita e base
B={vi, ..., v,},. Sejamv ="  av, eu= 2?21 bjv; vetores em V. Entdo

n a1
<’U7’U,> = Zai5j<vi,vj> = [a1,~ N ,an] G
i=1

an

onde G = [g;;] € a matriz definida por g;; = (v;,v;) paral <i,j <n. AmatrizG e
conhecida como matriz de Gram na base B. <

@ Definicdo Angulo

Dados u, v € V dois vetores nao nulos. O angulo entre u e v é definido como

o)
Jeos 8w v) = ol

@ Definicao Vetores Ortogonais

Sejam u, v vetores no espaco com produto interno V. Esses vetores sao ditos
ortogonais ou perpendiculares se (u, v) = 0. Nesse caso escrevemos u | v.

O seguinte resultado simples é bastante Gtil.
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Figura 6.1 .
Angulo entre vetores

Figura 6.2 .
Vetores ortogona|s

@ Proposicao

Se V & um espaco com produto interno (u,x) = (v,x) para todo & € V,
entao u = v.

Normas

Se V for um espaco com produto interno, a norma ou comprimento (associada ao
produto interno) de v € V é definida como

lo]l = V{v, )

Um vetor v € dito unitario se |jv|| = 1.

@ Teorema

lv|| >0 e ||v|| =0 se e somente se v = 0.

Paratodos A eKewv eV,

[Av]| = Al

(Pitagoras) Se v L u, temos

lo +wl® = flo]* + [|ul?
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(Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky) Para todos u,v €V,
[(w, v)| < [lullf|v]

com igualdade se e somente se u e v forem maltiplo escalar um do do
outro.

(Desigualdade triangular) Para todos u,v € V,
lw+ vl < [[ull + [|v]|

com igualdade se e somente se uw e v forem um multiplo escalar um
do do outro.

Para todos u,v,w € V,
[w =l < Jlu—w| + |[w— v
Para todos u,v €V,
Hull = [lvll| < flu -]

(Regra do Paralelogramo) Para todos u,v € V,

lw + ] + [l = v]* = 2[lul? + 2]|v]|?

Demonstragdo. Para demonstrar Pitagoras observamos que
o +ul® = (v +u, v+u)= (v, v) + (v, u) + (u, v) + (u, u) = []v]* + |u]?,

pois v e u Sao ortogonais.

Para demonstrar Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, se w ou v for o vetor zero, o re-
sultado & imediato, assim podemos assumir que u,v # 0. Entao, para qualquer
A ek,

0<||u— )\'v||2

= (u— v, u— \v)

= (u, u) — Mu, v) — A\[{v, u) — v, v)]

Escolhendo A = (v, u)/({v,v) fazemos a expressao entre colchetes se anular e logo

<v,u><u,v) — || ||2 _ ‘<'U,,’U>|2

0=t T ) [o]?

0 que equivale a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky. Além disso, a
igualdade vale se e somente se ||u — Av||? = 0, isto &, se e somente se u — Av = 0,
0 que equivale a u e v serem multiplos escalares um do outro.

Para provar a desigualdade triangular, utilizaremos a desigualdade de Cauchy-
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Schwarz-Bunyakovsky

|w+v|? = (u+v, u+v)
= (u, u) + (u, v) + (v, u) + (v, v)
< Jlull® + 2[fu] o] + [[v]?
= ([[ull +[lvl)*

e assim temos a desigualdade triangular. [ |

Podemos generalizar o conceito de norma de modo a torna-lo independente do
produto interno.

@ Definicao Norma

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma em V' é uma aplica-
cao || || : V. — [0, oo) satisfazendo as seguintes propriedades:

lv]] > 0sewv #0;
Ao =
[+ wll < ol + [Jul

Se V possui uma norma, dizemos que V' &€ um espaco normado.

para A € K;

Exemplo 19. Seja V um espaco com produto interno. Entdo ||v|| := (v, v)'/? r define
uma normaem V. <

Exemplos 20.

1| No espaco vetorial real R™ temos as seguintes normas

a) Norma do Maximo: ||z|ec = max{|x;| ; 1 <i <n}
b) Norma do Taxi: [lxfly = il

i=1
2 No espago vetorial real M,, ,,(K)(R). temos as seguintes normas
a) [|Alloe = max{3=7_, |ai;| ; 1 <i <n}

b) [|All = max{3Zi_, laijl ; 1 <j <n}

Observamos que nem todas as normas provem de um produto interno.

E interessante observar que o produto interno em V pode ser recuperado da
norma associada. Assim, conhecer o comprimento de todos os vetores em V é
equivalente a conhecer todos os produtos internos dos vetores em V.
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@ Teorema l|dentidades de Polarizacao

Se V & um espaco real com produto interno, entao
1 2 2
(u, v) = 7 (Jlu+v[" = flu -]
Se V é um espaco complexo com produto interno, entao

1 1. , )
(u, v) = 7(lu +ol* — [lu— ) + il +i|* — flu —iv|?)

Demonstragao. Primeiramente observamos que ||u + v|? — [[u — v||?> = 4Re(u,v) e

illu +iv|* —iflu —iv||* = i((u + v, u + ) — (u — iv,u — v))
=i((u,u) + {(u,iv) + (iv,u) + (iv,iv) — (uw,u) + (u,iv) + (iv,u) — (iv,iv))
= 2i((u, iv)
+ (iv, u))

Logo

lu+v|> = [Ju—v|? +i|u+v||* —i|u —iv||* = 4 Re(u, v) + 4Im(u, v) = 4(u, v)

@ Teorema von Neumann

Seja V um espaco vetorial. Uma norma em V é induzida por um produto interno em V se, e somente
se, satisfizer a identidade de polarizacao. Além disso. se uma norma em V satisfaz a a identidade de
polarizagao, entao o produto interno Unico que a induz é dado pela identidade da polarizacao.

Demonstracao. Provaremos o caso real. Comegaremos definindo o produto interno sugerido pela identidade
de polarizacao
1
(@, y)= 7 (lz+yl*—llz—yl*) Vo, ycV.

Devemos mostrar que é um produto interno.

Provaremos apenas a linearidade (Ax+2z,y) = Ma,y)+(z,y), x,y,z €V deixando as outras propriedades

como exercicio ao leitor. Comegaremos demonstrando que (—z,y) = —{(x,y)
1 2 2 1 2 2
(czy) = (I—2z+yl* — -2 -ylP") = (lz =yl — |z +ylI") = —(=.9)
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Agora usando a polarizacao temos:

(@, y) =7 (lz+yl* — =z —yl?)

(Il + yll* = =l* = lyll*)

M\b—\l\’)\b—‘ﬂk\b—ﬂ

(I + llyl* =l — yI*) V 2,y € V

Tomando A > 0 temos (Ax,y) — A(z,y) <0

1
O, y) = Ma,y) = 5 (102 + I = N2l = ly]2 + Ale = ylI* = Mlzl* = Ally]l?)

1

< 5 (2l + Iyl = 322 = 1yl + Mz - ylI* = A=) = Allyl?)
1

= 32 Cllelllyl + = - ylI* ~ =2 - ly|?)
1)\ 2 2

= 32 (2 =yl = (=l = lly])?)

<0

como (]| - [lyl)* = = - y?
0= Az, —y) — Mz, —y)
= (A, y) — A(-=,y)
= ((Az,y) — Az, 9))
Assim (Az,y) — Mx,y) > 0. Logo

<)\$,y> - )‘<w7y> =0= <)\$,y> = )\<3§,’y>

Se A < 0 entdo fazendo = —X\ (com 8 > 0):

(Ax,y) = (—fz,y) = —(Bz,y) = —B{z,y) = Mz,y)

Agora podemos mostrar que (& + z,y) — (z,y) — (z,y) <0

<m+z,y>—<m,y>—<z,y> =

l\.’)\»—l

1
< Z
-2

= llyll (lz + 2] = ll=] — lI=]))

<0

Pois [l& + z|| < [l + [|=]|

(e +y+ 2 = llz+21° = lyll* + |z =yl = =] = [lyl* + Iz = ylI* = l1z* - |y]*)

2 2 2
((IICD+ZH HlylD™ = Nl + 2l = lyl* + (el = lyID* = l=l* = lyl* + (=l = lyl)” = lI=1* - HyHQ)

Novamente, considerando a relagao recém-encontrada com z, z, —y no lugar de z, z, y, podemos provar que

<m+z,y>7<m,y>f <Z,'y> ZO
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Logo (z + 2z,y) = (z,y) + (2, 9)

Combinando as equagoes que encontramos, podemos concluir que

(A +z,y) = Oz, y) + (2,9) = Mz, y) + (2,¥), x,y,z€V

Logo (-,-) e linear.

Agora demonstraremos que (-,-) induz || - ||

Vi =3 a2l = 120l = o

A norma pode ser usada para definir a distancia entre dois vetores em um espago com produto interno .

@ Definicao Distancia

Se V é um espago com produto interno. Definimos a distancia d(u, v) entre os vetores u e v em V
como

d(u, v) = [lu -

@ Proposicao

Se V é um espago munido da distancia d(u, v) = |ju — v|| entao:
d(u, v) >0 e d(u, v) =0 se e somente se u = v.
d(u, v) = d(v, u). Nesse caso dizemos que d é simétrica.

d(u, v) < d(u, w) + d(w, v). Nesse caso dizemos que d satisfaz a desigualdade triangular.
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Qualquer conjunto nao vazio V, juntamente com uma funcao d : V. x V. — R que
satisfaca as propriedades da Proposicao 6.2, € denominado espago métrico e a
funcao d é dita métrica em V. Assim, qualquer espaco com produto interno & um
espaco metrico com a métrica induzida pelo produto interno.

A presenca de um produto interno e, portanto, de uma métrica, permite a definicao
de diversos conceitos analiticos em V' como convergéncia de sequéncias e séries
infinitas, funcoes continuas e conjuntos abertos, fechados e compactos.

Bases Ortonormais

Definicao Ortogonalizagao

Seja V um espago com produto interno. Um conjunto nao vazio O = {u;,i €
A} C V é ortogonal se u; L u; para quaisquer u;,u; € X. Se, além disso,
todos 0s seus vetores sao unitarios, entao O é ortonormal. Ou seja, O é
ortonormal se

(wi, uj) = d;

Para todoi,j € A.

Definicao Subespaco Ortogonal

Seja V um espaco com produto interno e A C V. Entao definimos o subes-
paco ortogonal a A como

At ={veVtaisquew L a, Va € A}

Lema

O conjunto S+ & um subespaco de V, mesmo que S nao o seja. Se S & um
subespaco de V entdao SN S+ = {0}.

Exemplo 28. Seja C[—1, 1] o espago vetorial de todas as fungdes continuas reais
no intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

b
(. g) = / f(@)g@)da

Entao o conjunto {sen(nmz)}°, é ortonornal.

/1 0 sen#m

sen(nmx) sen(mnzx)dr =
-1 1 sem=n
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m # n:

| =

= N

1
/ 3 (cos(nmx — nwx) — cos(nwx + nwx))
1

I 1!
= 5/ cos(0) — 5/ cos(2nmx)dx

-1 -1

1 1
— Sll= (-1 = 5[0~ 0]

(cos(mma — nwz) — cos(mmx + nrx)) dr

/1 cos((m — n)rx)dr — ;/1 cos((m + n)mx)dw

-1 -1

A ortogonalidade & mais forte que a independéncia linear.

@ Lema

pendente.
Demonstragdo. Sejam @, ..., x,, € X tais que
oy + ...+ apx, =0.
Entao

Todo conjunto ortogonal formado por vetores nao nulos é linearmente inde-

0=1(0, z;) = (1 T1+. ..+ AT, Ti) = a1(T1, Ti)+. ..+ (T, T;) = o (Ti, ;).

Como (x;, x;) = ||x;]|? # 0, temos que «o; = 0.

Seja O a colecao de todos 0s conjuntos ortonormais em um espaco com produto

interno V. Observe que qualquer conjunto unitario {w} com ||v|| = 1 € um conjunto

ortonormal em V. Como uma subfamilia do conjunto das partes (V) a familia

O é parcialmente ordenada pela ordem dada pela inclusao de conjuntos.

@ Definicao Base de Hilbert

Um conjunto ortonormal maximal A em um espaco com produto interno V'
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é chamado de base de Hilbert para V.

Se V nao for um espaco vetorial de dimensao finita, uma base no sentido acima
nunca sera uma base de V como espaco vetorial. Para diferenciar denominaremos
uma base de V' no sentido de espacgo vetorial como base de Hamel.

Teorema

Seja V .um espaco com produto interno e A seja um conjunto ortonormal em
V. As seguintes assercoes sao equivalentes

A é um conjunto ortonormal maximal em V.

Nao ha vetor unitario v para o qual A J{v} seja um conjunto ortonor-
mal.

Sewv L A v=0{(sto ¢ ALt = {0}).

Demonstracdo. Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto in-
terno V.

=/ b | Se existe um vetor unitario v em V para o qual A{J{v} € um conjunto
ortonormal, A{J{v} & um conjunto ortonormal que inclui propriamente A (pois
v L A). Portanto, A ndo é um conjunto ortonormal maximal em V.

=/ ¢ |Se houver um vetor diferente de zero v em V, de modo que v L A, existe
um vetor unitario v’ = Tor €M V de modo que AJ{v'} € um conjunto ortonormal.

= al|Se nao for verdadeiro, entao existe um conjunto ortonormal A’ em V
que contém propriamente A de modo que A’\A # (). Seja v em A’\ A, que é um
vetor diferente de zero ( na verdade, v € um vetor unitario) ortogonal a A (porque
veA,AcC A e A’ & um conjunto ortonormal). Assim nao é verdadeiro.

|
O Lema de Zorn pode ser usado para mostrar que qualquer espago com produto
interno possui uma base de Hilbert.
Teorema

Se A &€ um conjunto ortonormal em um espago com produto interno V entao
existe uma base de Hilbert B em V tal que A C B.

Demonstracao. Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto in-
terno V. Definimos

Oa={S€ P(V):Séumconjunto ortonormalem Ve A C S}

174/318



Algebra Linear Avancada & Espacos com Produto Interno, Bases Ortonormais

a familia de todos os conjuntos ortonormais em V que incluem A.

Como O4 é uma sub-familia nao vazia (pois A € O4) do conjunto das partes
P(V), temos que O4 € parcialmente ordenado pela inclusao de conjuntos. Con-
sidere uma cadeia arbitraria C = {Cj,i € A} em O4 e considere a uniao (J;c Ci
de todos os conjuntos em C. Se v e u sao vetores distintos em J;c5 Ci, v € C; e
u e C;,emqueC;,C; € C COy4.Como C € uma cadeia, segue-se que C; C C; ou
C; C C;.Suponha (sem perda de generalidade) que C; C C;. (portanto v,u € Cj, e
entdo [J,c A Ci € um conjunto ortonormal (pois C; € O4) . Além disso, A C ;e Ci-

L0go U;en Ci € Oa. Como J;cn Ci € um limite superior para C, podemos concluir
que toda cadeia em O4 tem um limite superior em O4. Portanto, O 4 possui um
elemento maximal pelo Lema de Zorn. Portanto, deixe B ser um elemento maximal
de Oy4, que claramente € um conjunto ortonormalem V que inclui A. Se houver um
vetor unitario v em V de modo que B|J{v} seja um conjunto ortonormal, entao
BJ{v} estara em O4 e contém propriamente B, o que contradiz o fato de que
B é um elemento maximal de O4. Portanto, nao ha vetor unitario v em V, para o
qual BU{v} &€ um conjunto ortonormal e, portanto, B & um conjunto ortonormal
maximal em V

O proximo resultado nos fornece um algoritmo para a construcao de sequéncias
de vetores linearmente independentes.

Teorema Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja B = (v, va, ...) Uma sequéncia de vetores linearmente independentes
em um espago com produto interno V, entao a sequéncia O = (uy, ua, ...)
definida por
1
(Vg, u;)
u;
<uiaui>

U = Vi —
1=1
€ uma sequéncia ortogonal em V com a propriedade que

(W, ooy ug) = (U1, ..., Vg)

para todos os k > 0.

Obviamente, da partir da sequéncia ortogonal (u;), obtemos a sequéncia
ortonornal (w;), onde w; = u;/||u;l|-

Demonstracdo. A demonstracao € porinducao. Seja u; = v1. Para o passo indutivo
suponha que o conjunto ortogonal {uy, ..., ux} de vetores diferentes de zero foi
escolhido de modo que

(Wi, ooy ug) =(vy1, ..., V)
0 proximo vetor uy,1 € escolhido definindo

Up = Vi + AUy + -+ A1 U1
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e exigindo que w1 seja ortogonal a cada vetor w; parai < k, ou seja,
0 = (up, us) = (U +A1ur + -+ Aporup—1, W) = (Vo , ug) + Ai{ug, uy)

ou, finalmente,
A = SOk i)
<ui>ui>

paratodososi=1,... k.

Exemplo 34. Considere o espaco vetorial P3(R) munido do produto interno

1
(p, @) :/ p(x)q(z)dz.

-1

Podemos a partir da base B = {1, z, 2%, 23} obter uma base ortogonal utilizando
0 processo de ortogonalizagdo de Gram- Schmidt:

Py(x)=1, Pi(z)=2, Pyz)=2%- % e Py(z)=a°— %x

Os polinémios Py, Py, P,, P3 sdo denominados polindbmios ortogonais de Legendre.

<
Exemplo 35. Considere o espaco vetorial Ps(R) munido do produto interno
.0 = | exp(-oip(aala)ds,
Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt na base B =
{1, x, 2%, 2}, obtemos os polindmios
Lo(z) = 1
Li(z) = z—1
Ly(z) = 22— 4z +2
Li(x) = 2® — 922 + 182 -6
que s@o denominados polindémios ortogonais de Laguerre.

Na construcdo dos polinémios de Laguerre utilizamos que / exp(—x)z"dx = n!
0
paran € N <

@ Teorema

Seja V um espago com produto interno.

Se dim V' = n for finita, entdao V tera uma base Hilbert de tamanho n e
todas as bases Hilbert para V terao tamanho n.

Se V possuir uma base de Hilbert finita com tamanho n, dim V' = n.
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Demonstragdo. Para a parte [« a aplicacao do processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt a uma base de Hamel fornece uma base de Hilbert de mesmo ta-
manho, n. Além disso, se V' possuir uma base Hilbert de tamanho maior que n,
também devera ter uma base Hamel de tamanho maior que n, 0 que nao & possivel.
Finalmente, se V possuir uma base de Hilbert, B de tamanho menor que n, entao
B podera ser estendido para um conjunto proprio C que também é linearmente
independente. O processo Gram-Schmidt aplicado a C fornece um superconjunto
proprio de B ortonormal, o que nao é possivel. Portanto, todas as bases de Hilbert
tém tamanho n.

Para a parte | » |, suponha que dim V' > n. Como uma base de Hilbert H de tama-
nho n é linearmente independente, podemos adicionar um novo vetor a H para
obter um conjunto linearmente independente do tamanho n + 1. A aplicacao do
processo Gram-Schmidt a esse conjunto fornece um conjunto ortonormal que con-
tém propriamente H, o que nao é possivel.

Melhor Aproximacao

Bases ortonormais tém uma grande vantagem sobre bases arbitrarias. Do ponto
de vista computacional, se B = {vy, ..., v,} € uma base para V, entao cada
v € V pode ser escrito na forma

v=Mv1+ -+ AU,

Em geral, no entanto, determinar as coordenadas \; requer a resolucao de um
sistema de equacoes lineares de tamanho n x n.

Por outro lado, se O = {uy, ..., u,} € uma base ortonormal para V' e
v=Mu;+ -+ Au,
entao os coeficientes sao facilmente calculados:

(0, wi) = (Mur + -+ A, wi) = Nilwg, wi) = A

Mesmo quando O = {uq, ..., u,} ndo &€ uma base (mas apenas um conjunto
ortonormal), ainda podemos considerar a expansao

U= (v, up)us + -+ (v, up)u,

Definicao Coeficiente de Fourier

Seja V um espago com produto interno. Seja O = {wuy, ..., ug...} uma
sequéncia ortonormal de vetores de V. Para qualquer v € V, o k coeficiente
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de Fourier v em relacao a O é definido como

fk = <’U, uk>

Exemplo 38. Seja C[—1, 1] o espacgo vetorial de todas as fungdes continuas reais
no intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

oo = [ ragta)a

Ja vimos que conjunto B = {sen(nnx)}32 , € ortogonal.

Os coeficientes de Fourier da funcao f(z) = x, para = € [—m, x|, com rela¢do ao
conjunto ortogonal B, sao dados por:

9 _
T se k impar

frk=
-Z sekpar

@ Teorema Expansao de Fourier

Seja V um espaco com produto interno de dimensao finita. Seja O =
{u, ..., ux} um conjunto ortonormal de vetores de V. Para qualquerv € V,
a expansao de Fourier de v em relagao a O é

2 (v, up)ug + -+ (v, up)uy
Nesse caso, a desigualdade de Bessel vale para todos os v € V, isto &,
o]l < [lv

Além disso, sao equivalentes:

O conjunto O é uma base ortonormal para V.

Todo vetor é igual a sua expansao de Fourier, ou seja, para todos 0s
vevV

V=
Aidentidade de Bessel vale para todos os v € V, isto §,
o]l = llvll

Aidentidade de Parseval vale para todos os v,w € V, ou seja

(v, w) = (v, w)(w,uy) + -+ (v, u){w,ug)
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Vimos que, se S &€ um subespaco de um espaco com produto interno V, entao
SN S+t = {0}. Isso levanta a questdo de saber se o complemento ortogonal S+ é
um complemento de espaco vetorial de S, ou seja, se V =S @ S+.

Se S & um subespaco de dimensao finita de V, a resposta é sim, mas para subes-
pacos de dimensao infinita em geral, V # S @ S+.

Exemplo 40. Seja V = ¢? e seja S o subespaco de todas as sequéncias de suporte
finito, ou seja, S seja o subespaco gerado pelos vetores

e; =(0,...,0,1,0, ..

onde e; tem um 1 nai-ésima coordenada e Os em outros lugares. Se x = (z,,) € S+,
entao

z; = (x,e;) = 0 para todos os i e, portanto, x = 0. Portanto, S+ = {0}. No entanto,

Sa St =5+

Projecao

Como mostra o proximo teorema, no caso de dimensao finita, os complementos
ortogonais também sao complementos de espaco vetorial.

Teorema Projecao

Se S for um subespaco finito-dimensional de um espaco com produto in-
terno V (que nao precisa ser finito-dimensional), entao

V=S®S5t

Demonstracdo. Seja O = {uj, ..., ug} uma base ortonormal por S. Para cada
v € V, considere a expansao de Fourier

U= (v, up)us + -+ (v, up)ug
em relacao a O. Podemos escrever
v=0+(v—2)
onde ¥ € S. Além disso, v — ¥ € S+, ja que
(v—"20, u;) = (v, u;) — (0, u;) =0

Portanto, V = S+S+*.Ja observamos que SNS+ = {0} e, portanto, V = S@&S+. A

De acordo com a prova do teorema da projegao, o componente de v que esta em
S € apenas a expansao de Fourier de v em relacao a qualquer base ortonormal O
por S.

179/318



Algebra Linear Avancada & Espacos com Produto Interno, Projecdo

O teorema da projecao implica que, se v = v+ st em que v € S e s+ € S+ entdo
© é 0 elemento de .S mais proximo de v, ou seja, © € a melhor aproximagao para v
de S.Poisset € S, comowv — o € S+, temos (v — ) L (9 —t) e assim

lo =t = flv—o+0—t]* = o — 0" + o — ¢

Desse fato resulta que ||v —t|| € menor quando t = @. Além disso, observamos que
© € 0 Unico vetor em S para o qualv — o L S. Assim, podemos dizer que a melhor
aproximacao de v a partir de S é o Unico vetor s € S parao qual (v —s) L Se
que esse vetor é a expansao de Fourier ¢ de v.

Melhor Aproximacao

<

S

—

& p-------

@ Definicao Soma Direta Ortogonal

Seja V um espago com produto interno e sejam Si, ..., S, subespacos de V.
Entao V é dito soma direta ortogonal de Sy, ..., S, escrita

S=505, se

se

V=81®& -85,
S; L .S;pori+j

O teorema 6.5 afirma que V = S ® S+, para qualquer subespaco de dimensao
finita S de um espaco vetorial V. O seguinte resultado simples € muito til.

@ Teorema

Seja V um espaco com produto interno. Entdo sao equivalentes

V=S6oT
V=SoTeT=5"

V=SaoTeTCSt
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Demonstracdo. Suponha que seja valido. Entao V. = S@T e S L T, 0 que
implicaque T'C S+ . Massew € S+ entdow =s+tparase S,t €T eassim

0= (s, w)={(s, )+ (s, t) = (s, s)

Portanto,s =0ew € T, 0 que implica que S+CT. Portanto, S+ = T, o que fornece
. Obviamente, implica B Finalmente, se contém T C S+, o que implica
que S L T e, portanto, [« | sao validos. [ |

@ Teorema

Seja V um espaco com produto interno.
SedimV < co e S for um subespaco de V,
dim (S*) = dim V — dim (9)
Se S é um subespaco de dimensao finita de V, entao
==

Se X for um subconjunto de V e dim ((X)) < oo, entao

X =(X)

Demonstracdo. Como V = S@® S+, temos dim V' = dim (S) +dim (S+), o que prova
aparte|« | Quanto a parte | » , esta claro que S C S*++. Por outro lado, se v € S++
entao pelo teorema da projecao

v=s+s'

ondes € Ses € St Maswv € S+t implicaque 0 = (v, s') = (s',s') eassim s’ =0,
mostrando que v € S. Portanto, S++CS e S+ = S. Deixamos a prova da parte
COMOo um exercicio. [ |

Adjuntas

Em nosso primeiro resultado, mostramos que em um espago com produto interno
existe um isomorfismo candnico entre os vetores no espaco dual V* e os vetores
emV.

@ Teorema de Representacao de Riesz

Todo funcional linear f: V — K num espacos com produto interno V pode
ser escrita como um produto interno. Mais precisamente, existe um nico
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y € V tal que
f(x)=(x, y) paratodozeV.

Demonstracdo. Considere uma base ortonormal x = {xy,...,z,} de V. Se & =
(r,x1)21 + ... + (T, 2,)2, ENLAO

f(@) = (z, z1)f(z1) + ...

Definay = f(x1)x1 + ... + f(xn)x,. A unicidade do vetor y é consequéncia de x
ser uma base de V.

Para f € V*, deixe f* denotar o vetor y em V de modo que f(x) = (z,y). Afuncao
f — f*de V*aV éaditiva. Se o corpo for os reais, 0 mapa f — f* € linear. No
€aso, em que o corpo é os complexos o mapa nao sera linear, mas linear conjugada

pois (Af)* = Af*.

@ Corolario

Se V & um espacos com produto interno real, a aplicagdo f — f* & um
isomorfismo entre Vx e V.

@ Teorema

Sejam V, W espacos com produto interno. Dada uma aplicacao linear T :
V — W, existe uma Unica aplicacao linear T* : W — V, denominada adjunta
de T, satisfazendo

(T, w) = (v, T*w) paratodov eV, weW.

Demonstracdo. Para w € W fixo, a aplicagao v — (T'v, w) pertence ao dual de V.
O Teorema de Representacao de Riesz garante entao que existe um (nicoy € W
tal que

(Tv, w) = (v, y).

Definimos T*w = y. Temos assim uma aplicacao T* : W — V.

Para demonstrar a linearidade de T* sejam u,w € W e X € K. Entao

(v, T*(u+ \v)) = (T, u+  \w) = (Tv, u) + \N(Tv, w) = (v, T*u) + (v, \T*w).
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Se S*: W — V fosse outra aplicacao linear tal que (Tv,w) = (v, S*w), entao
(v, T*w — S*w) = 0 para todo v € V. Escolhendo v = T*w — S*w, concluimos
que T* = S* |

Definicao Adjunta

Sejam V, W espacos com produto interno. A aplicacao linear 7% : W — V
que satisfaz

(Tv, w) = (v, T*w) paratodosv eV, we W

é denominada adjunta de 7.

O resultado a seguir enumera algumas propriedades do mapa T — T* de
Hom(V, W) a Hom(W™*, V*).

@ Teorema

Sejam V, W e Z espacos de produto interno de dimensao finita. Entao:

Se S,T € Hom(V, W) entao (S +T)* = S* +T%,

Se T € Hom(V, W) e A € K, entdo (A\T)* = \T*;

Se S € Hom(V, W) e T € Hom(W, Z), entao (T'S)* = S*T*,
Se T € Hom(V, W) entao (T*)* =T, e

I = Iy,

Demonstragao. Sejam (V, (, Yv), W, (, Yw),(Z, (, )z)
Sejav € V,w € W. Entao

(v, (S+T)(w))v = ((S+T)(v), w)w
)+ T(v), w)w
v), w)w + (T(v), w)w
S*(w))v + (v, T (w))v
v, 5% (w) + T (w))v
(

Consequentemente, (S+7T)*(w) = S*(w)+T*(w) paratodos osw € W e, portanto,
(S+T) =5*+T*
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Sejam v € V,w € W e A um escalar. Entao

(v, AT)"(w))v = ((AT)(v), w)w

Podemos entao concluir que (AT)* = \T™*.

Sejawv € V,z € Z. Entao ST(v) € Z e pela equagao fundamental que define
(ST)* temos

(v, (ST)"(2))v = ((ST)(v), 2)z

Como T'(v) € W, pela equacao fundamental que define S*, temos
(S(T'(v)), z)z = (T(v), 5(2))w-

Por sua vez, como v € V e S*(x) € W, temos pela equagao fundamental aplicada
aT

(T(v), 5% (2))w = (v, T"(5"(2)))v
= (v, (T"57)(2))v

Entao para todos os vetores z € Z que (ST)*(z) = T*S*(=2).

As duas Ultimas partes sao diretas e as deixamos como exercicios. [ |

Em seguida, apresentaremos algumas relacoes entre a imagem e o nlcleode T €
Hom(V, W) e de T* € Hom(W, V).

@ Teorema

Sejam V,W espaco com produto interno com dimensoes finitas e T €
Hom(V, W). Entao

ker (T*) = im(T)*;
im(T) = ker (T)*;
ker (T) = im(T*)L; e
im(T) = ker (T*)*.

Demonstracdo. Sejam (V, (-, }v), (W, (-, )w).

1 Suponha w € ker (T*). Entao (v, T*(w))y = (v,0)y = 0 para todos os v € V.
Pela definicao de T*, (v, T*(w))y = (T(v), w)w. Isso implica que w L T'(v) para
todos os v € V e, portanto, w € im(T)*. Portanto, ker (T*) C im(L)*.
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Seja w € im(T)*. Entdo, para todos os v € V,(T(v),w)w = 0. Mas entao, pela
definicao de T*, (v, T*(w))y = 0. Em particular, (T*(w),T*(w))y = 0, e logo ,
T*(w) =0 e w € ker (T7).

Como (T*)* =T, temos que | s | & consequéncia de

De [ 1| também deduzimos que ker (T*)* = [im(T)*]* = im(T) e, consequente-
mente, | 2« | também é verdadeiro.

Finalmente, como ker (T') = im(7T*)*, temos que ker (T)+ = [im(T*)1]* = im(T*)
e assim | 2| é valido. ]

1

Chegamos ao nosso teorema final, que relaciona a matriz de T e T'x quando eles
sao computados em relagao as bases ortonormais de V e W. Esse teorema justifica
chamarmos o operador T de transposta de T'

Teorema

Sejam V e W espaco com produto interno com bases ortonormais v =
(v, ..., v,) ew = (wy, ..., wy,) por V e W, respectivamente. Seja
A=[T)ywe B =[T"]uy Entio B=4"

Demonstracao. Sejam (V, (, )v) e (W, (, )w). Entao

T(’Uj) =ajw; ++ -+ Ay Wiy (6.9)
T (w;) = b1;v1 + + - + bpiv,. (6:10)

Precisamos provar que b;; = @;; ou equivalente, que a;; = b;;. Fazemos isso calcu-
lando (T'(v;), w;)w = (vj, T*(w;))y usando as Equagoes 6.9 e 6.10.

Por um lado
(T(vj), wi)w = Z%j(wk, wi)w = aij,
k=1
na Gltima igualdade, utilizamos que w € uma base ortonormal de W. Por outro lado,
(v, T*(w))y = bii(v;, vi)v = bji.
=1

Assim, a;; = bji. [ |

/Espacos de Hilbert

Seja V um espaco de produto interno. Dizemos que uma sequéncia (v™) de vetores
em V converge parav € V se

lim ||v" —v|| =0
n— oo

185/318



Algebra Linear Avancada & Espacos com Produto Interno, #Espacos de Hilbert

@ Definicao Sequéncia de Cauchy

Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (z") em M & uma sequéncia
de Cauchy se, para cada e > 0, existir um nimero inteiro ng tal que n,m > ng
implica que d(z™, 2™) < e.

@ Definicao Espaco Completo

Dizemos que o espaco métrico (M, d) é completo o se todas as sequéncias
de Cauchy em M convergirem para um limite em M.

Exemplo 54. O corpo dos reais R & um espaco métrico completo em relacdo a
sua metrica natural. Tambem é C, pois se (z,) € uma sequéncia Cauchy em C,
entdo (Re z,,) e (Im z,,) sdo sequéncias de Cauchy em R. Essas sequéncias possuem
limites z,y € R, e assim z, — x +iy € C <

@ Definicao Espaco de Hilbert

Um espago de Hilbert € um espaco com produto interno que € um espaco
métrico completo em relacao a meétrica induzida por seu produto interno.

No caso de dimensao finita, a situacao & muito simples: todos os espago com pro-
duto interno sao completos, todos os subespacos sao fechados e todos os ope-
radores e funcionais lineares sao continuos. No entanto, no caso de dimensao
infinita, as coisas nao sao tao simples.

@ Teorema

R”,C" e £? sao espacos de Hilbert.

Demonstracdo. Os espacos R™, C™ e ¢? sao espacos com produto interno. Assim
temos que provar somente a completeza. Provamos a completeza de ¢2 ja que as
outras completezas sao similares e mais simples.

Seja (z*) uma sequéncia Cauchy em £2. Cada elemento dessa sequéncia (z*) é em
si uma sequéncia real:
kA& k
T = (mn)zozl'
Precisamos mostrar que (z*) converge em (2. As trés etapas a seguir sao padrao
nas provas de completeza:
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Encontrar um possivel limite a;
Mostrar que a pertence ao espaco em questao;

Mostrar que ¥ — a.

Etapa 1. Encontrar um possivel limite a. Estamos procurando por um vetor a = (a,,)

tal que
xl = (x], 23, 2b, .. @k, )
x® = (a2 23, 22, ... 22, )
xb = (af, b ok o k)
converge para
a=(a1,a2,a3, ..., Gp, -..).

Considere uma coluna fixa: ou seja, fixe n. A sequéncia (z¥)%2, é uma sequéncia
de Cauchy em C. Como C & um espago métrico completo, existe a,, € C de modo
que z¥ — a, quando k — oo.

Seja a = (a1, as,...) € CN.

Etapa 2. Vamos provar que possivel limite o pertence a ¢2. Mostraremos que z* —
a € /% para algum k. Como ¢2? é fechado em relacdo subtracao, seguira que

a=zx"—(z —a)c

Seja e > 0. Por hipotese, existe kg € Nde tal forma que k,1 > ko implica ||=* —2!| <
e. Escolha N € N: temos, por k,1 > ko,

N 0o
Dolan —a <Y o -l < &
n=1

n=1

Fazendo | — oo na soma finita do lado esquerdo: obtemos

N
Z |k — a,)? < €2
n=1

Como isso vale para todos os N € N que temos, fazendo N — oo,

9]
D lah —anf <€
n=1

isto &,k —a e e
<"~ al < c.
Etapa 3. z* — a.

De fato, mostramos na Etapa 2 que, para qualquer € > 0, existe kg € N de tal forma
que k > ko implique ||z* — al| < . Portanto, ¥ — a.

Assim, toda sequéncia Cauchy em ¢2 converge para um limite em ¢2 e, portanto, 2
& completo.
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O proximo teorema mostra que 0s conjuntos ortonormais maximais em um espaco
de Hilbert H sao precisamente aqueles conjuntos ortonormais que geram H.

Proposicao
Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto interno V.

Se (A) =V, A & um conjunto ortonormal maximal .

Se V é um espaco de Hilbert e A € um conjunto ortonormal maximal ,
entao (A) = V.

Demonstracdo. Seja A qualquer conjunto ortonormal em V. De acordo com a Pro-
posicdo 6.3, A € um conjunto ortonormal maximal se e somente se A+ = {0}. Se
(A) =V, ((A)*+ = VL = {0}. Mas A+ = ((A))* e, portanto, A+ = {0}. Se V for
um espaco de Hilbert e A+ = {0}, (A) = V. [ |

Um conjunto ortonormal em um espaco com produto interno V que gera V é cha-
mado de base ortonormal (ou uma base de Hilbert) por V. Em outras palavras, um
subconjunto B de um espac¢o com produto interno V € uma base ortonormal se

O B é um conjunto ortonormal

o (B)y="V.

Cuidado extremo deve ser tomado aqui para nao confundir os conceitos de uma
base para um espaco vetorial e uma base de Hilbert para um espaco vetorial com
produto interno. Para evitar confusao, uma base de espaco vetorial, ou seja, um
conjunto de vetores linearmente independente maximal , € denominada base de
Hamel. Uma base ortonormal de Hamel sera chamada de base ortonormal, para
distingui-la de uma base de Hilbert.

O exemplo a seguir mostra que, em geral, 0s dois conceitos de base nao sao 0s
mesmos.

Exemplo 58. Seja V = (% e seja M o conjunto de todos os vetores da forma
e;=(0,...,0,1,0,...)

onde e; tem um 1 na ésima coordenada e 0 em outro lugar. Claramente, M é um
conjunto ortonormal. Além disso, € maximal. Pois se v = (z,,) € £? possui a propri-
edade que v L M entdo

z; = (v, ) =0

para todos os i e entdo v = 0. Portanto, nenhum vetor diferente de zero v ¢ M
é ortogonal a M. Isso mostra que M é uma base de Hilbert para o espaco com
produto interno ¢2.

Por outro lado, o espaco gerado por M é o subespaco S de todas as sequéncias
em (% que possuem suporte finito, ou seja, possuem apenas um numero finito de
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termos diferentes de zero e assim (M) = S # (2, vemos que M ndo é uma base de
Hamel para o espaco vetorial ¢2.

Espacos de Hilbert Separaveis e Séries

de Fourier

@ Definicao Separavel

Um espaco de Hilbert é dito separavel se possuir uma base ortonormal de
cardinalidade no maximo enumeravel.

@ Proposicao

Seja V um espaco de Hilbert separavel. Se V' tem dimensao infinita, entao
H é isometricamente isomorfo a £2..

Em espacos de dimensao infinita temos outro conceito de base que é (til as bases
de Schauder. Essas bases sao semelhante as bases usuais (Hamel) de um espaco
vetorial; a diferenca é que as bases de Hamel usam combinacoes lineares que sao
somas finitas, enquanto nas bases de Schauder consideramos somas infinitas.

@ Definicao Base de Schauder

Seja V um espaco de produto interno. Uma base de Schauder para V' é uma
sequéncia v,, de vetores de V, de modo que para cada elemento v € V existe
uma sequéncia Unica v,, de escalares em K, de modo que

o0
v = E UpUn
n=0

onde a convergéncia é entendida com relacao a norma associada ao produto
interno, ou seja,

n

(O E ViV

k=0

=0.

lim
n— oo
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@ Teorema

Seja V um espaco de Hilbert separavel. As seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

O = {en}nen € Um sistema ortonormal completo para V.

Se x L e, paratodon € N,entao z = 0.

Expansao em série de Fourier: Se z € V, entao

x = Z(m, €n)en.

neN

ou seja O é base de Schauder de V.

Identidade de Parseval Se = € V, entao

Izl = lenl?

neN

@ Definicao

Definimos L?[a,b] como o menor espaco de Hilbert que contém Cfa, b] 0 es-
paco das funcoes continuas a valores reais em [a, b].

L?[a,b] € um espaco de Hilbert separavel.

@ Teorema

Sao sistemas ortogonais completos
Série de Fourier. As funcoes

1 1 1
{—,—\/icos(%m:z:),...,— 2sen(27rnx),...} paran=1,2,3,...
2w s

formam um sistema ortonormal completo com relacao ao produto in-

L
terno (f,g) = /_L f(z)g(x)dx no intervalo [—m, 7).

Polindmios Legendre , Py (z): definidos através da formula de Rodri-
gues:
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formam um sistema ortonormal completo com relagao ao produto in-

terno (f, g) / f(z)g(x)dx no intervalo [—1,1].

Funcao Bessel de Primeiro Tipo e de Ordem I,

LS (g
Nw) = mzzo mIT(m + 1 + 1) (5)

com I'(l) a funcao gama, Dado um I > 0 fixo, as funcoes
{VaxJi(Nigz)}52, formam um sistema ortonormal completo com rela-

¢ao ao produto interno (f, g) / f(z)g(z)dx no intervalo [0, 1].

polindmios de Hermite,
dk

Hy(x) = (—1)* exp (x2) s

(exp (— 2)),k:O,l,...

formam um conjunto completo de funcoes com relacao ao produto in-
e 1 .
terno (f,g) = / exp (—§x2) f(z)g(x)dx no intervalo [—oo, o0].

— 00

polindmios de Chebyshev do primeiro tipo, Ty (x):

Lk/2]
k l)T k—r keor 5
_5 Ez ( . >(2x) ,k=0,1,...

formam um conjunto completo de funcoes com relacao ao produto in-
o0
1 .
terno (f,g) = / ﬁf(x)g(x)dx no intervalo [—1,1].
— 00 -

Exercicios

Ex. 64— Seja T : W — V uma transformacao linear injetora entre K-espacos
vetoriais. Suponha que (,), € um produto interno em V. Mostre que (w,ws) =
(T(wq),T(ws)) para todos wy,we € W define um produto interno em W. [Em par-
ticular, se V' & um espago vetorial com produto interno (,) , W um subespaco de
VeT:W —V éainclusao natural, teremos como consequéncia que (,) restrito
aos elementos de W & um produto interno em W]

Ex. 6.2 — Dizemos que uma matriz A € M, (K) hermitiana (i.e. A* = A) é positiva
definida se para toda matriz coluna nao nula X € M, «1 (K) tem-se que X*AX > 0.

1. Mostre que se V' & um K-espaco vetorial com produto interno (,) ese B =
{v1,v2,...,v,} € uma base de V entao A = (a;;) € M,(K), onde a;; =

(v;,v;) paratodo 1 <i,j <n éuma matriz positiva definida.

2. Mostre que se A = (a;;) € M,(K) € uma matriz positiva definida, B € uma
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base de um K-espaco vetorial V entao
(u,v) := [v]gAfulg paratodou,v eV

define um produto interno em V.

Ex. 6.3 — Seja V um espac¢o com produto interno (,) de dimensao finita n. Mostre
que um conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} & linearmente independente se, e sO
se, a matriz A = ((v;,v;)) € M, (K) é nao singular.

Ex. 6.4 — Seja V um K-e.v. com produto interno.
1. Se K =R, mostre que (u,v) = 0 < [Ju+v|? = [Jul|® + |Jv]]?
2. Mostre que isso nao é verdade se K = C.

3. SeK = C, mostre que parau,v € V {u,v) = 0 & |lau+Bv|* = [|aul|®*+|Bv]?,
para todos a, 8 € C.

Ex. 6.5 — Seja V um K-e.v. com produto interno. Sejam u,v € V, prove:
1. Lei do Paralelogramo: [ju + v||? + [lu — v[|* = 2 ([[u]|® + [[v[|?).

2. Desigualdade de Bessel: seja {vy,...,v,} um conjunto ortonormal de V,

entao (v, vx)| % < [Jv|*.
k=1

3. ldentidade de Parseval: seja {vy,...,v,} uma base ortonormal de V. Mostre
que {(v,u) = ZZ:1<U,W><W7U>-

Ex. 6.6 — Seja V um C-e.v. com produto interno

1. Fixe vetores w,u € V. Mostre que o operador T' : V — V definido por
T(v) = (v,w) u, admite adjunta e a descreva explicitamente.

2. SuponhadimV < oo e que (T'(v),v) =0, paratodo v € V. Mostre que T' = 0.
Mostre que o resultado nao é necessariamente verdadeiro se vV é um R-e.v.

Ex. 6.7 — Seja V um R-espaco vetorial de dimensao finita com um produto interno.
Seja W C V um subespaco, mostre que cada classe de equivaléncia do quociente
V/W possui exatamente um vetor ortogonal a W.

Ex. 6.8 — Determine o minimo do conjunto : {fol(t2 —at —b)*dt : a,b € R},
Ex. 6.9 — Seja V = C([0,1],R) o espaco das fungdes continuas no intervalo [0, 1]
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1
com o produto interno (f,g) = /0 f(t)g(t)de.

1. Exiba uma base ortonormal do subespaco de V gerado pelos polindmios 1,
tet?

2. Encontre o polindmio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima
f(t) = cost no intervalo [0, 1].

Ex. 610 — Seja V um K-ev. com produto interno. Suponha que U e W sejam su-
bespacos de V. Mostre que:

1. WCWhteseV=WaoWentdoW = W)+
2. (U+W)t=Urnwt
3. Ut+ W Cc(Unw)t

4 SeV=UaUt=WaoWt entdao Ut + W+ =UNW)*L.

1
Ex. 6.11 — Considere R[z] com o produto interno {(p, q) = / p(z)q(z)dz e seja W o
0

subespaco constituido por todos os polindmios com termo constante igual a zero.
Mostre que W+ = {0} e entdo W+ = R[z] # W. Também Rlz] # W & W.

Ex. 6.12 — Seja W um subespaco de dimensao finita de V. Existem, em geral, varios
operadores projegoes cuja imagem & W. Prove que se E € Hom(V') é uma projegao
cujaimagem é W e ||[E(v)|| < |lv|, paratodo v € V, entao E é a projecao ortogonal
emW,ie E = Ey.

Ex. 6143 — Seja W um subespaco vetorial de dimensao finita de um espaco V com
produto interno. Seja Ey a projecao ortogonal de V .em W. Mostre que I —Ey é

a projegao ortogonal de V em W+, & um operador projegao e ker (I -Eyw) = W.

(Obs: W+ ndo necessariamente tera dimensao finita).

Ex. 614 — Seja V um K-e.v. com produto interno (,), « € Ke sejam 7,5 € Hom(V)
que admitem adjuntos. Mostre que os seguintes operadores admitem adjuntos:

1. T+Se(T+8) =T"+5%
2. aT e (al)* =aT™.
3. ToSe(ToS) =S8 oT*

4 T* e (T*)* =T.
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Se T, S € Hom(V) sao operadores normais entao e verdade que o7, T + S
e T oS sao normais?

Ex. 6.15 — Seja T um operador linear em V que possui um adjunto T*. Mostre que:
1. kerT* = (imT)* e que imT* C (ker 7).
2. SedimV < oo, entdo imT* = (ker T')*.

3. SedimV < oo, T € injetora se e somente se T*é sobrejetora e vice-versa.
1
4. SejaV =C([0,1],R), com o produto interno (f,g) = / f(®)g(t)dt, e consi-
0
dere o operador

T:V -V
fe=T():0,1]]—R
ts tf(t)

Determine T* e mostre que im 7™ # (ker T')+.

Ex.6.16 — Seja T' € L(V). Prove que se T & inversivel, entao T* € inversivel e
(T*)_l — (T_l)*.

Ex. 6147 — Suponha que V é de dimensao finita. Sejam T : V. — V um operador

lineare \ € K. Mostre que A & um autovalor de T se, e somente se, A & um autovalor
de T™.

Ex. 618 — Seja V um espaco com produto interno complexo de dimensao finita.
SejaT : V — V um operador linear. Definimos

1

1
T =—(T+T*), Th = —
1 2( +17), Ty 9

(T —T).

Mostre que
1. Ty e Ty sao autoadjuntos.
2. T'="1Ty +14T5.
3. O que pode dizer sobre a unicidade dessa decomposi¢ao?
4. Escreva T* em funcao de T e Ts.

5. Encontre condicoes em Ty e T, para que o operador T seja: i- autoadjunto;
ii-unitario; iii- normal.

Ex. 619 — Seja E um operador linear em V tal que E? = FE e tal que E possui um
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adjunto E*. Prove que E é autoadjunto se, e somente se & normal. Prove também
que, neste caso, E é a projecao ortogonal em W = im E.

Ex. 6.20 — Sejam V um espaco vetorial sobre C e T € Hom(V). Prove que T é
autoadjunto se, e somente se (T'(v),v) € R, para todo v € V. Conclua que os
autovalores de um operador autoadjunto sao reais.

Ex. 6.21 — Sejam S,T € Hom(V). Suponha que S e T" admitem adjunto. Mostre
que:

1. Se S e T sao autoadjuntos, entao ST é autoadjunto se, e somente se, ST =
TS.

2. T*T é autoadjunto.

3. Se T é autoadjunto, entdao S*T'S é autoadjunto.

Ex. 6.22 — Suponha que dimV é finita e seja T : V — V um operador normal.
Mostre que:

1. Se T é nilpotente entao T' = 0.
2. Se T é um operador projecao entao T* =T.

3. Se T2 =T? entdo T & um operador projecao.

Ex. 6.23 — Sejam V um C-ev. com produto interno de dimensao finita e T €
Hom(V') um operador normal. Prove que:

1. T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T' & um nimero real.

2. T é unitario se, e somente se, todo autovalor de T é um nlmero complexo
de modulo igual a 1.

3. T é o operador nulo se, e somente se todos os autovalores de T' sao nulos.

Ex. 6.24 — Sejam T e S dois operadores autoadjuntos em um espaco vetorial V de
dimensao finita. Prove que se T' e S comutam, entao existe uma base ortonormal
de V que diagonaliza estes dois operadores simultaneamente.

Ex. 6.25 — Um operador linear T' € Hom(V') &€ ndo negativo se T é autoadjunto e
(T'(v),v) > 0 para todo v € V. Mostre que se V' & um C-e.v. de dimensao finita:

1. T & nao negativo se, e somente se, T' @ normal e os autovalores de T sao
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ndmeros reais nao negativos.

2. Se T é nao negativo entdo existe um Unico operador linear nao-negativo
R € Hom(V) que é raiz quadrada de T, isto é, que satisfaz R?> = T.

Ex. 6.26 — Seja Ry[z] com o produto interno dado por (f, g) = f01 f(z)g(x) dx. Con-
sidere o operador T : Ry[z] — Ry[x] dado por T(ax? + bx + ¢) = ba.

1. Mostre que T nao é autoadjunto.

2. A matrizde T na base canonica é

o O O
S = O
o o O

que é simétrica. Explique por que isso nao contradiz o item 1.

Ex. 6.27 — Sejam V um C-ev. com produto interno de dimensao finita e T €
Hom(V') um operador normal. Mostre que:

1. T =MPi+...+ X P,ondel =P +...+ P, PP, =0sei#je
E}=FE; = E.

2. Existe g € C[z] tal que T* = ¢(T).

3. Todo subespaco de V T-invariante é também T*-invariante.

Ex. 6.28 — Seja V um C-espaco vetorial com produto de interno complexo de di-
mensao finita. Considere T' € Hom(V') um operador qualquer e Ay, ..., A, 0S auto-
valores de T (aparecendo tantas vezes quanto sua multiplicidade algébrica). Mos-
tre que:

1. NP < te(T* o T)

2. Aligualdade vale se, e somente se, T' € normal.

Ex. 6.29 — Seja

1 2
A= 2 3 €M3<R).
3 4

[S2 B SN OL)

Ache uma matriz ortogonal P € M3(R) tal que PT AP é diagonal.

Ex. 6.30 — Considere um C-espaco vetorial V' com o produto interno e dimensao
finita. Dizemos que um operador T : V — V é anti-hermitiano ou anti-autoadjunto
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se para quaisquer vetores u,v € V tem-se que (T'(u),v) = — (u, T'(v)). Assuma que
T é anti-hermitiano e mostre que:

1. Os autovalores de T sao imaginarios puros.

2. Se v1,v9 € V sa0 autovetores associados a autovalores distintos Ay, Ay € C
entao eles sao ortogonais.

3. Existe uma base ortonormal de V formada por autovetores de 7.

Ex. 6.31 — Determine a forma polar da matriz

1+i -1 1
A=1| 0 i i |eMs(Q).
10 1+

197/318



Algebra Linear Avancada & Determinantes ,

Capitulo

Determinantes

Neste capitulo, lidamos com o determinante de uma matriz quadrada. O determi-
nante possui um significado geométrico simples, é o volume orientado.

Geometria dos Volumes

O determinante de uma matriz A tem um significado geométrico simples. E o vo-
lume orientado da imagem do cubo unitario sob a transformacao linear 7's.

f Ta

~

cubo unitario C paralelepipedo T4 (C)

Figura 71 . B .
Determinante é o volume orientado.

Comecaremos descrevendo quais propriedades o volume orientado deve ter e pos-
teriormente tomaremos essas propriedades como base para a definicao algébrica.

Doravante, por preguica diremos simplesmente volume no lugar volume orientado.

Ao considerar as propriedades que o volume deve ter, suponha que estamos tra-
balhando em R?, onde o volume é area. Seja A a matriz A = [v; wv3]. O quadrado
unitario em R2 é determinado pelos vetores da base padrao e; e es. Assim, nesse
caso teremos que Tu(ey) = vy e Ta(ez) = vq, POr iSSO NEsse caso queremos de-
terminar a area do paralelogramo P determinado pelos vetores vy e v,, as duas
colunas de A.

A area de um paralelogramo certamente deve ter as seguintes duas propriedades:

A1| Se multiplicarmos um lado de P por um nimero ¢, por exemplo, se subs-
tituirmos P pelo paralelogramo P’ determinado por cv; e vs, a area de P’

Neste capitulo:

» Geometria dos Volumes (p.
198)

» Determinantes e Permuta-
coes (p. 203)

» Propriedades (p. 205)
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deve ser cvezes a area de P.

Se adicionarmos um multiplo de um lado de P a outro, por exemplo, se subs-
tituirmos P pelo paralelogramo P’ determinado por v, e vy + cvy, a area de
P’ deve ser igual a area de P. Para ver isso, observe que a area de um para-
lelogramo é base vezes a altura e, enquanto esta operacao altera a forma do
paralelogramo, nao altera sua base ou sua altura.

A propriedade deve, em particular, permanece valida ¢ = 0, quando um dos
lados se torna o vetor zero; nesse caso, o paralelogramo degenera em uma seg-
mento de reta (ou em um ponto se os dois lados forem o vetor zero) e reta ou um
ponto tem area 0.

Agora, consideramos um corpo arbitrario K e consideramos as matrizes nxn. Ainda
somos guiados pelas propriedades e , estendendo-as para matrizesn xn
usando a ideia de que se apenas uma ou duas colunas forem alteradas como em

ou e a outras nao forem alteradas, o volume devera mudar como descrito

em ou . Assim, somos levados a seguinte definicao.

Definicao Funcao Volume

Uma fung¢ao volume vol : M, ,(K) — K & uma funcao que satisfaz as pro-
priedades:

Para qualquer escalar ¢ e qualquer 4,

vol ([’Ul o Vi—1 CU; Uiy 000 ’Un]) (71)

:cvol(['vl cee Vi1 Vi Vip1 e vn]) (7.2)
Para qualquer escalar ¢ e qualquer j # 1,

vol ([’Ul e V1 |V + CU; Vit1 © 00 ’Un]) (73)

= VOl ([’01 oo Vi—1 Ui Vi1 coo ’Un]) (74)

Observe que nao mostramos que vol existe, mas prosseguiremos com a Suposicao
de que existe tal funcao e derivando propriedades que essa funcao deveria ter e
as usaremaos para provar a existéncia.

Como definimos, a funcao vol nao é Unica, pois podemos multiplica-la por um fator
arbitrario. Depois que especificamos uma escala, obteremos uma funcao Unica que
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indicaremos por det, 0 determinante. Mas €& conveniente trabalhar com funcoes

volume arbitrarias e normalizar o resultado somente ao final. A condicao de escala

é que as fungoes vol serao redimensionados de modo que o volume orientado

cubo unitario n dimensional, com as colunas dispostas na ordem padrao, seja 1.

@ Proposicao

Seja vol : M,, ,,(K) — K uma fun¢ao volume. Entao

Se alguma coluna de A for zero, vol(4) = 0.

Se as colunas de A forem linearmente dependentes entao vol(A) = 0.
Em particular, se duas colunas de A forem iguais, vol(A4) = 0.

vol ([w1 | = | w3 | - |ws | - | wa]) = —vol (for | - | ws | -~ |0
vol ([v1 -+ au+bw -+ wvy])=avol([vy - uw - wy])
—l—bvol([vl e w e vn])

Demonstracao. m Seja v; = 0. Entao v; = Ov;, entao pela propriedade | v1

vol([vl R R vn]):O~vol([v1 R vn]):0.

Sejam

Vi = Q101 + @202 + -+ @—1Vi-1 + Qi41Vip1 + 0+ ApUy

/
Vi = A2V + -+ Q—1Vi—1 T Ai41Vi41 + -+ ApUy

Assim v; = ajv; + v}, e aplicando a propriedade vz |

vol([vl R IR vn])zvol([vl e apvy U vn])

vn))

:VOI([’Ul ’U;

va))

Procedendo da mesma maneira, aplicando a propriedade | vz repetidamente, ob-

temos

vol ([or -+ w; -+ wu])=vol([or -+ 0 -+ w,])=0.

vol ([vl v; v; vn}) = vol ([’Ul v; - v; +v; vn])
= vol ([v1 —v; v; +v; vy))
= vol ([v1 —v; v, vy,])
= —vol ([o1 v; v, va])
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Se {v1, ..., vi_1, Vi1, ... , v, } NA0 forem linearmente independentes. Entao,
a afirmacao é direta.

Suponha que {wvy, ..., v;_1, Vi+1, --- , Uy} S€jam linearmente independentes.
Podemos estender esse conjunto para uma base {vy, ..., v;_1, Vit1, --. , Un, 2}
de K™. Entao podemos escrever

/
U=C1U1 + o+ G111 F Cip1 Vgl + o+ CpUn +C 2,

w=dv1+- - +di-1vi-1 + dip1Vip1 + o+ dpvn + 2.

Seja v = au + bw. Entao
v=ev+ e 101+ eV + o Fepvn e’z

onde ¢’ = ac’ + bd'.

Aplicando a propriedade | v2 | repetidamente e a propriedade v |, vemos que

VOl([’Ul e v vn]):e’vol([vl R AR vn])
vol ([or -+ u - wu])=dvol([vr -+ z - wy))
vol([’ul e w e 'vn]):d’vol([vl R 2R vn])
0 que conclui a demonstracao desse item. [ |

Observagao 3. O item 3 da Proposicao 7.1 implica
2vol([v1 z z vn]):()

e, portanto,

vol([vlm P PV B Un]):()

se K nao tiver caracteristica 2.

@ Teorema

Uma funcao f: M,, ,,(K) — K & uma funcao volume se, e somente se, satis-
fizer:

E Multilinearidade: Se A = [v; .-+ wv,] cOm v; = au + bw para algum

2r

f([vl coe o | - vn])zaf([m e w e Un])
—|—bf(['u1 cer w - ’Un])

Alternatividade: Se A =[v; -+ w,] comv; =v; parai # j, entao
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Demonstracgdo. Ja provamos que qualquer fun¢ao volume satisfaz o Lema 711
e 4], 0 que fornece alternatividade e multilinearidade. Por outro lado, é facil ver

gue a multilinearidade e a alternatividade fornecem as propriedades| vi (e | va
na Definicao 7. [ |

As condicoes do Teorema 71 sao geralmente consideradas como a definicao de
uma funcao de volume.

Observacao 5. Em caracteristica 2, a funcao f ([f5]) = ac € multilinear e satisfaz
f([vz vi]) =F([vr v2]) =—f([v1 v2]), mas ndo satisfaz a alternatividade.

@ Definicao Determinante

Uma funcao det: M,, ,,(K) — K & dita determinante se satisfizer:

D1 | Multilinearidade: Se A = [v; -+  wv,] com v; = au + bw para algum
iy,
det([vl e v e vn])zadet([vl R T vn])
—}-bdet(['vl e w e vn])
D2 | Alternatividade: Se A =[v;  --- wv,] com v, = v, para i # j, entao
det ([or -+ w,])=0.

p3 | Volume do cubo unitario

det([el en}) =1.

Primeiramente provaremos a unicidade da funcao determinante.

@ Teorema Unicidade do Determinante

Suponha que exista uma fungao volume nao trivial vol : M,, ,,(K) — K. Entao
existe uma Unica funcao determinante. Além disso, qualquer funcao volume
vol é da forma vol = adet para algum a € K

Demonstracdo. Seja A uma matriz com vol(A) # 0. Entdo, pela Proposicao 71 2,
A deve ser nao singular. Assim existe uma sequéncia de operagdes elementares

sobre as colunas que levam A a 1. Peladefinicao 71 vi e vz epelaProposicao 7.

‘4, cada uma dessas operagoes tem o efeito de multiplicar vol(A) por um escalar
diferente de zero, entao vol(I) # 0.

Qualquer multiplo escalar de uma funcao volume é uma funcao de volume; por-
tanto, podemos obter uma fun¢ao volume det fazendo det(A) = (1/vol(I)) vol(A)
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e claramente det(I) = 1. Em seguida, defina a colecao de fungoes volumes
vol,(A) = adet(A).

Agora seja f qualquer funcao de volume. Defina a = f(I). Se A for singular, f(A4) =
0. Suponha que A nao seja singular. Entao existe uma sequéncia de operacoes de
coluna que levam I a A, e cada uma dessas operagoes de coluna tem o efeito de
multiplicar o valor de qualquer funcao volume por uma constante diferente de
zero, independentemente da escolha da funcao de volume. Assim, se deixarmos
que b seja o produto dessas constantes, teremos

F(A) = bf(I) = ba = bvoly(I) = vola(A) ,

entao f = vol,. Em particular, se f é alguma funcao volume com f(I) = 1, entao
f = det, que mostra que det € Unico. [ |

Observe que a prova desse teorema nao mostra que det existe, pois a priori, pode-
riamos escolher duas sequéncias diferentes de operacoes elementares sobre as
colunas para ir de I a A e dessa forma obter dois valores diferentes para vol(A).
De fato, vol existe, como veremos na proxima secao.

Determinantes e Permutagoes

Seja A = [v1 vn]. Escrevendo cada um desses vetores em termos da base
canodnica de R™, obtemos

V] =v11€1 + ...+ Vp1€y,

Vo = V12€] + ...+ Upo€y,

Vp = VUip€1 + ...+ Unnén

Dessa forma

det(vy,..., v,) =det(viier + ... +vp1€n, ,..., Vip€1 + ...+ Upn€yn) (7.5)

n

= Z Vi11Vi92 ** " Vi n det(eilﬂ ) ein) (76)

i1, yin=1

Observamos inicialmente que no somatoério 7.6 se anulam todos os termos
nos quais ocorre a repeticao de algum dos indices i1,...,i,. Pois nesse
caso, e;, = e;; € pela propriedade do determinante temos que

det(ei,, ..., €i;5 -y €ipy -y €5,) =0,
Como todos os indices iy,..., i, sao diferentes entre si no somatorio 7.6 precisa-
mos apenas considerar

det(vi,..., v,) = Z Vo (1)1Ve(2)2 Vo (n)n det(€s(1), - -, €5(n))
oeS,

em que o percorre o grupo de permutacoes de S = {1, ..., n}. Se o € uma per-
mutacao , podemos considerar sua decomposicao como produto de transposicao.
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Pela propriedade do determinante, uma transposicao altera o valor de det pelo
fator —1. Se o € o produto de k transposicoes, entao o sinal de det sera alterado
por (—1)*. Dessa forma temos que

det(ey(1),---, €s(n)) =sgn(o)det(e,..., e,) =sgn(o).

E logo

det(vla sy 'Un) = Z Sgn(a)va(l)lva@ﬂ VUs(n)ns
oESy

que é a expressao do determinante em termos de permutacoes.

Podemos agora demonstrar da existéncia do determinante.

@ Teorema Existéncia do Determinante

Existe uma Unica funcao determinante. Ou seja uma funcao volume det:
M, (K) — K com det(]) = 1.

Demonstracdo. Ja demonstramos a unicidade. Mostraremos agora que

det(vl’ LR v") = Z Sgn(o)vo(l)lva(Q)Q * Vg (n)ns (77)
o€eSy

satisfaz as propriedades | b1 - ps | da funcao determinante. No que se segue o

denotara uma permutagao do conjunto S ={1,...,n}

D1 | Suponhamos que 0s vetores v; e v; sejam iguais. Seja 7 a transposicao entre

v; € v;. ENtA0 Ve (1)1Vr0(2)2 " * Vro(n)n = Vo(1)1Ve(2)2 * * - Va(n)n, POIS T transpoe 0s
vetores v; e v, que sao iguais, e mantém fixos os outros vetores. Assim,

det(..., vy, , U, ) = Z SgN(0) Ve (1)1Ve(2)2 * * * Vo (n)n
oc€Sy
= Z Sgn(U)UTU(l)lvTU(2)2 ©VUro(n)n
ocES),
= - Z Sgn(TU)UTU(l)lvTU(Q)Q *VUrg(n)n
oESy
= —det(. y Ujyenny 'Ui7~-~) s
Como det(..., v, ..., v;, ...) = det(..., v;, ..., v;, ...) , segue que
det(..., v;, ..., vj, ...)=0.

p1 |Alinearidade &€ imediata, notando que cada parcela de 7.7 contém exatamente
uma coordenada do vetor v; + ku;, de modo que

det(vq, ce v; + ku;, e v,) =
det(vy, ..., V4, ..., V) + kdet(vy, ..., uy, ..., V,).
D3 |Vamos mostrar que det(eq, ..., e,) = 1.
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Se o (i) # i, entao v,(;); = 0. Assim, apenas a permutacao identidade, produz um
termo nao-nulo. No caso da permutacao identidade, temos que o sinal é 1 e todos
0S termos vy(;); = 1, € logo det(ey, ..., €,) = 1. [ ]

@ Definicao

A Unica fungao volume vol € denominada fungao determinante, e sera deno-
tada det(A).

@ Proposicao

Seja A € M,, ,(K). Entao det(A) # 0 se e somente se A nao for singular.

Demonstragdo. Pela Proposicao 71, para qualquer fungao volume vol,, vol,(A) = 0
se A for singular. Para qualquer funcao volume nao trivial, ou seja, para qualquer
funcao vol, com a # 0, observamos no decorrer da prova do Teorema 7.1 que, para
qualguer matriz nao singular A, vol,(A) = ¢vol,(I) = ca para ¢ # 0. |

Notacao 11. O determinante de A, denotado por det A ou |A|, pode ser denotado
diretamente em termos de entradas da matriz escrevendo barras em vez de col-
chetes:

a1.1 a2 N a1,n

a2.1 ag 2 e a2.n
det A =

Un,1 an2 oo Qpon

)

Propriedades

Agora derivamos algumas propriedades importantes do determinante.

@ Teorema

Sejam A, B € M,, ,(K). Entdo

det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragdo. Defina uma fungao f: M, ,,(K) — V por f(B) = det(AB). £ sim-
ples verificar se f & multilinear e alternado; portanto, f & uma funcao volume
f(B) =vol,(B) = adet(B) onde a = f(I) = det(AI) = det(A). |
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Se A for invertivel, det(A~1) = 1/ det(A).

Se A for invertivel, entdo para qualquer matriz B,det(ABA™1)
det(B).

Demonstragdo. Ja vimos no Lema 71 que, para qualquer funcao de volume,
f,f(A) = 0, se A nao for invertivel. Se A é invertivel, temos 1

det(AA~1) = det(A) det(A~1) a partir do qual o corolario segue.

@ Proposicao

Seja A uma matriz diagonal. Entao det(A) € o produto de suas entradas
diagonais.

= det(l) =
|

De maneira mais geral, seja A uma matriz triangular superior ou uma

triangular inferior. Entao det(A) é o produto de suas entradas diago-
nais.

Demonstracdo. (1) Se A é diagonal, existe apenas um termo diferente de zero na
Definicao 3.2.5, 0 termo correspondente a permutacao de identidade (o (i) = i para
cada i), que possui sinal + L.

(2) Se o ndo for a identidade, havera um j com o(j) < j e um k com o(k) > k,
portanto, para um triangular matriz ha novamente apenas o termo diagonal.J W

@ Teorema

Seja M uma matriz diagonal por bloco,

A 0
0 D

Entao det(M) = det(A) det(D).

Em geral, seja M uma matriz triangular superior por bloco ou uma ma-
triz triangular inferior por bloco,
A 0
C D

A B
0 D
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Entao det(M) = det(A) det(D).

Demonstracao. Defina uma fun¢ao f: M,, ,,(K) — K por

»ol)

Entdo f é multilinear e alternado, entao f(D) = f(I)det(D). Mas f(I) =

f(D) =det (

A F =Tall s . .
det (l ; 8 D = det(A).(E facil ver esta Gltima igualdade como qualquer per-

- . A 0 -
mutacdo que contribua com zero para det ([ A D deve corrigir todos, exceto
(possivelmente) as primeiras entradas de n.)

Suponha que M seja triangular superior (a caixa triangular inferior & seme-
lhante). Se A for singular, havera um vetor v # 0 com Av = 0. Entdo seja w 0
vetor cujas primeiras entradas n sao as de v e as entradas restantes sao 0. Entao
Mw = 0. Assim, M também é singular e 0 = 0 - det(D).

Suponha que A nao seja singular. Entao

A 0 I A'B
0 D

0 1

A B
0 D

A primeira matriz do lado direito possui o determinante det(A) det(D), e a segunda
matriz do lado direito tem o determinante 1, pois € triangular superior, e o teorema
segue.

@ Proposicao

Seja A! a matriz transposta de A. Entao det(A*) = det(A).

Demonstragdo. Se o € S,,,sgn(c~ ) = sgn(o). Seja B = (b;;) = A'. Entao

det(A) = Z Sgn(a)ao(l)J © Qo (n)n
ocESy

Z Sgn(a)al,dfl(l) T Oy o—1(n)
oESy

Y sen(o are11) o)
oESy

Y sen(e Dbor(a)1 - bo-itnym
oc-1leS,

= det(*A)
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Denote por A;; o menor (¢, j) da matriz 4, i.e, a submatriz obtida pela exclusao
da linha i e da coluna j de A.

@ Teorema Expansao de Laplace
Seja A uma matriz n por n, A = (a;;).
1| Para qualquer i,

det(A) = zn:(—l)i-‘rjaij det(Aij) o

=

Para qualquer 3,

n

det(A) =) "(-1)"a;; det(Ay;) .

1=1
Para qualquer 7 e para qualquer k # 1,

0=

J

(—1)i+jakj det(Aij) o
=il

Para qualquer j e para qualquer k # 7,

n

0="> (-1)ay det(Ay;) .

=1

Demonstracdo. Demonstraremos (1) e (3) simultaneamente, portanto fixamos k
(que pode ou ndo ser igual a 7).

A soma do lado direito & a soma das fungdes multilineares e, portanto, & multili-
near.(Isso também é facil de ver diretamente.)

Agora mostramos que é alternado. Seja A uma matriz com as colunas p e q iguais,
onde 1<pgn. Se j # p, g, entao A;; for uma matriz com duas colunas iguais, entao
det(A;;) = 0. Assim, os Unicos dois termos que contribuem para a soma sao

(71)i+pakp det(A'Lp) + (*1)i+qakq det(Alq) .
Por hipotese, ay, = ax,. Agora
Aip = [’Ul Vp—1 VUp+1 Vg-1 Vg Ug+1 fvn]7

Aiq = ['Ul ’Upfl /vp 'Up+1 /Uqfl qu+1 vn].

onde v, indica a coluna m da matriz obtida de A excluindo a linha 7 de A.
Por hipotese, v, = w,, portanto, essas duas matrizes tém as mesmas colunas,
mas em uma ordem diferente. Passamos do primeiro para o segundo, execu-
tando sucessivamente trocas de coluna gp — 1 (primeiro alternando v, e v,_;
e depois alternando v, e v,_2,... €, finalmente, alternando v, e v,11), entao
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det(A;q) = (—1)%~1 det(A;p). Assim, vemos que a contribuicdo desses dois termos

para a soma é
(= 1) Pay det(Asp) + (—1)" ag,(—1)P7" det(Ay)

e como (—1)i*P e (—1)"24-P=1 sempre tém sinais opostos, eles cancelam.

Pela unicidade, o lado direito & um multiplo adet(A4) para a. Uma computacao
mostra que, se A = I, o lado direito fornece 1se k =i e 0 se k # ¢, comprovando

0 teorema nesses casos.

Exemplo 18. Para A € M3 3(K) temos

a b ¢ O 0O ad O 0O ad O O O
detA=|d e fl=al|Od e f|=b|d O fl+cl|d e O (7.8)
g h i O h i g O i g h O

:a e f b d f te d e
h i g i g h
=aei +bfg+ cdh — ceg — bdi — afh. (710)

@ Proposicao

Para qualquer matriz A,

(Adj(A)) = A(Adj(A)) = det(A)I.

Se A for invertivel,

@ Teorema Regra de Cramer

Seja A € M,, ,,(K) uma matriz invertivel e b seja um vetor em K”. Considere
o sistema linear Az = b. Entao:

Existe um Gnico vetor  em K" que resolve o sistema linear Az = b.

t
Sex = [xl mn} . Entao:

det(44()) |
= 7 <1 <
T T T det(A) lsisn

onde 4;(b) é a matriz obtida de A substituindo sua i—ésima coluna por
b.
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Demonstracdo. Denotaremos as colunas de A poray, ..., a,.Porlinearidade, basta
provar o corolario para todos os elementos de qualquer base, B de K™. Escolhemos
abaseB={as, ..., a,}.

Corrija j e considere Az = a;. Entao A;(a;) = A, entdao a formula acima fornece
z; = 1. Para j # i, A;(a;) € uma matriz com duas colunas idénticas; portanto, a
formula acima fornece x; = 0. Assim, x = e;, 0 i-€simo vetor da base canodnica, e
de fato Ae; = a;. |

Esta formula é de interesse tedrico, mas quase nunca deve ser usada na pratica.

Definicao Posto por Determinante

Se a matriz A possuir uma submatriz & por k com determinante diferente de
Zero, mas nao possuir uma submatriz (k + 1) por (k + 1) com determinante
diferente de zero, entao dizemos que o posto por determinante de A é k. O
posto por determinante de A sera denotado por rankge;(A).

Teorema

Seja A uma matriz. Entao o posto por linha, o posto por coluna e o posto por
determinante de A sao iguais.

rank(A) = rankge; (A) = rank;(A) = rank.(A)

Demonstracdo. Ja demonstramos que o posto por linha e por coluna de A sao
iguais no Teorema 2.5.1 Agora, mostraremos que o posto por da coluna de A é igual
a posto por determinante de A.

EscrevaA =[vy --- w,],0onde Aém porn.Suponha que Atenha uma submatriz
k por k B com determinante diferente de zero. Por uma questao de simplicidade,
assumimos que B é o canto superior esquerdo de A. Suponha que B seja k por k.
Seja m: K™ — K* definido por

ay ay
T =
Am ag
Entdo B = [r(v1) ...|w(vg)]. Como det(B) # 0,B nao é singular, entao
{m(v1), ... ,i(vg)} sao linearmente independentes, e, portanto, {vy, ... , vi}

sao linearmente independente. Mas esse conjunto gera um subespaco dimensio-
nal de k do espaco da coluna de A, portanto A tem umo posto por de coluna de
pelo menos k.

Por outro lado, suponha que A tenha k colunas linearmente independentes. Nova-
mente, por simplicidade, suponha que essas sejam as colunas k mais a esquerda
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de A. Agora {vy, ..., vg} sao linearmente independentes e {ej, ..., e} geram
K™, entao {vy, ... , vk, €1, ... , ey} geram K™ também. Entdo, existe uma
base, B de K™ com {vy, ... , vg} € B C {vy, ... , vk, €1, ... , ey} Escreva
B ={vi, ..., vy, Vgt1, ... , v} € Observe que, para cadai > k+1,v; = e;
para algum j. Forme a matriz B = [vy -+ wr V41 - v, € observe
que det(B’) # 0. Expanda por menores de colunas n,n — 1,..., k + 1 para ob-

ter 0 # det(B’) = +det(B) em que B é sub-matriz k por k de A, entao A tem umo
posto por determinante de pelo menos k.

Definimos o determinante para matrizes. Podemos definir o determinante para
transformacoes lineares T: V. — V, em que V é um espaco vetorial dimensional
limitado.

@ Definicao Determinante de um Operador

Seja T: V — V uma transformacao linear com V um espaco vetorial de di-
mensao finita. O determinante det(T") € definido como det(T") = det ([(T)s])
onde B & uma base de V.

Para verificar que o determinante esta bem definido, precisamos saber que é in-
dependente da escolha de a base, B. Isso segue imediatamente do Teorema de
Mudanca de Base 3.4.1 e da Proposicao 7.3.

Exercicios

Ex. 71 — Calcule o seguinte determinante, onde a; := & _, k:

al al ... DY al
ay az a2 e a2
a2

Gp—-1 Qn-1

ap az -+ (Gn-1 GAp

Ex. 7.2 — Calcule o seguinte determinante n x n, onde a,b € K:

a+b ab 0 - 0
1 a+b ab
Dp(a,b)=| o . . .0
1 a+b ab
0 -0 1 a+b

211/318



Algebra Linear Avancada & Determinantes , Propriedades

Ex. 73— Seja V = V; @ V5, uma soma direta de dois subespacos V; e V,. Sejam
fi € L(V;) para i = 1,2. Defina o endomorfismo f € Hom(V) dado por f(v) =
fi(v1) + f2(ve) onde v = vy + v2 cOM v; € V; para i = 1,2. Prove que det(f) =
det(f1) - det(fa).

Ex. 7.4 — Prove que o determinante da matriz n x n de entradas a;; = 1 — ¢;; €
iguala (n —1)(—1)"%

Ex. 7.5 — [Determinante de Gram] Sejam f,..., fn : X — K funcdes definidas em
um conjunto arbitrario X. Mostre que {f1,..., fn} € LI em F(X,K) se e somente
se existem z1,...,z, € X tais que:

fi(z1)  fa(z1) o falz)

f1(?32) f2(.332) fn(.3?2) 40,

Ex.7.6 — Seja A € M,,(Z) uma matriz com coeficientes inteiros. Mostre que A é
invertivel se e somente se det(A4) = +1 (i.e. se e somente se det(A) & invertivel em
7).

Ex. 7.7 — [Determinante de Vandermonde] Dado um inteiro n > 2 e escalares
ai,...,a, € K denote por:

1 1 1

ai ag G,

2 2 2

Vn(ah-'-aan): aj a3 an
1 -1 _
ay ag ap~*

ao chamado determinante de Vandermonde. Denote também por p € K[z] ao po-
lindmio p = Vyp(a1,. .., an_1, ).

1. Determine deg(p) e suas raizes.
2. Deduza uma expressao de p em funcao de V,—1(a1,...,an—1).

3. Deduza uma expressao explicita para V, (a1, ..., an-1,an).

Ex. 7.8 — [Determinante das multiplicacoes a esquerda e a direita] Dada uma ma-
triz A € M,,(K), denote por
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as multiplicacoes a esquerda e a direita por 4, respectivamente.
1. Verifique que L4 e R4 sao lineares.

2. Mostre que det(L4) = det(R4) = (det A)™. Dica: escolha cuidadosamente
uma base de M, (K).

Ex. 7.9 — [Wronskiano] Dado o conjunto {f1,..., f.} de fungdes no K-ev. F(U, K)
onde U C R é um aberto. Suponha ainda que as fungoes f; sao (n — 1)-vezes dife-
renciaveis, entao para cada z € U, define-se o Wronskiano como sendo a aplicacao
W(f1,..., fn): U — K dada por:

) R falo)
fle) B e fi@)
W(f1, .. fo)@) =] f(2) @) (o)
A7 @ #70@) - V@)

Mostre que se existe z € U tal que W(f1,..., fn)(z) # 0 entdo {f1,..., fa} € LL
Vale a reciproca?

Ex. 710 — Seja V um K-e.v. de dimensao n e V* seu espaco dual.

1. Sejam A e A* duas funcoes determinantes em V e V*, respectivamente.
Mostre que a aplicagao (2n)-linear A*KA, assume 0 mesmo valor em quais-
quer dois sistemas de bases duais, i.e.

* * * * * *
A" RAW, .. vn, 01, Uy) = AT KAWL W W, ., Wh).

2. Duas funcoes determinante A # 0 e A* £ 0 em V e V*, respectivamente,
satisfazendo

A*(v],...,v5) - A(vr, ..., v,) =1 sempre que v (v;) = ;5.

r'n

sao chamadas duais.

Seja A # 0 uma funcao determinante em V. Defina a funcao A*
V*x .- x V* — K como segue:
~—_————

n-vezes

3. Se os vetores vy, ...,v} € V*sao LD entao A*(vf,...,v}) =0.
€ V* sao LI (logo eles formam uma base C de V*)
) onde B = {v1,...,v,} € a base de V

A(v17~~~yU7L

4. Se os vetores vf,..., v
entao A*(vy,...,v5) =
tal que B* = C. Prove que A* é uma funcao determinante em V* e que
as funcoes determinantes A e A* sao duais. Conclua que para cada funcao
determinante nao trivial em V existe exatamente uma funcao determinante
dualem V*.
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5. Sejam A e A* funcoes determinantes duais, mostre que

vi(u)  viuz) - vf(un)

vi(uy) vi(ug) - vi(ug)
A" KAWT, .. U UL,y Uy) = 2(m 2.2 ?

v (ur) vy (u2) vy, (un)
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Capitulo

Estrutura dos Operadores Tineares

O objetivo deste capitulo e dos proximos é entender a estrutura dos operadores
lineares. Boa parte dessa tarefa &€ o de encontrar bases apropriadas nas quais o
operador linear possua uma representacao “simples” ou de outra forma & encon-
trar bases nas quais a imagem geomeétrica da transformacao linear T: V. — W é
mais compreensivel.

Quando os espacos V e W nao estao relacionados, ou seja, podemos escolher
de modo independente uma base para V e uma base para W entao a resposta é
muito simples e é dada pelo Teorema 81. Uma imagem muito mais interessante e
variada € obtida quando W = V e nesse caso queremos escolher a mesma base no
dominio e contradominio. Nesse caso apresentaremos multiplas respostas: forma
de Schur, forma normal de Jordan e forma candnica racional.

Em linguagem matricial, estamos falando em colocar a matriz de T em uma repre-
sentacao matricial mais simples, com a ajuda de uma base apropriada, especial-
mente adaptada a estrutura de T. No primeiro caso, as bases de V e W podem
ser selecionadas independentemente; no segundo caso, estamos falando de uma
base em V o menor grau de liberdade de escolha leva a uma maior complexidade
e variedade de respostas.

Essa forma matricial mais simples é dita forma canonica ou normal de uma matriz.
Uma forma canonica divide as matrizes para as quais esta definidas em conjun-
tos de matrizes, cada uma com o mesma forma candnica e essa matriz da forma
canonica serve como representante.

Equivaléncia de matrizes

No Teorema 3.41 demonstramos que a mudanca de bases é dada por

[T]g ¢ = Mc e [T]g Mg g @ l0go

[Terc = PT)pcQ "

onde P e @ sao matrizes invertiveis. Isso motiva a seguinte definicao.

Neste capitulo:

» Equivaléncia de matri-
zes (p. 215)

» Operadores Similares (p. 218)

» Autovalores e Autoveto-
res (p. 220)

» Teoremas de Schur e
Cayley-Hamilton (p. 229)

» Teorema da Decomposicao
Primaria (p. 234)

» Diagonalizabilidade (p. 237)

Forma Candnica/Normal

Em geral, uma forma candnica espe-
cifica uma representacao Unica para
cada objeto, enquanto uma forma nor-
mal ndo temos a exigéncia de unici-
dade.

Uma forma candnica resolve um pro-
blema de classificagao e nos fornece
ainda mais dados: ela nao apenas clas-
sifica todas as classes, mas fornece um
elemento distinto (candnico) de cada
classe.
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Definicao Matrizes Equivalentes

Duas matrizes A e B sao equivalentes se existirem matrizes inversiveis P e
Q) para as quais
B =PAQ!

Observamos que B é equivalente a A se e somente se B puder ser obtido de 4
por uma série de operacoes elementares de linha e coluna. Executar as operagoes
da linha é equivalente a multiplicar a matriz A a esquerda por P e executar as
operagoes da coluna é equivalente a multiplicar A a direita por Q1.

De acordo com o Teorema 3.41, se A e B sao matrizes que representam T em
relacao a possiveis bases ordenadas diferentes, entao A e B sao equivalentes. A
reciproca disso também vale.

Teorema

Sejam V e W espacos vetoriais com dim (V) = n e dim (W) = m. Entao as
matrizes A e B € M,,,,(K) sao equivalentes se, e somente se, represen-
tam a mesma transformacao linear ' € Hom(V, W), mas possivelmente em
relacao a diferentes bases ordenadas.

Demonstracdo. Se A e B representam T, isto &, se

A=[Tlgc e B=[lpc

para bases ordenadas B,C,B’ e C’, entdo A e B sdo equivalentes. Agora, suponha
que A e B sejam equivalentes, digamos

B =PAQ!

onde P e @Qsao invertiveis. Suponhatambém que A represente uma transformacao
linear T € Hom(V, W) para algumas bases ordenadas B e C, ou seja,

A=[Tlgc

O Teorema 3.2 implica que existe uma Unica base ordenada B’ para V para a qual
@ = Mpgg e uma Unica base ordenada C' por W para a qual P = Mc . Conse-
quentemente

B = Mcc([TlscMp g = [Tle ¢

Portanto, B também representa T'. Por simetria, vemos que A e B representam o
mesmo conjunto de transformacgdes lineares. Isso completa a demonstracao. W

Vamos provar agora que toda matriz & equivalente a exatamente uma matriz da

forma de bloco

I Ok,n—k

Ty = k kEn—k
Om—kk Om—tn—k
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@ Teorema da Forma Normal Zero-Um

Seja T:'V — W uma transformacao linear de espacos dimensionais de di-
mensao finita. Entao:

1| Existe uma decomposicao direta V. = Vp & Vi, W = W1 & W tal que
kerT = Vi e T induz um isomorfismo de V;, em W;.

Existem bases em V e W tais que a matriz de T nessas bases tem a
forma (ai;), onde a;; = 1 paral < i < r e a;; = 0 para os valores
restantes de i, j.

Seja A € M, »,(K) . Entao, existem matrizes quadradas nao singulares
B e My m(K) e C e M, ,(K)eum nimero r < min(m,n) tal que a
matriz BAC tenha o formato descrito no item anterior. O nimero T &
Unico e igual ao posto de A.

Demonstracao.

1]

]

Defina Vy = ker T e faca V3 um complemento direto de V4. Em seguida, defina
W1 = imT e faca Wy um complemento direto de Wi. Precisamos apenas
verificar se T' determina um isomorfismo de V; a W;.

A aplicacao T : V; — Wi é injetiva, porque o nicleo de T, ou seja, Vj, inter-
cepta V; apenas na origem. E sobrejetiva, porque se v = vy + v, € V,vy €
Vo,v1 € V4, entao T'(v) = T'(vy).

Faremos r = escolhere-
mos a base {eq, ..

formam um base de V; e os vetores restantes formam uma base de V,. Além

dim V; = dim W e
. €r, €ry1, ..., €,} de V, onde os primeiros vetores r
disso, os vetores e, = T'(e;), 1 < i < r formam uma base de W; = imT.
Estendemos esse conjunto de modo a obter uma base de W com os vetores

{er 1, ... e, }. Obviamente

T(eh sy €py €4, (RN en):(ellv <oy €ry 07 aO)

E dessa forma nas bases B = {e} e B' = {e}
I, 0
0 0

Com base na matriz A4, construimos uma transformacao linear T' do espaco

[TW&B'—-[

de coordenadas K™ — K™ com essa matriz e depois aplicamos a assercao
acima. Nas novas bases, a matriz de T tera o formato necessario e sera
expressa em termos de A no formato BAC, onde B e C sao as matrizes de
mudanca de base. Por fim, rank A = rank BAC' = rankT = dim im 7. 1SS0
completa a prova.

Conjunto completo de invarian-
tes

Um conjunto completo de invariantes
para um problema de classificacao é
uma colecao de mapas de invariantes

fZX—>Yl

onde X é a colecao de objetos sendo
classificados, a menos da relagao de
equivaléncia e Y; sao os conjuntos

de invariantes, de modo que z ~ z’
se e somente se fi(xz) = fi(z') para
todos os i. Ou seja, dois objetos sao
equivalentes se e somente se todos o0s
invariantes forem iguais
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Portanto, o conjunto dessas matrizes € um conjunto de formas candnicas pela re-
lacao de equivaléncia. Além disso, o posto € uma invariante completo para equiva-
[éncia. Em outras palavras, duas matrizes sao equivalentes se e somente se tiverem
0 mesmo posto.

Operadores Similares

Quando um operador linear T € Hom(V) é representado em diferentes bases
temos que:
[T)g = P[T]eP™"

onde P é uma matriz invertivel. Isso motiva a seguinte definicao.

@ Definicao Operadores Semelhantes

Dois operadores lineares T, .S € Hom(V') sao semelhantes, denotados
por T ~ S, se existir um automorfismo P € Hom(V') para os quais

S =PTP !

Suas matrizes A e B sao semelhantes, indicadas por A ~ B, se existir
uma matriz inversivel P para a qual

B=PAP!

As classes de equivaléncia associadas a similaridade sao chamadas classes
de similaridade

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Entao, dois operadores lineares T
e Sem V sao semelhantes se, e somente se, houver uma matriz A € M,, ,,(K)
que represente os dois operadores, mas com relacao a bases ordenadas
possivelmente diferentes.

Demonstracdo. Se T e S forem representados por A € M,, ,,(K), ou seja, se
[Tle = A= [Slc
para bases ordenadas B = {b;} e C = {¢;},
[S]c = [Ts = Mc[T]cM,
Se P:V — V for definido por P(¢;) = b;, entao

[Plc = Mpc

Similaridade

As classes de similaridade nao sao
todas iguais. Alguns sao triviais, consis-
tindo em um @nico ponto: por exemplo,
se A=0o0u A=Al temos

PAP ' =ASIS ' =)XSS 1=xI=4

para todas as matrizes invertiveis P.
Dessa forma a classe de similaridade
[A] consiste no dnico ponto A. Em
particular,

(0] = {0}, 1] = {1} e [-1] = {—1}.

Ressaltamos que em geral as classes
podem ser conjuntos bem mais compli-
cados.

9)(©

Figura 81 .
As classes de si-

milaridade em M,, ,,(K) par-
ticionam o espago daa matri-
zes em subconjuntos disjun-
tos [A]. Algumas classes sao
pontos, por exemplo [—I],[I] e
[0]. Algumas classes sao hiper-
superficies complicadas em
M (K) = K. Uma classe
de similaridade pode ter varias
componentes conexas.
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e entao
[Slc = [P ' [T]c[Plc = [P~'TP]c

e logo S e T sao semelhantes. Por outro lado, suponha que T e S sejam semelhan-
tes, digamos
S=PTP!

onde P & um automorfismo de V. Suponha também que T seja representado pela
matriz A € M,, »(K), ou seja,

Segue que
A =[T)g = Mg [SlsMg ¢ = [S]c

e entdo Atambém representa S. Por simetria, vemos que T e S sao representados
pelo mesmo conjunto de matrizes.Isso completa a prova. |

@ Teorema

eja V um espaco vetorial de dimensao n. Entao, duas matrizes A e B €
Mn,n(K) sao semelhantes se, e somente se, representam o0 mesmo opera-
dor linear T' € Hom(V'), mas possivelmente em relacao a diferentes bases
ordenadas.

Demonstragdo. Deixaremos a demonstracao do teorema como exercicio.

Dedicaremos muito esforco no que se segue a encontrar uma forma candnica de
similaridade.

Exercicios

Ex. 81— Se A e M,, ,,(K) prove que

1. A matriz A comuta com todas as matrizes M,, ,,(K) se e somente se A =1,
um maltiplo escalar se a matriz identidade para algum A € K.

2. A matriz A comuta com todas as matrizes invertiveis
GL(n,K) = {A : det(A) # 0}

se e somente se A comuta com todas as matrizes M,, ,,(K).
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Dica: Lembre-se das matrizes E;; sao uma base para o espago das matrizes.
Esei # jentdao I+E;; é invertivel (verifique que (I—E;;) € a inversa), e
comuta com A. Logo, E;; comuta com A; deixamos vocé descobrir o que
fazer quando ¢ = j. Finalmente se A comuta com todos os vetores de base
E;;, ela obviamente comuta com todas as matrizes em M,, ,,(K).

Isso mostra que uma classe de similaridade [A] em M,, ,,(K) consiste em
um Unico ponto se e somente se A = X1
Ex. 8.2 — Quando identificamos M» »(R) = R* através do isomorfismo linear

¢(A) = (a117 ai2, a1, a22)7
entao a classe de similaridade [A] da matriz
1 1
0 1

é a superficie bidimensional em R*, cuja descricao na forma paramétrica, é a ima-
gem do um mapa polinomial ¢ : R? — Mz o(R), &

1—st 52
A(s,t) =
[AGs, ) { [ —t2 14st

|s,t € Re(s,t)# (0,0)}

Ex. 8.3 — Mostre que a classe de similaridade da matriz

it

nao contem nenhuma matriz diagonal. Prove que em nenhuma base B = f,, f, 0
operador [Tn|gs € diagonal.

Autovalores e Autovetores

Um caso particular extremamente importante de espaco invariante ocorre quando
um subespaco invariante possui dimensao 1, isto & quando W é T-invariante e
dim W = 1. Nesse caso temos que W é gerado por um vetorw € W, comw # 0, e
claramente existe A tal que
T(w) = Mw (81)
Autovalores e Autovetores

Um vetor w ndo nulo que satisfaz a Equacao 8.1 é dito autovetor de T. Nesse caso ~ Um autovetor de uma transformacao
como T'(v) = Av entao (T — AI)(v) = 0 e consequentemente v € ker (T'— A1) e linear & um Vem,rfj'fereme de zero
que muda no maximo por um fator
escalar quando essa transformacao
linear é aplicada a ele. O autovalor
correspondente é o fator pelo qual o

autovetor & multiplicado.

claramente vale a reciproca.
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Definicao Autovalor e Autovetor

Sejam T: V — V uma transformacgao lineare A e K.

Se ker (T — AT) # {0}, A € dito autovalor de T

Nesse caso, qualquer » nao nulo em ker (T' — AI) é dito autovetor de
T.

O subespaco ker (T'— A1) de V é denominado autoespago de 7.

Nesse caso, dizemos que A, v e ker (T'— A1) estao associados.

O conjunto de todos os autovalores de T com as respectivas multiplicidades é
denominado espectro de T' e denotado por specT.

Exemplos 8.
SejaT : V — V que é a multiplicacdo por um escalar Tv = Av. Neste caso
todo vetor ndo nulo em V é um autovetor associado ao autovalor .

Reflexdo no plano zy. A reflexao no plano xy é a transformacdo R,, que na
base canénica é representada pela matriz:

0
0
-1

o O =
o = O

Nesse caso spec R,,, = {1,—1}. Os autovetores associados ao 1 sao e;,e; e
associado ao —1 temos o autovetor es.

Uma rotacdo em R? pelo angulo 6 denotada Ry € a transformacdo que na
base candnica é representada pela matriz

cosf —senf
Ry =
senf  cos6

Para determinar os autovalores que queremos encontrar \,z,y € R tais que
cosf —senf| |z Y
senf)  cosf Y Ay

xcos(f) + AM(—x) —ysen(d) =0 zsen(d) +ycos(d) + A(—y) =0

Simplificando obtemos

Elevando as duas equacoes ao quadrado e somando obtemos que é neces-
sario que (22 +y?) (a* — 2acos(d) + 1) = 0. Para que essa equagdo de se-
gundo grau tenha solucgoes reais é necessario que o discriminante seja posi-
tivo: A = 4cos?(f) —4 > 0. Eassim 0 = 0ou @ = m. Se § = 0 entdo Ry = 1
ese Se = mentdo Ry = — 1. No primeiro caso temos um Gnico autovalor 1
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e no segundo um Gnico autovalor —1. Em ambos 0s casos todos os vetores
ndo nulos de R? sdo autovetores.

Se # # 0,7 entdo Ry ndo possui nem autovalores nem autovetores.

Se T numa base B = {wy,...v,} possui representacdo matricial por uma
matriz diagonal com os valores na diagonal principal distintos, isto é:

A1
[T]s = com A # \j sei # j.
An

Entdo Aq,... A\, sdo autovalores com autovetores associados {vy,...v,} res-
pectivamente.

Seja C*°[a,b] 0 espaco vetorial das fungoes suaves em [a,b]. Seja D
C*[a,b] — C*[a,b] 0 operador derivacdo. Entdo a funcdo f(x) € um au-
tovetor se satisfizer

Df(x) = M(z) — f(x) = Ce ™.
No caso particular em que X\ = 0 a funcao f é constante.

Seja C*[a,b] 0 espaco vetorial das funcdes suaves em [a,b]. Seja I
C*la,b] — C*[a,b] 0 operador integracao I(f)(z) = [ f(u)du. Entdo a fun-
¢do f(x) é um autovetor se satisfizer [ f(u)du = f(z), Como f é continua, o
Teorema Fundamental do Calculo implica que,

flx) = Af'(=)

cujas solugdes sao dadas por f(x) = Cex com C € R. Logo todo A € R é
autovetor com autovalores associados f(x) = Cex para C € R

Definicao Autoespaco Generalizado

Seja T: V — V uma transformacao linear e A € K seja um autovalor de T.

O autoespaco generalizado de T associado a A, denotado ES°, € 0 su-
bespaco de V definido como

B = {v|(T — A)¥(v) = 0 para algum k € N}.

Se v for um vetor diferente de zero nesse autoespaco generalizado,
entao v é dito autovetor generalizado associado ao autovalor A.

Para cada um desses vetores v, 0 menor nimero inteiro positivo k para
o qual (T — AT)*(v) = 0 & dito o indice de v.
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Exemplo 10. Sejam A1,..., A, elementos distintos de Ke A € M, ,(K) a

matriz diagonal
A1
A2

An

Para cadai=1,... n,\; € um autovalor de A com autoespaco unidimensio-
nal Ey, com base {e;}.

Seja A um elemento de K e A € M,, ,(K)

com entradas X na diagonal e 1 imediatamente acima da diagonal e 0 em

qualquer outra entrada. Para cada k = 1, ..., n,e; € um autovetor generali-
zado do indice k, e o autoespago generalizado EX é k-dimensional com base
{elv ey ek}'

<

Para uma transformacao linear T' e um autovalor A de T,

O um autovetor generalizado de indice 1 & um autovetor
O E, denotara o autoespaco Ey = ker (T' — A1).

O Para um ndmero inteiro positivo k, E¥ denotara o subespago E¥ = ker (T —
AD)".

O Temos que Ef C EZ C--- e que a uniao desses subespagos é E5°:

EY =|JE}

Exemplos 11. Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja V = K[z], 0 espaco
de todos os polinémios com coeficientes em K. Seja D: V — V 0 operador
diferenciagdo, D(p(x)) = p’(z). Entdo D tem um Unico autovalor 0 e o autoes-
paco correspondente Eq é 1-dimensional consistindo nos polindbmios cons-
tantes. De maneira mais geral, EY é k-dimensional, consistindo em todos os
polinémios de grau no maximo k — 1.

Seja V = K|z] o espaco de todos os polindmios com coeficientes em um
corpo de caracteristica 0 e seja T: V. — V definida por T(p(x)) = zp'(z).
Entdo, os autovalores de T sdo os nlmeros inteiros ndo negativos e, para
todo nGmero inteiro ndo negativo m, o autoespaco E,, é unidimensional com
base {z™}.
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Seja V o espaco das funcoes C*(R), e seja D : V — V o operador de
diferenciagdo, D(f(z)) = f'(x). Para qualquer numero real A\, E é unidi-
mensional com base f(z) = e**. Além disso, E} é k-dimensional com base

{er) zero, ..., aF~lere)

Seja V.= (K¥)g esejalL : V — V o shift para a esquerda. Entdo
L tem um d{nico autovalor A = 0 e o autoespaco Ey é unidimensional,
Ey = {(a1, a2, ...) € V]a; = 0 por i > 1}. De maneira mais geral,
Et = {(a1, a2, ...) € V]a; = 0 parai > k}, entdo dimE¥ = k para
cada k e, finalmente, V = E§°. Por outro lado, R: V' — V ndo possui nenhum

autovalor.

Seja V.= K* e seja L: V — V o shift para a esquerda. Entao, para qual-
quer A € K, E, é unidimensional com base {(1,A,A\2,...,}. Entdo E¥ é k-
dimensional para cada A € K e todo numero inteiro positivo k. Por outro
lado, R : V — V ndo possui nenhum autovalor.

@ Definicao Polindomio Caracteristico
Seja A € M,, ,(K). O polindmio caracteristico c4(z) de A € o polindmio

ca(x) = det(zl — A).

Pelas propriedades do determinante, fica claro que c4(z) € um polindmio monico
de grau n.

@ Lema

Sejam A e B matrizes semelhantes. Entao ca(z) = cp(x).

Demonstracdo. Se B = PAP~!, entdo cg(x) = det(zI — B) = det(z] — PAP™ ') =
det(P(zI — A)P~') = det(zI — A) = ca(x) |

@ Definicao Polindmio Caracteristico

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitae T : V' — V uma transforma-
cao linear. Seja B uma base de V e seja A = [T']g. O polindmio caracteristico
cr(x) € o polindmio

cr(x) = ca(x) = det(zl — A) .
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Pelo Lema 8.3, cp(z) esta bem definido, i.e., independe da escolha da base, B de
V.

@ Teorema

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V — V seja uma transfor-
macao linear. Entao XA € um autovalor de T' se e somente se A for uma raiz
do polindmio caracteristico ¢ (z), ou seja, se e somente se ¢y (A) = 0.

Demonstracdo. Seja B uma base de V e faga A = [Tg. Entao, por definicao, A € um
autovalor de T' se e somente se houver um vetor diferente de zero v em ker (T'— A1),
ou seja, se e somente se (A—AI)u = 0 para algum vetor diferente de zero w em K"
(onde u = [v]g). Este é 0 caso se e somente se A—\I for singular, que é o caso se e
somente se det(A—AI) = 0. Mas det(A—AI) = (—1)" det(A—T1A),onde n = dim (V),
entao esse € 0 caso se e somente se ¢p(A) = ca(A) = det(A — TA) = 0. |

Definimos ca(z) = det(zI — A) e esta é a definicao correta, pois queremos que
ca(z) seja um polindmio monico . Na verdade, na tarefa de encontrar auto-espagos,
geralmente & mais conveniente trabalhar com A — AT em vez de AT — A.

@ Teorema

Sejam A, B € M,, ,(K) duas matrizes semelhantes, ou seja,
A= P 'BP.

Entao

A e B possuem os mesmos autovalores \;

Os espacos ker (A —\; 1)/ e ker (B — \; 1)/ possuem a mesma dimensao
para todo j € N e todo autovalor A;.

Para o restante desta se¢ao, assumimos que V é finito dimensional.

@ Definicao Multiplicidade
Sejam TV — V e A um autovalor de T.

O A multiplicidade algébrica de \, algmult()), € a multiplicidade de A
como raiz do polindmio caracteristico cr(x).

O A multiplicidade geométrica de A, geomult()\), € a dimensado do autoes-
paco associado Ey = ker (T — A 1).
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Quando nao qualificado, usaremos multiplicidade para significar multiplicidade
algébrica, como é o padrao na literatura.

Proposicao

Sejam T: V. — V e X seja um autovalor de T. Entao 1 <geomult(\) <
algmult(\).

Demonstragdo. Por definicao, se A € um autovalor de T, existe um autovetor v
(diferente de zero), portanto, 1 < dim (E}).

Suponha que dim (E)) = d e seja B; = {v1, ..., vq} uma base para E,. Estende-
remos B, para uma base, B={vy, ... , v,} de V. Entao
= | M B|_
B lo | 7

uma matriz de bloco com o bloco superior esquerdo de tamanho d x d. Entao
el -\ —-B | [ (x—NI -B

0 Il —D
er(z) = det(axl — A) = det((x — A\)I) det(xI — D)

[xl —Tlg=al — A=
- 0 xl —D

] logo

= (z — A\)¥det(z] — D)
e, portanto, d < algmult(A). |

@ Corolario

Sejam TV — V e XA um autovalor de 7' com algmult(\) = 1. Entao
geomult(\) = 1.

E importante observar que a existéncia de autovalores e autovetores depende do
corpo K, como veremos no proximo exemplo.

Exemplo 20. Para qualquer niimero racional diferente de zero t, seja A; a matriz
0 1
t 0

t 0
Af_[ ]_tl.
0 t

Seja A um autovalor de A; com o autovetor associado v. Entdo, por um lado,

At:

dessa forma temos:

AF(v) = Al(Ai(v)) = A(Av) = M (v) = Mo,

mas por outro lado,
AZ(v) = tI(v) = tw,

entdo \2 = t.
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Suponha t = 1. Entdo A2 = 1,\ = #1, e temos o autovalor A = 1 com
1

o autovetor associado v = ) ] e o autovalor A = —1 com o autovetor

. 1
associado v = [ . ] .

Suponha t = 2. Se considerarmos A definido como Q, ndo havera A € Q com
A2 =2 portanto A tem sem autovalores. Se considerarmos A definido como

- . 1
R, A = +v/2 e X\ = /2 serdo um autovalor com o autovetor associado l y ]
- . 1
e A\ = —/2 sdo um autovalor com o autovetor associado /2
<

Agora, apresentamos o polindmio minimal .

Acao dos Polinomios em Hom(V, V)

Podemos interpretar cada polinémio p(z) = Y1, a;2* € K[z] como uma funcao
de Hom(V, V) em Hom(V, V') definida como:
p(T) : Hom(V,V) — Hom(V, V)
T — Z?:O aiTi

sendo T° = T o operador identidade e T™ a composta iterada n vezes de
T.

@ Definicao

Dizemos que um polindmio p(z) anula uma transformacao 7" se p(7') = 0.

@ Lema

Se V' é um espago vetorial de dimensaon e T € Hom(V, V') entao existe um
polindmio g(z) € K[z] tal que ¢g(T") = 0.

Demonstracao. Seja C = {I, T, T2,...T”2}. Como dim Hom(V,V) = n?, temos
que C é um conjunto linearmente dependente, logo existem a; € K tais que

aol+a, T+ -+ a, T =0

Logo g(z) = >_i,a;z* € um polindmio que anula T'. [ |
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@ Corolario

Qualquer operador linear T : V. — V sobre um corpo algebricamente fe-
chado possui um autovetor.

Demonstracdo. Como ¢(T)v = 0. Fatorando esse polindmio temos que (T —
A1) - (T — Ap)v = 0. Segue que ker (T — \;) € ndo trivial para algum 3. |

0 aniquilador de T € o conjunto de todos os polindmios que anulam T*

Ann(T) = {p(=) | p(T) = 0}

Ann(T) é um ideal de K[z]. O lema anterior prova que esse ideal & nao trivial. Como
K[z] € um dominio de ideais principais, temos que existe um Unico polindmio
monico m(z) tal que:

Ann(T) = (m(x)) = {a(x)m(z) com a(x) € K[z]}

@ Definicao Polindmio Minimal

0 gerador m(x) do ideal Ann(T") é dito polindmio minimal de T

@ Lema

Sejam A e B matrizes semelhantes. Entao m(x) = mg(x).

Demonstracdo. Se B = PAP~! e p(x) for qualquer polinémio com p(A) = 0, entao
p(B) = Pp(A)P~* = POP~! =0 e vice-versa. n

@ Definicao Polindmio Minimal

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e 7. V — V seja uma trans-
formacao linear. Seja B qualquer base de V e seja A = [T]g. O polindmio
minimal de T" é o polindmio my(z) definido por mr(z) = ma(z).
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Teoremas de Schur e

Cayley-Hamilton

Nesta secao, provamos alguns resultados estruturais basicos, mas importantes, so-
bre uma transformacao linear, obtendo informacoes sobre auto-espagos generali-
zados, decomposicoes diretas de soma e a relacao entre os polindmios caracteristi-
cos e minimais. Como aplicacao, derivamos o famoso teorema de Cayley-Hamilton.

Embora provemos resultados muito mais fortes posteriormente, o resultado a se-
guir é tao facil que faremos uma pausa para obté-lo aqui.

Definicao Triangularizavel

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V' — V seja uma transfor-
macao linear.

T é triangularizavel superior se houver uma base, B de V na qual a
matriz A = [T]g € triangular superior, i.e, A(i,j) = 0 para todos os
i> 7.

T é triangularizavel estritamente superior se houver uma base, B de

V na qual a matriz A = [T|g € triangular estritamente superior, i.e.,
A(i,7) = 0 para todos 0s i > j.

X X X X X X X X X
X X X X X
X X X X (8.2)
O X X 0O X
X

Definicao

Dizemos que um mapa linear T' € Hom(V, V') estabiliza a bandeira de subes-
pacos se T'(V;) C V; para todos 0s ¢ com 0 < 7 < n. Dizemos que T estabiliza
estritamente a bandeira se T(V;) C V;_; para todos 0s i com 0 <4 < n.

Proposicao

Suponha T' € Hom(V,V) e B = {vy,...v,} base de V. Entao sao equivalen-
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tes:
A matriz de T na base B é triangular superior; (estritamente superior)
Tv, € (v1,...,v;) para todo k = 1,...n (T(vy) = 0, T, €
(v1,...,v5_1) paratodo k =2,...n;)
[T]p € (estritamente) triangular superior se T' (estritamente) estabiliza
a bandeira dos subespacos associados a B.
Demonstracdo. Exercicio [ |

Teorema de Schur

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo KeT:V — V
uma transformacao linear. Entao T é triangularizavel se, e somente se, 0 seu
polinémio caracteristico er(x) for um produto de fatores lineares.

Em particular, se K for fechado algebricamente, entao todo operador linear
T:V — V é triangularizavel.

Demonstracgdo. Indugao sobre a imagem

Faremos a demonstracao por indugao sobre dim (V). A afirmacao é clara se
dim (V) = 1.

Para o caso geral, seja um autovetor v € V e um autovalor X associado, e defina
U :=im(T — \I).

Entdao U é um subespaco invariante de V com dim (U) < dim (V). Pela hipo-

tese de inducao, existe uma base {uy,...,u,,} de U tal que T, é represen-
tado por uma matriz triangular superior. Estenda esse conjunto a uma base
{u1,..., tm,v1,...,v,} de V.

Entao

Tvp = (T — Mo + Mg, € (w1, ..., Um,v1,...,v;)) para todo k,
Logo a matriz de T' com relagao a essa base é triangular superior. |

Demonstracdo. Indugao e quociente

Se [T]g = A € uma matriz triangular superior com entradas diagonais dy, ..., d,
e cr(z) = ca(z) = det(xl — A) = (x — dy) -+ (z — dy) € um produto de fatores
lineares.

Provamos a reciproca por indugao em n = dim (V). Seja er(z) = (x—dy) - - - (x—dy,).
Entdo di € um autovalor de T'; escolha um autovetor v, e seja V; o subespaco de
V gerado por vy. Definimos V = V/Vi. Entdao T induzz T : V. — V com cp(x) =
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(x — d2) -+ (z — dy). Por inducdo, V tem uma base B = {vs, ... , U,} com Tz
triangular superior. Escolhemos v; € V com w(v;) = 7; pori = 2,..., n e fazemos

B: {’Ula ’U27 et Un}-
Observe que T(v;) = Ty + V4.

Entao
d C

[T]g = o D

para uma matriz C' € M1 ,_1(K). Independentemente do que C seja, essa matriz
é triangular superior. |

@ Proposicao

Seja v um autovetor de T'com o autovalor associado A e seja p(x) € K[z] um
polindmio. Entao p(T)(v) = p(A)v. Assim, se p(A) # 0, entao p(T)(v) # 0.

Demonstracdo. Observamos inicialmente que podemos fatorar qualquer polino-
mio p(z) € K[z] em termos de z — X:

p(z) = an(@ —N)" +an_1(x—N"" - +a(r— N+ ap.

Substituindo = A, vemos que ag = p(\).

Se v for um autovetor de T' com o autovalor associado ),

p(T)(v) = (an(T =AD" + -+ + a1 (T = A1) + p(A)I)(v)
=p(NI(v) = p(A\)v

como todos os termos, exceto o Gltimo se anulam. [ |

Exercicios

Ex. 8.4 — Suponha que W seja um subespaco de V invariante sob uma transforma-
cdo linear T : V. — V. Prove que T induz uma aplicacdo linear T : V/W — V/W
dada por T(v + W) = T(v) + W. Prove que o polindbmio minimo de T divide o
polindmio minimo de T.

Teorema de Cayley-Hamilton

@ Teorema de Cayley-Hamilton

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja T : V. — V uma trans-
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formacao linear. Entao
CT(T) =0.

Para demonstrarmos o teorema de Cayley-Hamilton usaremos a seguinte identi-
dade envolvendo a matriz A e sua matriz de cofatores. Seja A € M,, ,,(K) com
n > 2 entao:

A(cof A)t = (det A)1

Demonstragdo. Sejam A a matriz de T e p(x) o polindmio caracteristico de A:

pa(z) =ag+ a1z + -+ ap_12" " + aza”

seja B(x) = (b;;(x)) a matriz adjunta de A — z1, ou seja a transposta da matriz de
cofatores. Como b;;(x) sao os cofatores da matriz A — z I eles sao polindmio em z
de grau menor igual que n — 1. Assim

bij(z) = bijo + bijyx + -+ by, 2"t
Seja By, = (b; ;,,)Para k =0,1,...,n — 1. Entao temos que
B(z)=By+Biz+ -+ B,_12"!
Pela igualdade
(A—zD[adj(A —zI)] = [adj(A — 2z D)](A — zI) = det(A — 2 I)1
temos que (A — zI)B(z) = [det(A — 2 T)]1. Assim
(A—aD)[By+ Biz+ -+ B 12" = (a0 + a1+ + ap_12"* + a,2™)1

Expandindo o lado esquerdo desta equacao e igualando as poténcias de mesmo
grau, temos que

—Bn,1 = anl, ABn,1 — Bn,Q = an,117 .. .,ABl — B() = (14117 ABO = aol.

Multiplicando as equacdes matriciais acima por A", A"~ ... A, I, respectiva-
mente, temos

7Aan_1 = anA”, Aan_l — Anian_Q = an_lAnfl

,...,AgBl —ABO :alA, ABQZCLQI

Somando as equagoes matriciais acima temos que p4(A) = 0.

@ Corolario

Sejam V um espaco de dimensao finita e T € Hom(V, V). Entao o polindmio
minimal mr(z) divide o polinémio caracteristico cp(z).
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@ Teorema

Sejam V um espaco de dimensao n e T € Hom(V, V). Entao o polindmio
caracteristico pr(z) divide a n poténcia do polindmio minimal: (mz(x))™.

Demonstragdo. Para ver isso, fixe uma base de V' e seja M a matriz de T nessa
base. Nesse contexto, pr = det(x I —M).

d
Escreva mg = > axpx®. Entdo
k=0
mr(z1) = mp(z1) — mep(M) (83)
d
= Zak(ku—Mk) (8.4)
= Zak(mkI—Mk) (8.5)
k=1
d k-1
= (@1-M)Y ap Yy aP?MF 1P (8.6)
k=1 p=0
= (z1-M)B (8.7)
d k-1
Onde B:= Y a; Y aPMF-1-P,
k=1 p=0

Em seguida, calculamos o determinante dessas matrizes: m/. mi det(I) =
det(mp(z1)) = det((z1-M)B) = det(xI—M)det(B) = prdet(B), e o resultado
segue. |

@ Corolario

SejaT:V — V uma transformacao linear cujo polindomio caracteristico cp(z)
seja um produto de fatores lineares. Entao mr(x) e cp(z) tém 0s mesmos
fatores lineares.

@ Definicao Autoespaco Generalizado Associado ao Polino-
mio

Sejam V um espago vetorial de dimensao finitae T': V' — V uma transfor-

macao linear. Seja pr € K[t] o polinébmio caracteristico de T Se

pr(t) = pL(®)]* ... [p; (1))
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é a decomposicao de pr em fatores irredutiveis, com p; # pi para i # k.
Definimos, o autoespacgo generalizado associado ao polindbmio p; como o
conjunto de todos os vetores v € V' para 0s quais existe um inteiro positivo
k tal que

(pi(T))*v = 0.

Se V for de dimensao finita a cadeia
0 C ker (p;(T))" C ker (pi(T))? C -+ -ker (pi(T))" - -

estabiliza. Seja d; o menor inteiro positivo com a propriedade que ker (p;(T))% =
ker (p;(T))%*1. O inteiro positivo d; € dito o indice de p;(T).

Teorema da Decomposicao Prima-

ria
Se p(x) e q(z) sao polindmios coprimos tais que p(T)q(T) = 0,entao V = ker p(T)&®
ker ¢(T).

Proposicao

Sejam p,q € K[z] coprimos e 0 # T € Hom(V). Sejam N,, N, e N,, 0S
nucleos das operadores p(T), q(T) e p(T)q(T), respectivamente. Entao

Npg = Np ® Ny (8.8)

Demonstracdo. Pela Identidade de Bézout 1.4.2 existem polindmios a, b € K[z] tais
que bg + ap = 1, temos que

W(T)q(T) + a(T)p(T) = 1.

Se v € Ny, entao b(T)q(T)v € N,. De fato, aplicando p(T') a esse vetor, temos
p(T)o(T)q(T)v = b(T)p(T)q(T)v = 0. Da mesma forma temos a(T)p(T)v € Ny, se
v € Npg. Como b(T)g(T)v + a(T)p(T)v = v, mostramos que v = v, + vy, COM
v, € Np,ev, € Ny

Para mostrar que essa decomposi¢ao € unica, suponhamos que v = v, + v, =

/! / = o 1 1
vy, +v,. Mas entao w := v, — v, = v, — v, pertence, simultaneamente, a N, e N,.

Aplicando b(T)q(T) + a(T)p(T) = I em w, temos
b(T)g(T)w + a(T)p(T)w = w.

Mas b(T)q(T)w = 0 = a(T)p(T)w, de modo que w = 0, 0 que implica v = v}, e
v, = vy, mostrando a unicidade da decomposigao.
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Corolario

Seja 0 # T € Hom(V). Se p1,pa, ..., pr € K[z], sao coprimos, se N,,, denota
o nucleo de p;(T) € Np, .., 0 nucleo de py(T)...px(T), entao

Np,..pr. = Np, @ -+ @ Np,.

@ Teorema Decomposicao Primaria

SejaT : V — V uma aplicacao linear e mr(z) € K[z] seu polindmio minimal

mr(z) = [p1()] ¥ - [p; ()] Y.

Entao
VW& - oW,

onde W; = ker (p;(T))%, sdo subespacos T-invariantes e o polindmio mini-
mal de Ty, & pi(z))%.

Demonstracdo. Como
my(T) = 0 e como os polindmios my(z) = [p1(z)]%,...,m;(x) = [p;j(x)]% sao
coprimos, podemos aplicar o corolario 8.5 e concluir que

V =Ny, = Wi @ @ W, (8.9)

Como W; = ker (p;(T))%, temos que o polindmio minimal de Ty, é da forma

pi(z))" com r; < d;. Se r; < d; entdo [py(z)]% - [pi(2)]" - [pj(x)]% seria um
polindmio de menor grau que anula T, contradizendo a minimalidade de mr(x).
|

Como corolario temos

Teorema Decomposicao em Auto-espacos Generalizados

Suponha que o polindomio caracteristico de T se fatore como produto de
termos lineares sobre K e sejam Aq,...,\,, 0S autovalores distintos de T
Entao

V= EXTD).
j=1




Algebra Linear Avancada & Estrutura dos Operadores Lineares, Teorema da Decomposicdo Primaria

Exemplo 41. O operador T associado a matriz na base canénica B

-4 5 7 —4

-3 4 4 =2
[T]p =

-3 3 5 -2

111 1

tem polindmio caracteristico pr(x) = (x—2)?(x—1)? e logo os autovalores sGo 2, 1.
O auto espaco generalizado ker (T —21)% = {[z,y, z,w] |w = —x+2y, z = y}. E logo
{[1,0,0,—1],[1,1,1,1] éuma base de ker (T—21)2. Por outro lado temos dois autove-
tores {[2,0,2,1],[1,1,0,0]} associados ao autovalor 1. E assim {[2,0,2,1],[1,1,0,0]}
é uma base de ker (T —1). Podemos assim concluir também que o polindbmio mini-
mal é mr(z) = (z — 2)%(z — 1). Seja a base

e= (61, €2, €3, 64) = ([L 0,0, 7”7 [L 1,1, 1]a [Qa 0,2, 1]a []-a 1, 070])
E facil ver que

Te, =e1 — ey
TEQ =e] + 362
T63 = €3

T64 =€y

E assim o operador T nessa base é

Essa é uma decomposicdo em blocos associada a Decomposicdo Primaria. Essa
decomposicdao nao é unica e dependendo da escolha dos vetores nas bases dos
auto-espacos generalizados podemos simplificar os blocos. E o que faremos no
proximo capitulo com a Forma de Jordan. <

Exemplo 42. Seja V o espaco de todas as funcoes infinitamente diferenciaveis e
considere o operador linear

E[f]2 (D" +a,_ D" '+ +a1D+ap)f
onde D é a diferenciacdo. Associado temos a equacdo diferencial
(D" +ap, D" '+ +a1D+ag)f =0

com coeficientes constantes (complexos). Resolver a equacgdo é determinar o ni-
cleo de E(f), que denotaremos por V.

A partir da teoria das equagoes diferenciais, temos que V é de dimensao finita com
dim V' = n. Considere o polinémio

m=z"+an_12" '+ -+ a1z + ag.
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Em C, esse polinémio fatora como
m=(x—A)"(x—X)? - (x— )™

Entdo o polindmio minimal de E é m. Pelo Corolario 8.5, V se decompde como
soma direta dos espacos de solucao V; das equacgdes diferenciais

Vi={v|(D—-N\I)"fv=0}.

Agora, as solugoes de (D — A1) f = 0 podem ser determinadas usando o fato de
que, por um simples argumento indutivo,

(D= AI)"f=eMD(e M) .

Portanto, f é uma solucdo se e somente se D" (e~ f) = 0, que é 0 caso se e
somente se e~ f é um polinémio de grau no maximo r — 1. Uma base para o
espaco de solucdo de (D — AI)"f = 0 é entdo {eM, teMt, ..., t"~LeM}). <

Ex. 8.5 — Seja {7} : 4 € I} um subconjunto de Hom(V) onde V € um e.v. de dimen-
sao finita sobre um corpo algebricamente fechado K. Suponha que T;T; = T,;T;
paratodoi,j € I. Mostre que V pode ser escrito como soma direta de autoespacos
generalizados comuns a todos 0s T;,i € 1.

Ex. 8.6 — Considere o operador T : R® — R3 cuja matriz na base candnica é

6 -3 -2
4 -1 =2
10 =5 -3

Ache a decomposicao primaria de R® e encontre bases para cada um desses su-
bespacos T-invariantes.

Diagonalizabilidade

Antes de continuarmos com nossa analise de transformacoes lineares gerais, con-
sideramos um caso particular, mas muito Gtil.

Definicao Diagonalizavel

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V. — V seja uma
transformacao linear. Entao T é diagonalizavel se existir uma base B
de V onde [T]g € uma matriz diagonal.

237/318



Algebra Linear Avancada & Estrutura dos Operadores Lineares, Diagonalizabilidade

Uma matriz A € M,, ,,(K) é diagonalizavel se T4 : K" — K" & diago-
nalizavel.

Ou seja, a matriz A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal.

Proposicao

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V' — V seja uma transfor-
macao linear. Entao T é diagonalizavel se e somente se V possuir uma base,
B consistindo de autovetores de 7.

Demonstracdo. Seja B = {vy, ... , v,} uma base e seja D = [T]g uma matriz
diagonal com entradas diagonais p1, .. ., . Para cada ¢,

[T(vi)lg = [T]g[vi]e = Du; = piwi = pi[vilg,
entdo T'(v;) = pv; € v; € um autovetor.

Por outro lado, se B = {v1, ... , v,} € uma base de autovetores, entao T'(v;) =
wi;v; para cada 4, e assim

[Tle = [[T(v1)ls [T(v2)ls - [T(va)]s]
= [[mvils [povals -+ [unvnls]
= [mer psex - pne,] =

€ uma matriz diagonal.

@ Teorema

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V — V uma transforma-
¢ao linear. Se er(z) nao se dividir em um produto de fatores lineares sobre
K, entao T nao sera diagonalizavel. Se c¢r(z) se dividir em um produto de
fatores lineares (o que & sempre o caso se K for algebricamente fechado), o
seguinte sera equivalente:

T é diagonalizavel.
mq(z) se fatora em um produto de termos lineares distintos.

Se Ai,..., Ay Sa0 0s autovalores distintos de T', entao

V=E\®  -@FE,,.

m

A soma das multiplicidades geométricas dos autovalores é igual a di-
mensao de V.
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Para cada autovalor A de T, geomult(A) = algmult(A).

Para cada autovalor A de T, E\ = EY° (ou seja, todo autovetor genera-
lizado de T é um autovetor de 7).

Demonstracao. implica

Suponha que T é diagonalizavel. Isso significa que tem uma base de autovetores,
cujos autovalores sao Aq,..., \x, e é facil calcular que

(x—=A1) - (x—Ag)
€ um polindmio aniquilador para T. E portanto, este € o polindbmio minimal.
implica
Se myp(x) se fatora em um produto de termos lineares distintos entao a composta

T—Xp 1 T—Ap—11 T—XM1
\%4

1% \%
€ 0. Logo
dim (V) = dimker (T'— A I)o---o (T — AI)) (810)
< dimker (T — M\ 1) + - +dimker (T — A\ 1) (811)
= dim (ker (T = MI) @ - @ ker (T — A\ 1)) (812)

onde a desigualdade vem da Proposicao 3.3, e a segunda igualdade é justificada
pelo fato de que a soma dos auto-espacos é uma soma direta. Portanto, a soma
dos auto-espagos tem a mesma dimensao que V, ou seja, essa soma éV e T é
diagonalizavel.

implica
A Equacao 812 implicaque V=FE), &---® E, .
implica

SeV=EFE,®  -®E\,,
T; a restricao de T'a E,,. Entao B € uma base para V e

seja B, uma base para E, efacaB=B, U---UB,,. Seja

Ay
[T]e = - =4

uma matriz diagonal de bloco com A; = [T;],. Mas, neste caso, A; é a matriz \; I
(um maltiplo escalar da matriz identidade).

se e somente se
Por definicao.
se e somente se

Suponha que cp(z) = (x — p1) -+ (x — py,). Os escalares pq, . .., p, podem nao ser
todos distintos, por isso 0s agrupamos. Sejam Aq, ..., A, 0s autovalores distintos
l0go cr(z) = (x — A1)™ ... (z — Ap)™ para nimeros inteiros positivos r1, . .., 7.
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Sejan = dim (V). Claramente, r; € a multiplicidade algébricade \; e ry+-+-+1, =
n. Seja f; a multiplicidade geométrica de ;. Entao, pela Proposicao 8.3, sabemos
que 1 < f; <r;, portanto, f1 +--- + fn = n Se e somente se f; = r; para cada i,

entao| 4| el e|sao equivalentes.
se e somente se

Pelo Teorema 85, V = E;’j ®---D E;";, entao V. =E,, @ - @ E), se e somente
se E\, = EY° para cada i, entao e sao equivalentes.

Corolario

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V' — V uma transformagao
linear. Suponha que er(x) = (z — A1) -+ - (x — A,) seja um produto de fatores
lineares distintos. Entao 7' é diagonalizavel.

Demonstracdo. pelo Corolario 8.3, algmult();) = 1 implica geomult();) = 1 tam-
bem. [ ]

td [ ]
Exercicios
Ex. 8.7 — Seja A € M,,(K)
1. Mostre que P4 € um polinémio monico de grau n.

2. Prove ainda que Py(z) = 2™ — tr(A)z" ! 4+ --- + (—=1)" det(A).

Ex. 8.8 — Decida se o operador linear T : K® — K" é diagonalizavel. Em caso
positivo, calcule uma base de autovetores e a sua forma diagonal.

2
1. [T]Sz( i)cosz(C

B —4
2. Tg = comK =R
B 4
6 —3 —2
3. M= 4 -1 —2 | comK=R,C
10 -5 -3

Ex. 8.9 — Prove que
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1. Se Ap,...,\, S30 autovalores de T entao A¥,... AF sdo os autovalores de
Tk,

2. Seja V um e.. sobre um corpo K algebricamente fechadoesejaT :V — V

um operador linear. Prove que « € um autovalor de p(T) se e somente se
a = p(A) para algum X autovalor de T.

Ex. 810 — Prove que o polindmio caracteristico da transposta de um operador T
coincide com o polindmio caracteristico de T'.

Ex.811— Seja T : V. — V um operador linear. Mostre que se dim Im(7T") = m,
entao 7' tem no maximo m + 1 autovalores.

Ex. 812 — Sejam T,S : V — V operadores lineares. Suponha que v &€ autovetor
de T e de S associado aos autovalores \;, Ap de T e S, respectivamente. Ache um
autovetor e um autovalor de:

1. aS+ BT ondea,feR

2. SoT

Ex. 813 —

1. Mostre que se B,M € M,(K) com M invertivel, entdo (M~ 'BM)" =
(M~'B"M) paratodon € N.

2. Calcule A", n e Nonde A = ( 24 )

3 13
0 7 -6
3.S¢jad=| -1 4 0 € M;(C). Dado n € N determine B € M3(C) tal
0o 2 =2
que B"=A
2 0 -2
Ex. 814 — Seja A = 1 1 -2 calcule A2920. Agora seja B =
3 0 =3
3 -1 -1
-1 2 0 consegue calcular B202°7? Dica: Pela divisao euclideana de z*
3 -2 0

por Pg temos que z* = Pg(x)qr(z) + ri(z) onde ri, = 0 ou deg(ry) < deg(Pp).
Encontre ry.
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Ex. 815 — Seja T : Ry[z] — Ro[x] tal que

1 0 0
me=1o0 o 1
0 -1 0

onde B = {12% —1 1z} e C = {22, 2,1}. Mostre que T é diagonalizavel.

Ex. 816 — Em F(R,R) considere as funcoes fi(x) = e?**sen(x), fo(z) = €2* cos(z)
e f3(z) = e**, 0 subespago S = (f1, fa, f3) € 0 operador linear D : S — S definido
por D(f) = f'. Determine:

1. Amatrizde D em relagao a base B = {1, fo, fs} de S.

2. Os autovalores de D e as fungoes de S que sao autovetores de D.

EX.817 — SejaT :V — V (dimV < oo) um operador diagonalizavel cujos autova-
lores tém multiplicidade algébrica 1.

1. Prove que qualquer operador G : V — V tal que GT = TG pode ser repre-
sentado como um polindmio em 7.

2. Prove que a dimensdo do espaco vetorial formado por tais operadores (ope-
radores que comutam com T') é igual a dimensao de V.

Ex. 8148 — Sejam S,T : V — V operadores diagonalizaveis que comutam. Entao
eles sao simultaneamente diagonalizaveis, i.e. existe uma base B de V tal que B
consiste em autovetores de S e de T.

Ex. 819 — Sejam V um K-ev. de dimV < co e T : V — V um operador linear.
Suponha que T comuta com todo operador diagonalizavel. Prove que T & um mal-
tiplo escalar da identidade.

Ex. 8.20 — Sejam € R e A a matriz dada por

1+4m 14+m 1
A= -m  -m -1

m m—1 0

1. Encontre os autovalores de A.
2. Para que valores de m a matriz A é diagonalizavel?

3. Determine, de acordo com os diferentes valores de m, o polindmio minimal
de A.
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Ex. 8.21 — Fixemos um vetor ndo nulo a € R? e defina a aplicagdo T : R® — R?
por T'(v) = a x v (produto vetorial).

1. Prove que T é uma transformacao linear.

2. Determine os autovalores e autovetores de T.

Ex. 8.22 — Considere uma matriz real simétrica A de ordem 3 com determinante
igual a 6. Suponha que u = (4,8,—1) e v = (1,0, 4) sejam autovetores desta matriz
associados aos autovalores 1 e 2, respectivamente. Decida se as seguintes afirma-
¢oes sao verdadeiras ou falsas:

1. Os autovalores de A sao apenas 1 e 2.
2. O produto vetorial u x v é autovetor de A.
3. O vetor (5,8, 3) é autovetor de A.

4. A pode nao ser diagonalizavel.

Ex. 8.23 — Prove que se T : V. — V & um operador linear, entao ker T, Im(7T)
sao subespacos T-invariantes. Se A for um autovalor de T' entao Autr(\) € um
subespaco T-invariante.

Ex. 8.24 — Prove que a soma e a interseccao de subespacos T-invariantes é T-
invariante.

Ex. 8.25 — Prove que se um operador 7' € Hom(V) com dimV < oo € um iso-
morfismo entdo 7 e T—! possuem 0s mesmos subespacos invariantes. Vale em
dimensao infinita?

Ex. 8.26 — Mostre que se todo subespaco de V for T-invariante entao T = A1 para
algum X € K.

Ex. 8.27 — Mostre que W C V é um subespaco invariante para T' € Hom(V) se e
so6 se WO é Tt-invariante.

Ex. 8.28 — Sejam T,G : V — V operadores que comutam. Mostre que ker T, Im(T")
e Autp () sao G-invariantes.

Ex. 829 — SejamV umK-ev.dedimV =n,T : V — V um operador linear, W C V
um subespaco T-invariante. Mostre que prpy,, | Pr e mpy,, | mr. Dica: lembre que
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se A € M,(K) e diagonal por blocos
. ( B C ) |
0 D

] B* C
onde B € My(K) e D € M, _;(K), entao A™ = ( I )

Ex. 8.30 — Sejam T : V — V um operador linear, W C V um subespaco. Entao W é
p(T)-invariante para todo polindmio p € K[z] se e somente se W for T-invariante.

Ex. 8.31— Sejaw : V — V um operador projecdo nao trivial (i.e, ™ # Ogom(v) €
7 # Iy) mostre que m, = 2% — x.

Ex. 8.32 — Seja V um C-espago vetorial. Se o polindmio caracteristico de uma
transformacao linear T : V.— V é 22 — z — 1, entdo é correto afirmar que:

1. T'nao é necessariamente inversivel.

2. Téinversivele Tt =T+ 1.

3. Nao existe T com tal polindmio caracteristico.
4 T éinversivele T=1 =T —I.

5. T é inversivel, mas nenhuma das formulas para a inversa de T nos outros
itens é valida.

Ex. 8.33 — Seja T € Hom(V).

1. Mostre que T : V — V & um operador linear nao injetor se e somente se 0
€ um autovalor de T.

2. Mostre que T é inversivel se e somente se o termo independente de seu
polindmio minimal é nao-nulo.

3. Nestas circunstancias, 7= € um polindmio em T, i.e,, existe p(z) € K[z] tal
que T=1 =p(T).

Ex. 8.34 — Seja A uma matriz complexa tal que A* = I para algum inteiro k. Prove
que A é diagonalizavel.

Ex. 8.35 — Prove que uma matriz n x n sobre C que satisfaz A> = A pode ser
diagonalizada.
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Ex. 8.36 — Encontre todas as possibilidades para o polindmio minimal de um ope-
rador T : R®> — R® com polindmio caracteristico Pp dado. E possivel concluir que
algum deles é necessariamente diagonalizavel?

1. pr(z) = (x — 3)3(z —2)?
2. pr(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)(z - 5)

3. pr(z)=(x—1)" m>1

Ex. 8.37 — Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K algebricamente fechado
esejaT : V — V um operador. Prove que T é nilpotente se e somente se todos
0s seus autovalores forem iguais a zero.

Ex. 8.38 — Seja V um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechadoe Aq,..., A, €
K os autovalores de T e g(z) = (z — A1) - - - (x — A,-). Mostre que ¢(T') € nilpotente.
Qual o indice de nilpoténcia?

Ex. 8.39 — Dado T, G operadores lineares num espaco n-dimensional sobre um
corpo de caracteristica zero. Assuma que T" = 0, dimker T’ = 1e que GT-TG = T.
Prove que os autovalores de G sao da forma a,a — 1, — 2,...,a — (n — 1) para
algum a € K.

Ex. 8.40 — SejaV umK-ev.dedimV <ooeT :V — V um operador linear. Entao
T =T, @ T, (de forma (nica) onde Ty é nilpotente e T, & um isomorfismo.

Ex. 8.41 — SejaT : KN — KN dada por T'(zy, 9, ...) = (0,21, 22,...). Mostre que T
nao se escreve como soma direta de um operador nilpotente com um isomorfismo.

Ex. 8.42 — Seja T : K™ — K™ um operador com polindmio caracteristico pr(z) =
(x — A)™. Mostre que o operador 7" = A1d —T & nilpotente.

Exemplo 47. Seja V um K-e.v. de dimensado finitae T : V — V um operador linear.
Se dim im(7T") = 1 mostre que ou T é diagonalizavel ou T é nilpotente. <

Ex. 8.43 — Se V é um C-ev. de dimensao finitae T : V. — V & um operador linear
mostre que T"*! = T se e somente se T?" = T™ e T diagonalizavel.

Ex. 8.44 — Para V espaco vetorial real de dimensao finita, uma involucao em V é
um operador linear ¢ : V. — V tal que »? = I. Dado um operador linearT:V — V
, sejam

Fix(T)={zeV:Tx)=2} e AT)={zeV:T(z)=—x}

chamados subespaco de pontos fixos de T e subespaco antipodal de T, respecti-
vamente. Decida se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:
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1. Se p € uma involugao, entao det(p) = 1.

N

Se 1, 2 50 involugoes entao Fix(p; o ¢a) = ker (o1 — ¢2).
3. Se X é autovalor de uma involucao, entao A = #1.
4. Se 1,2 SA0 involucoes, entao o1 o o € também uma involucao.

5. Se ¢ € uma involucao, entao A(p) = im(I—yp).

Ex. 8.45 — [Densidade de Gl,(C) e uma aplicagao] O objetivo desse exercicio é
mostrar que para quaisquer n,m € N — {0} e quaisquer matrizes A € M, xm(C)
e B € M,,x,(C) os polindmios caracteristicos Pap e Pg4 satisfazem a seguinte
relacao:

(=1)™a™ - Pap(z) = (—1)"a" - Ppa(x).

Em particular, para matrizes quadradas A e B temos que Pap(z) = Pga(z). Tam-
bém, segue que, a menos de A = 0, AB e BA tém 0s mesmos autovalores, com a
mesma multiplicidade.

1. Mostre que o resultado vale para 4 invertivel ( e logo n = m).

N

Mostre que Gl,(C) e denso em M,,(C) com sua topologia usual.

3. Deduza que o resultado é valido para n = m com A nao necessariamente
invertivel.

E

Deduza que o resultado é valido para quaisquer n,m € N — {0}.

5. O resultado é valido se considerarmos os polindmios minimais map €
mBAde AB e BA?

w\/_
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Capitulo

forma Normal de Jordan

Neste capitulo e no préoximo discutimos as duas formas candnicas mais importan-

. . . Neste capitulo:
tes para operadores lineares e matrizes quadradas associadas, a forma normal

de Jordan, particularmente interessante para corpos algebricamente fechados e )
» Operadores Nilpotentes (p.

R, e a forma candnica racional. Essas formas candnicas capturam profundamente 247)

a estrutura de uma transformacao linear e desempenham papeéis importantes em » Forma Normal de Jor-
muitas areas. Alguns desses exemplos serao apresentados no final do capitulo. dan (p. 255)

» Calculo da Forma de

A forma normal de Jordan em geral exige que todos os autovalores da matriz A €
Jordan (p. 256)

M., »(K) estejam no corpo K, o que ocorre o corpo é algebricamente fechado
’ ) i - » Forma de Jordan Real (p. 262)

(por exemplo, C) ou que pode ser contornado através da complexificacdo quando

o corpo é R. Nas outras situacoes a forma candnica racional é usada (por exemplo,

para Q ou Z,).

Passaremos agora a uma descricao da enunciado do Teorema da Forma Normal
de Jordan.

Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita
tal que o polindmio caracteristico do operador se decompoe em fatores lineares
sobre K (o que sempre ocorre se K é algebricamente fechado). Mostraremos que
existe uma base B de V, na qual [T']g € uma matriz na forma normal de Jordan :

Jtl()\l) 0 0 A

0 Jiy (A 0 1 A

SR com S =

0 0 U A O W LA

onde Jy(\) é um bloco de Jordan para algumt e Ne A € K.

A base no qual o operador esta na forma de Jordan & denominada base de Jor-
dan. A demonstracao do Teorema de Jordan é envolvente e assim comegaremos
discutindo o caso para operadores nilpotentes.

Operadores Nilpotentes
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@ Definicao Nilpotente

Um operador linear T : V — V é dito

nilpotente se 7% = 0 para algum k € N

unipotente se T'= I + N com N nilpotente.

Obviamente, T' € unipotente se e somente se T — I € nilpotente. Matrizes nilpoten-
tes e unipotentes 4 € M,, ,,(K) sao definidas de maneira analoga.

Exemplo 2. Seja A =

1 em Mo »(K). Esta € uma matriz nilpotente e, em

qualquer corpo, a Gnica raiz de seu polindmio caracteristico pa(A) = det(A—\I) =
A2 é \ = 0. Existe um autovetor ndo trivial e; = (1,0), correspondente ao autovalor
A = 0. 0s multiplos escalares de ey sGo 0s Uinicos autovetores de A, e portanto, ndo
existe uma base de autovetores e assim a matriz A nao pode ser diagonalizada,
independentemente do corpo K. N

De modo geral, os operadores nilpotentes nao podem ser diagonalizados, a menos
que sejam o operador nulo. Qualquer analise de formas normais deve examinar
esses operadores em detalhes e & o que faremos nessa secao.

@ Proposicao

Seja V um espaco vetorial sobre K. Se T' : V — V for nilpotente entao
pr(A) = det(T — AI) = (—1)"A\" onde n = dimV e assim A = 0 é o Unico
autovalor e 0 autoespago associadoa A =0 é ker T..

Como consequéncia direta do Teorema de Schur temos:

@ Proposicao

Dado T um operador nilpotente entao existe uma base na qual a matriz de
T é triangular estritamente superior.

Decomposicao de Fitting Se TV — V for um operador linear em um espago

vetorial finito dimensional, definimos K; = ker (T%) e R; = im(7T") para i € N.

Esses espacos formam duas cadeias de espagos vetoriais
{0}CKI1CKyC---CK; C Ky C--- (92)
VORI DRy D+ DR, DRi1 2D+, (9.2)

e se dim (V) < oo, pelo Teorema 2.6 cada uma dessas cadeias se estabiliza em
algum momento, digamos com K, = K41 =--- € Ry = Rgy1 = --- parainteiros r
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e s. Defato, se r € o menorindicetal que K, = K41 = ---,asequéncia de imagens
também deve se estabilizar no mesmo indice pois dimV = dim K; + dim R; em
cada etapa.

Com isso em mente, definimos

O a imagem estavel de T: Ry = ﬂ Ri=R. =Rpp1="+-
i=1

O o nicleo estavel de T: Koo = | J Ki = K, = Kpyy = -+
=1

Teorema Decomposicao de Fitting

Sejam V um espaco de dimensao finitae T : V — V. Entao V se decompoe
de maneira (nica como soma direta V = R @ K satisfazendo

0s espacos R, K sao T-invariantes;
Ty € um operador linear nilpotente em K;

T € um operador linear bijetivo em R.

E portanto, todo operador linear T em um espaco finito dimensional V, sobre
qualquer corpo, tem uma decomposicao como soma direta

T=(Tlg)® (TIk)

com Tk nilpotente e T'| € bijetivo em R.

Demonstracdo. Escolhemos R = Ry € K = K.

Afirmamos que T € nilpotente em K, e T é invertivel em R... De fato, é facil ver
que T(Rs) = Rs, 0 que implica que T é invertivel em R,. Também temos que
Ko, =ker (T") para algum r > 1 e, portanto, T & nilpotente em K.

Afirmamos que V = K., ® R. E direto que K., N Ry, = {0}. Portanto, basta

mostrar que todo v € V pode ser decomposto como k +r comk € K, er € Re..
Sem perda de generalidade, podemos assumir que K, = ker (T") € R, = T"V.

Como im(7?") = im(T"), temos T"(v) = T?"(w) para algum w € V. Logo T" (v —
T (w)) = T"(v) — T?"(w) = 0. Entdo definimos

kE=v—-T"(w) € K r:=T"(w) € R
e temos a decomposicao desejada de v.

Finalmente, mostramos que a decomposicao V = K., & R € Unica. Suponha
V = A@® B com T nilpotente em A e invertivel em B. Entdo A C ker (T*) para
algum nGmero inteiro positivo k e B C im(T*) para todo nimero inteiro positivo
k. Assim,

ACKy e BC Ra.
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Por consideracoes de dimensao, devemos ter A = Ko, € B = Ro..

@ Definicao Indice de Nilpoténcia

Seja T : V — V nilpotente, o indice de nilpoténcia, denotado por degT, € 0
menor expoente r tal que 7" = 0.

Se V é um espaco vetorial de dimensao finita entao esse expoente existe porque

a cadeia
{0} CKiCKyC---CK; CK;y1 C---

se estabilizaem K, = V.

@ Lema

Se, para algum vetor v € V e algum inteiro m, tivermos:
T v £0mas T"v =0

entdo o conjunto {v,Tw,...,T™ v} é linearmente independente.

Demonstracdo. A demonstragao sera deixada como exercicio. |

Uma transformacao linear T' € Hom(V') € dita ciclica se houver um vetor v € V de
modo que {v,Tw,...,T" v} é uma base de V. Nesse caso diremos que v & um
vetor ciclico para T e que 0 espaco V é ciclico para T ou T-ciclico. Se v € um vetor
ciclico para T, diremos que a base correspondente {v, Tv,...,T" v} &€ uma base
ciclica para V.

@ Proposicao

Se V é um espaco vetorial finito dimensional e T' € um operador nilpotente
com indice de nilpoténcia igual a dimensao de V, entao T é ciclico.

Demonstracdo. Sejan = dim V. Nesse caso como o indice de nilpoténcia é n existe
vtalque T" 1w # 0. Logo pelo Lema o conjunto {v, T, ..., T" v} é linearmente
independente e por argumento de dimensao é base de V. [ |
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Exemplo 9. O operador linear associado a matriz é nilpotente de indice de nilpo-

téncia 4
-2 6 -5 6
-2 4 -1 2
0 2 —4 4
0 -3 2

O vetor e; = [1,0,0,0] ¢ ker T. Logo o conjunto
B=(e1,Te;,T?e;,T3e;) = ([1,0,0,0],[-2,—2,0,1],[-2, —2,0,0], [-8, —4, —4, —2])

é uma base de V e nessa base

[T]g =

o O = O
S = O O
_ o O O
o O o O

Por outro lado se escolhermos a base na ordem reversa
B, = (T%e1,T%e;,Tey, e1) = ([-8, -4, —4,—2],[-2,-2,0,0],[-2, —2,0,1],[1,0,0,0])

temos que

o
o O O O
o O O
S O = O
S = O O

<

O que se pode dizer de T se for nilpotente com indice de nilpoténcia for menor
que a dimensao de V?

Operadores nilpotentes e vetores ciclicos Comecaremos caracterizando as bases
de Jordan.

@ Proposicao

Dado T € Hom(V, V) com T nilpotente entao sao equivalentes:

] (wd, e ug s ud, o ud Lo L uf ) @ uma base de Jordan para
s

5 L 1 H I _ 9

Tu); = uj,, onde interpretamos u; = 0 se j > k;.

Existem {u1,...,u,,} tal que:

k k km
{u, Tuy,..., T uy,ug,...,Tus, ..., Uy, ..., T "Wy}
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é base de Jordan para 7.

Demonstracdo. A demonstracao sera deixada como exercicio. |

Uma representacao diagramatica da base de Jordan é

uy
Tu1 U2
T2 uy TUQ Um

} J J

Tk u Tk u ce Thm Um

@ Teorema Decomposicao Ciclica para Operadores Nilpoten-
tes

Todo operador T nilpotente agindo num espaco vetorial finito dimensional
possui uma base de Jordan ). Nessa base a matriz de T' & uma combinacao
de blocos da forma

comay > --->ap>1lear+---+ap,=n.

Se denotarmos por n; 0 numero de blocos de Jordan J;(0) de ordem i que
aparecem em [T7;, entao

n; = 2dimker 7% — dimker 7"~ ! — dim ker T%*.

Além disso, tal representacao de 7' como uma matriz diagonal de blocos com
blocos Jordan € (nica a menos de permutacao dos blocos.

Demonstracdo. Faremos a demonstracao por inducao sobre dim V. Como T é nil-
potente, dim im7T < dim7T. Se imT = 0, T = 0 e o resultado é trivial, por isso,
podemos assumir que im 7" # 0.

Por inducao, existem uy,...,u; € imT, de modo que
—1 —1
{ur,Tuy, ..., T" uy, ..., up, T, ..., T Tug}

€ uma base de Jordan para 7.
Paral <i < k escolhav; € V tal que u; = Tv;,.

Claramente
<T“1*1u1, e ,T“’Fluk> CkerT.
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Estenderemos essa base a uma base de ker T', adicionando w, ..., w;.

Afirmamos que os vetores
{vi,Tvy,...,T"vq,...,05, TV, ..., T™vp, wy,...,w;}

formam uma base para V.

A independéncia linear pode ser verificada facilmente. Suponha que exista uma
combinacao linear nao trivial dos vetores dando 0

m  a; 1
ZZaijTj’vi +Zwk =0
k=1

i=1 j=1
aplicando T teremos que os coeficientes dos vetores:

m a;—1

Z Z ai;T'u; =0

i=1 j=1
e como esses vetores sdao linearmente independentes, temos que a;j—o Se
i < a;. Logo a combinagao inicial se reduz a uma combinacao dos vetores
T4y, ..., T%v,, wy,...,w;. Mas esses vetores formam uma base para o nicleo
de T, logo os coeficientes desses vetores também sao nulos. E assim temos que
sao linearmente independentes.

Para mostrar que este vetores geram V, usamos um argumento dimensional. Sa-
bemos que dimkerT = k + 1 e dimimT = aj + ... + ag. Por isso dim7T =
(ar+1)+ ...+ (ar + 1) +1,que € o nUmero de vetores acima.

Portanto, construimos uma base para V naqualT : V — V esta na forma normal
de Jordan.

Tabela 91
Grath Base de Jordan para V. Em vermelho a base de Jordan para im 7.

Para calcular a formula para n;, observe a maneira como escrevemos a base )
como um diagrama bidimensional. Cada bloco de Jordan em [T, corresponde a
uma coluna de vetores nessa matriz.

Os vetores nas Gltimas & linhas correspondem a uma base de ker T%. Assim o nG-
mero de vetores na k-ésima linha é dimker 7% — dimker 7%=, E na k + 1-ésima
linha & dim ker 7%+ — dim ker T*. A diferenca desses dois nimeros é exatamente
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o nimero de colunas de altura exatamente k.
n; = dimker TF — dimker TF 1 — (dim ker TF+1 _ dim ker Tk) (9.3)

= 2dimker T* — dim ker T*~! — dim ker T**+! (9.4)

Observe que os nimeros n; nao dependem da base especifica. Portanto, a repre-
sentacao do bloco Jordan de T € nica a menos de uma permutacao dos blocos.

Exemplo 12. O operador linear associado a matriz € nilpotente com indice de nil-
poténcia 2

Os vetores {e1, ez} ={[1,0,0,0],[0,1,0,0]} ndo estdo em kerT. Logo o conjunto
C=(e1,Te1,es,Tey) =([1,0,0,0],[—4,0,0,4],[0,1,0,0],[6,2,2, —1])

é uma base de V e nessa base

0 0 0 0
1 000
T =
Tle=14 00 0
00 10
As matrizes de mudanca de base sao
1 -4 0 6 10 -5 1
0 0 1 2 oo L 1
Mc,p = Mg .c = 8 4
2700 0 0 2 BE7 001 -1 o0
0 4 0 -1 00 5 0
E assim
[T]e = Mp—c[T]s Mc—p
0000 10 -2 1 -4 6 4 —4 1 -4 0 6
1oo0oo0f| (00 § 3 0 2 -2 0 0 0 1 2
0 0 0 0 01 -1 0 0 2 -2 0 0 0 0 2
0010 00 3 0 4 -1 -9 4 0 4 0 -1
E o diagrama representando esse operador é:
[ ] [ ]
i i
<
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Forma Normal de Jordan

Antes de demonstrarmos o Teorema da Forma Normal de Jordan observamos que
para T € Hom(V, V') sao equivalentes:

(ui,...,up,ui, ..., uf ..., ul,...u ) éuma base de Jordan para T;

Existem \; € K tal que Tul = \jul +ul |, onde ul = 0se j > k.

Teorema Forma Normal de Jordan

SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao
finita tal que o polindmio caracteristico do operador se decompde em fatores
lineares sobre K. Entao:

Existe uma base de Jordan para T, isto é existe uma base de V na qual
a matriz de T esta na forma normal de Jordan, i.e, existe uma matriz
mudanca de base M tal que a matriz do operador na base original A
pode ser reduzida a forma de Jordan

M™TAM = J

Se denotarmos por n; o nimero de blocos de Jordan J;(\) de ordem ¢
que aparecem em [T7;, entao

n; = 2dimker (T — \)* — dimker (T — \)*~! — dim ker (T — \)***.
A matriz J é Unica, a menos de permutacao dos blocos de Jordan.
Demonstragdo. Seja T : V — V um operador linear. Pelo Teorema da Decomposi-

cao em Auto-espacos Generalizados (8.5) existem E5° auto espacos generalizados
associados a T' de modo que

Restrito a cada EY,a transformacao T'— \; I é nilpotente e assim pelo Teorema da

Decomposicao Ciclica para Operadores Nilpotentes existe uma base B = (62);
e blocos de Jordan J;, (0) comk =1,...,r, de modo que a matrizde T'— \; 1 nessa
base é:

I (0) Tpe (M)
[T—X\I1p= eassim [T]g =
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Seja | {e)},. a base de V obtida pela concatenacdo das bases de V().
Ai€specT

Nessa base a matrizde T é;
Jti\l ()\1)

Jti‘ll ()\1)

Jam (Am)

T (Am)

™ m J

O que termina a parte de existéncia demonstracao do teorema de Jordan.
Unicidade da forma de Jordan

Seja B uma base de Jordan do operador T. Nessa base os elemento diagonais da
matriz [T']g sao os autovalores X desse operador. Fixemos um autovalor A e sejam
os blocos correspondentes a esse autovalor e denote por Jy 0 subespaco gerado.
Isto &, Jy € 0 espaco gerado pelos vetores u; €B tais que Tuj = A u; +uj 1.

Como (J,.(A) — AI)" =0, temos Jy C EY°.

Como V' = @J,, pela definicao da base da Jordan e V' = @ES°(T) Teorema da
Decomposicao em Auto-espagos Generalizados temos que dim Jy, = dim E3°(7)
ey, = E;’f(T). Portanto, a soma das dimensoes dos blocos do Jordan, correspon-
dentes a cada autovalor \;,, € independente da escolha da base de Jordan e, além
disso, 0 espago gerado pelos subconjuntos correspondentes da base Jy, sao inde-
pendentes da base. Portanto, € suficiente verificar a unicidade para o caso ES°(T)
ou sem perda de generalidade para Eg°(T). O que ja fizemos.

Corolario

Todo operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita sobre um
corpo K algebricamente fechado possui uma forma de Jordan.

Calculo da Forma de Jordan

Dividiremos o processo de obtencao da forma de Jordan de um operador em duas
etapas:

Primeiramente calcularemos os diagramas de Jordan para cada autovalor
obtendo assim a matriz de Jordan desse operador;

Finalmente calcularemos a base na qual o operador é descrito por essa ma-
triz.

256/318



Algebra Linear Avancada & Forma Normal de Jordan, Calculo da Forma de Jordan

Calculo dos Diagramas de Jordan Dado um autovalor A de T, e o seu diagrama
de Jordan. Observe que a linha inferior desse diagrama consiste numa base para
ker (T — A1) e assim o nimero de vetores na linha inferior & dimker (T" — AI). De
modo analogo temos que as duas linhas inferiores formam uma base para ker (7T—
A1)% e assim sucessivamente.

Logo para determinarmos esse diagrama é suficiente calcularmos:

dim ker (T—AT), dim ker (T—A1)?—dim ker (T—A1), dim ker (T—A1)®—dim ker (T—A1)?,....

Cada um desses nimeros nos fornece quantos vetores aparecem em cada linha
do diagrama.

Calculo da Matriz Mudanca de Base Para calcularmos a matriz mudanca de base
é suficiente resolvermos a equacao linear:

AM = MJ.

0 sistema pode ser indeterminado, mas nesse caso qualquer solucao do sistema
linear acima servira.

Exemplo 15. Determine a forma de Jordan de

(SIS

N OO

O polinémio caracteristico de A é (x — 2)3e assim seu Gnico autovalor é 2. Logo

-1 =
A-2.-1= 2
3

N =
N[
o o O

Assim dimker (A—2-1) = 2. Como (A—2-1)? = 0. Temos que dimker (A—2-1)% = 3.
Logo o diagrama associado a essa matriz é:

[ ) [ )
E assim sua forma de Jordan é
2
1 2
2

1 -1 0 a b ¢ a b ¢ 2 10
2 3 0 d e fl=]|d e f 020
3.3 2 g h i g h i 0 0 2
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E assim
e
P a4 —b— - =
a 5 0 a 5 0
3d

Resolvendo o sistema obtemos

1 -1 0 -1 0
2 3 0|=]| 2 2
33 2 31

-1

2
1

Exemplo 16. Ache a forma de Jordan para

Nesse caso o polindmio caracteristico é: (x — 3)%(xz — 2)% e assim seus autovalores

sdo: 3, 2.

Temos que dimker (B — 3I) = 2 e dimker (B — 31)> =2 e que

dimker (B — 2I) = 1, dimker (B — 2I)? = 2 e dimker (B — 2I)® = 3

Logo o diagrama de Jordan é

E assim a forma de Jordan é:

SO O O = N

Exemplo 17.

oe<——0<—eo

S O = N O

S O =

S O o

S O N O O

—_ O =

7075:0 2a+d=0 2b—d+e=0

O W o O O

S O N O O

3
204 f=0 3a+-=0 3+

w o o o O

S N = O O

= R N o )

N = = OO

—9g=0 3c+-—=-=0
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y Nesse caso (z — 2)5, logo 2 é autovalor. Também temos que: dim ker (C' — 21) = 3
e dimker (C' —2I)? =5 e logo o diagrama para C é

e<——eo
e<——eo

2 2 2

e consequentemente a forma de Jordan de C é:

o O O = N
o O O N O
S = N O O
S N O O O
N O O O O

Exemplo 18. Suponha A € Mg ¢(R) com polinémio minimal
(x —1)*(x +1)?

Encontre todas as formas normais de Jordan possiveis e ndo semelhantes para A.

Nenhum dos blocos de Jordan pode ter tamanho maior que 3 porque correspon-
deria a um fator (z £ 1)°“™3s no polinémio minimal. No entanto, para chegar
ao polinémio minimal com os fatores (x + 1)?, deve haver pelo menos um bloco
Jordan de tamanho 2.

Assim necessariamente temos os blocos [§ 1] e [ ' 1, ]. Temos assim a liberdade

em um espaco bidimensional que podem ser um desses blocos bidimensionais ou
blocos unidimensionais correspondentes a autovalores:

O
—
o

|
i
-

o oo o
ol o|o O
o oo ©

o o~ R|lo o
—|lo o|lo ©
o o|l~|lolo o
~lo|lolo o

o o|lo o|lo =
o o|lo o~ =
\
—

o ool |lOo O

O oo =
O OO Oo|= =

O OO RO O

O OO OO
O OO O =

259/318



Algebra Linear Avancada & Forma Normal de Jordan, Calculo da Forma de Jordan

11 0o 1 1]0 0o
0 1 0o 0 10 0|0
0 0]-1 010 0 0|1 0|0
00 —110 |0 0 0/0/-1 110
0 0 1] 0 0 0/0 1|0
[0 0 0/-1] Lo ofo 0 |—1 |

Seja A € Mg(R) tal que A* — 8A2% + 161 = 0. Quais sao as possiveis formas de
Jordan nao semelhantes para A?
Ex. 91— Seja T : R,[z] — R, [z] dado por T'(p(z)) = p(z + 1).

1. Determine a forma de Jordan de T.

2. Paran =4, encontre uma base B de Ry tal que [T]g =J.

Ex. 9.2 — Sejam as matrizes

2 0 00 2 01 0 2 010
1 2 00 0 2 0 -1 02 00
-1 1 2 0 0 02 0 00 2 0
3 0 1 2 0 00 2 0 00 2

veja que pa = pg = pc = pp = (x — 2)* Determine a forma de Jordan de cada
uma.

Ex. 9.3 — Dados um polindmio f(z) = (z—X1)% (z—X2)% ... (z—\;)% e um espaco
vetorial V.com dimV = n = d; + ds + - -- + dj. Quantos operadores T : V — V
com pr = f existem?

Ex. 9.4 — Ache todas as formas de Jordan possiveis para uma transformacao linear
com polindmio caracteristico Pr = (x—2)3(x—1)%(x—5). Ache o polindmio minimal

correspondente a cada uma dessas formas de Jordan.

Ex. 9.5 — Considere a transformacao linear T : R* — R* dada por

T(x,y,z,w) = (3z +w,2x + 2y — 42 + 2w, z + w, 3w — 2)

1. Encontre a base e a forma de Jordan de T.

=W =N

w N O O

N O O O
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2. Descreva todos 0s subespacos T-invariantes.

Ex. 9.6 — Seja T'um operador linear no K-e.v. V de dimensao finita. Suponha que
mr = (z — M\)™ ... (x — A\)™k, mostre que existe um operador diagonalizavel
D € Hom(V') e um operador nilpotente N € Hom(V') tal que

1. T'=D+ N,

2. DN =ND.

Prove ainda que os operadores D e N sao univocamente determinados por
1e2 e cada um deles & um polindmio em T.

Ex. 9.7 — A seguinte afirmacao é falsa ou verdadeira: se A € M,,(C) é uma matriz
com entradas complexas de ordem n é tal que A* = I,, entdo

pode ser um bloco de Jordan de A.

Ex. 9.8 — Seja T : R® — RS um operador linear com polindmios caracteristico e
minimal dados, respectivamente, por Pr = (z — 2)*(z — 1)2 e mp = (z — 2)%(z —
1)2. Além disso suponha que dimker (T' — 21) = 2. Nestas condigoes encontre a
forma de Jordan de T. Com os polindmios caracteristico e minimal acima é possivel
supormos que dimker (T — 21) = 1?

Ex. 9.9 —

1. Seja A € M,,(C) uma matriz complexa invertivel, definimos suas partes real
e imaginaria R, J € M,(R) como sendo

R =Re(A) e J = im(A)

de forma que A = R + iJ. Mostre que existe \g € R tal que R + \gJ €
invertivel.

2. Deduza que se duas matrizes reais 4,B € M,(R) sao semelhantes em
M,,(C) entao elas sao semelhantes em M, (R).

Ex. 9.10 — Seja A € M,,(R) uma matriz real satisfazendo a seguinte condigdo A? =
I,,. Mostre que tr(A) € Z.

EXx. 911 — Sejam N; e N, matrizes de ordem 6 nilpotentes. Suponha que elas tém

0 mesmo polindmio minimal e o mesmo posto. Prove que elas sao semelhantes.

Mostre que o mesmo resultado nao é verdadeiro para matrizes de ordem 7.
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Ex. 912 — D& a forma de Jordan de um operador linear T : R” — R” com polind-
mio caracteristico pr(z) = (z — 1)%(x — 2)*(x — 3) e tal que dim (ker (T — 21) =
2,dim (ker (T’ — 1)) = 1 e ker (T' — 21)3 # ker (T — 21)2.

Ex. 913 — Seja N € M,(R) uma matriz nilpotente tal que dimker (N) = &, 0 <
k<n.

1. Mostre que dim ker (N') < kI, para todo [ > 1.

2. Prove que n < kr, onde r e 0 € grau do polindmio minimal de V.

Forma de Jordan Real

Seja A a matriz do operador real 7. Em geral, o polindmio caracteristico pa(z) de
Atem aforma

pa(@) = (X =)™ -+ (X = )™ (X = a1)” + )" - (X — a)? + b7)™
gue pode ser fatorado como
PA(@)(X = )™ - (X = )™ (X = o)™ (X =)™ - (X - o) (X )™
sobre C com a; = a; + bji,a; = aj — bji.

Para obtermos uma "forma de Jordan”para operadores reais precisaremos comple-
xificar e descomplexificar os operadores.

Definicao
Sejam A € M, ,(C) e v € C™ um vetor qualquer. Definimos 4 € M, ,,(C)
como a matriz obtida ao se tomar o conjugado em cada uma das entradas

de A ew e C" como o vetor obtido ao se tomar o conjugado em cada uma
das coordenadas de wv.

E imediato que A+ AB = A+ \B, AB = AB e Av = Aw para quaisquer matrizes
A,BeM,,(C),xeCeveCn
Proposicao

Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finitae T : V — V uma
transformacao linear. Entao:

os polindmios caracteristicos de T e TC sdo iguais;
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se A & um autovalor de TC, entdo X € também um autovalor de TC;
as multiplicidades algébricas dos autovalores X e X sao iguais;

se W’ & um subespaco fechado por conjugacao, entao W’ possui uma
base formada por vetores reais. Um vetor v é dito real se v = v.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.6 as matrizes de T' e TC numa base de V sao
iguais.

Sejam A um autovalor de TC e cz(z) o polinémio caracteristico de 7¢. Como

cr(z) também é o polindmio caracteristico de T, os coeficientes de cr(z) sao reais.

Tomando o conjugado na equacao er(A) = 0, obtemos c¢r(A) = 0, 0 que mostra
que X também é uma raiz do polinémio caracteristico de 7°C.

Se X é raiz de multiplicidade d do polindmio caracteristico, entao
P =...=p" N =0epP(\) #£0
tomando o conjugado em cada uma dessas equacoes
PO = =p IR =0e pD(X) £0,

mostrando que A também tem multiplicidade d.

Seja {wy, ..., wi} uma base de W', com w; = u; +iv;,j = 1,...,k. Entao
considerando w; + w; e i(w; - w,), obtemos que u; = u;+i0 e v,; = v, +i0 estao
em W'.

Assim, o conjunto S = {uy, vy, ..., uk, vx} € UM conjunto de vetores reais que
gera W’. Uma base formada de vetores reais é obtida ao se tomar um subconjunto
de S com k elementos que seja linearmente independente em V¢.

Lema

Sejam T : V — V um operador linear e T sua complexificacdo. Se o su-
bespaco W’ C V¢ possui uma base formada por vetores reais, entao ele é a
complexificacao de um subespago W C V.

Demonstragdo. Todo vetor de w € W’ pode ser escrito como w = u + iv, sendo
u e v vetores reais. Escrevendo u e v em termos dos vetores da base real, segue
imediatamente que W'’ & a complexificacao do espaco real W gerado pelos vetores
dessa base. |
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@ Proposicao

Seja V um espaco vetorial real e T € Hom(V, V). Sejam ay, ..., a; 0S auto-
valores reais de T' e A1, M1, .., Am, Am 0S autovalores nao-reais de 7. Entao

V admite a decomposicao
V=W1&. Wi®Z10Z:19...2107,

onde W; =ker (T — o; D)%, j=1,..., ke Z; = ker (T — \;I)7,j =
1

N (%

Sedenotarmos W = Wi @...&Wre Z = Z1®Z1®... Z,® Z,, entao se
B,,...,B; sao bases de 7y, ..., Z, respectivamente, entao B, = B; U
B,U...UB,;UB, é uma base de Z, onde B; denota a base de Z; formada
pelos conjugados dos elementos de B, para cada j = 1,...,[.

Se z1,Z1,...,2m, Zm € UMa base para Z; @ Z; construida no item ante-
rior. E se z; = u; + 244 Entao {u, ..., Um,v;,..., vy} € Uma base para
Z; ® Z; constituida so de vetores reais.

Demonstragdo. | 1]Sejam ax,...,aj 0s autovalores reais de T'e A1, A1, ..., Ap, A
0s autovalores nao-reais de T. Entao o Teorema da Decomposicao em Auto-
espacos Generalizados nos fornece a decomposicao:

V:Wal@...Wak@Z)\IEBZx@...Z)\I@ZTL

Como (TC€ — AI)iz = (TC — A1)z

Temos que a conjugacao & um isomorfismo entre Z; = ker (T — \;1)" e Z; e a
decomposicao pedida segue.

Se B, € uma base para Z;. Entao B; é uma base para Z;.

E consequéncia da demonstracao do item | s da Proposicao .

@ Teorema Forma de Jordan Real

Se V é um espaco vetorialreale T': V' — V é um operador linear, existe uma
base Bde V em relagao a quala matrizde T tem, ao longo da diagonal, blocos
de Jordan (correspondentes aos autovalores reais), blocos de Jordan aumen-
tados (correspondentes aos autovalores complexos) e os demais elementos
todos nulos. A soma das ordens dos blocos de Jordan correspondentes a um
mesmo autovalor X é igual a multiplicidade algébrica de \,se A € R e é igual
ao dobro da multiplicidade algébrica de A se A € C\ R.
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Os blocos de Jordan aumentados sao da forma

Cap 0 -+ 0
Iy Cop
Jap = I
Ca,b
L 0 0 I2 Ca,ba i

b
onde Cyp = ab ] , sendo a + ib um autovalor complexo de 7€ e I, a
— a

matriz identidade 2 x 2.

Demonstracdo. Sejam aq, ...,y 0S autovalores reais de T e Ai, A1, ..., A, A OS
autovalores nao-reais de T. Entao V admite a decomposicao

VaWi®.. Woe®Z1DZ1D®...Z2,DZ;

onde W, =ker (T —a;)%, j=1,..., ke Zj=ker (T —X;)%,j=1,...,m.

Para a; € R temos que T' — «; I restrito a W; € um operador nilpotente e a sua
base de Jordan pode ser construida como na demonstracao do Teorema de Jordan.

Suponhamos agora que T possua um autovalor A € C\R.

Considere 0s espacos Zy e Zy. Entao {u,, vi, ug, va, ..., uy, vi} € uma base de
V) @ V5 formada por vetores reais.

Finalmente, se w; = u; +iv;, paraj € {1,2, ..., r}, satisfaz TCw; = Aw; +w;1,
para A = a +ib € C\R, entao

Tuj + iT’Uj = (auj — b’Uj + Uj+1) + z(bu] + av; + 1)j+1)

e logo
T’Lbj =au; — b’Uj + Ujt1
T’Uj = buj —+ a'vj —+ Uj+1
de onde segue que, na base {ui, vi, uz, v, ..., ui, vy} de Vy @ V5, 0 ope-

rador linear T'C é representado por bloco(s) da forma descrita no enunciado do
teorema. Como as matrizes de TC e de T sao iguais nessa base, a demonstracao
esta completa.

0 -6 10 -5
Exemplo 24. Seja A = _1 _i 180 _i € My 4(R) O polinémio caracte-
-2 -2 9 -4
ristico de A é pa = (1 + 22)? = (z — i)?(z + 1)? e é igual ao minimal de A. Os
autovalores sobre 0s complexos sao i, —i. Consequentemente temos dois blocos
de Jordan, um associado a cada autovalor. Logo a forma normal de Jordan obtida
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complexificando é.

- 010
1 —i|(0 0
0 0 |1
0 0|1 4

e pelo Teorema 9.4, temos que a forma normal de Jordan sobre R é:

0 110 O
-1 0] 0 O
1 00 1
0 1]-1 0

- [ ]
Exercicios
Ex. 914 — Encontre uma base e a forma de Jordan real para o operador T : R* —
R* tal que
20 0 =2
5 2 =2 2
Tlg =
s 31 0 -3
1 0 0 0

Ex. 915 — Seja A € M, (R), tal que A% + I,, = 0. Prove que n = 2k e que A é

semelhante a matriz
0 -1
A= ",
I, O

onde I € My (R) € a matriz identidade.

Ex. 916 — Sejam A, B € M, (R). Prove que se A e B sao semelhantes sobre o
corpo dos nimeros complexos, entao elas sao também semelhantes sobre R.

Ex. 917 — Mostre que toda matriz A € M,,(C) € semelhante a sua transposta.

W—
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Capitulo

Forma Canénica Racional

Embora, em geral, o polindmio caracteristico de transformacao linear T: V. — V
possa ser decomposto como um produto de poténcias de polindmios irredutiveis
sobre K|z], digamos ¢ = pi*p5? - - - pi*, 0s polindmios irredutiveis p; nao precisam
ser lineares. Em outras palavras, os autovalores de T' nao precisam pertencer ao
corpo K. Portanto, € natural procurar uma forma candnica para 7' nesse caso geral.
Nesta secao apresentamos a forma candnica racional e na proxima mostramos
como essa forma se reduz a representacao da Jordan quando todos os autovalores
de T pertencerem a K.

SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita.
Mostraremos que existe uma base B de V, na qual [T]g € uma matriz na forma
canonica racional:

[0 0 0 0 —ayp |
Cp, (A1) 0 0 0 o,
0 Cpy(X2) 0 ’
' ] com Cp,=101 0 0 —ap
0 0 C ' '
br 00 0 1 —ajp |

onde C,, € uma matriz companheira para algum polindmio p;(z) = aga® +--- +
a1 + ajp € ]K[x]

Decomposicao Ciclica

Vamos agora focar em um tipo particular de subespaco invariante. Suponha que
V seja um espaco vetorial de dimensao finita e que T: V. — V seja um opera-
dor linear. E facil ver que a intersecao de qualquer familia de subespacos de V
invariantes por T' também é um subespaco de V invariante por T'. Disso segue
imediatamente que para cada subconjunto A de V existe um menor subespaco
invariante por T que contém A, ou seja, a intersecao de todos os subespagos in-
variante por T' que contém A. Denotaremos esse subespaco por Z%. No caso em
que A = {v}, escreveremos ZI' ou simplesmente Z, quando T for claramente
subentendido.

Neste capitulo:

» Decomposicao Ciclica (p. 267)

» Forma Candnica Racio-
nal (p. 273)

» Forma Normal de Jordan
Generalizada (p. 278)

» Calculando a Forma
Candnica Racional (p. 281)
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@ Definicao

SejaT:V — V um operador linear entao o subespacgo T-ciclico de V gerado
por v, e denotado por Z,,, € 0 menor subespaco invariante por 7' que contém

v.

Exemplo 2. Seja a transformacado linear T: K? — K2 definida por
T(Z‘, Y, Z) = (y+22, _2Z7 Jf)

Considere o vetor (1,0,0). Temos T(1,0,0) = (0,0,1) e T?(1,0,0) = T(0,0,1 =
(27 0, 1); e assim
Za,00 ={(z, 0, 2);z, z €K}

0 subespaco Z, pode ser caracterizado do seguinte modo.

@ Teorema

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitasobreum corpoKeT:V — V
um operador linear. Entao, para cada v € V,

Zy = {p(T)(v);p € K[z]}.

Demonstragdo. E facil ver que o conjunto W = {p(T)(v) p € K[z]} &€ um subes-
paco de V que contém v. Como T comuta com p(7T'), esse subespago é T-invariante.

Suponha agora que U seja um subespaco invariante por T que contenha v. Entao,
claramente, U contém T*(v) para todos os inteiros ndo negativos k e, consequen-
temente, p(T)(v) para cada polindmio p € K|z]. Assim, U contém W. Portanto, W
€ 0 menor subespaco invariante por T' que contém wv e, portanto, coincide com
Zy. |

Nosso objetivo imediato é descobrir uma base para o subespaco Z,. Para esse
proposito, considere a sequéncia
v, T(v), T*(v), ..., T"(v), ...

de elementos em Z,. Claramente, existe um menor nimero inteiro positivo k, de
modo que T*(v) &€ uma combinacao linear dos elementos que o precedem nesta

lista, digamos
TF(v) = v + MT(v) + -+ A1 T (v)
e {v,T(v), ..., T*"1(v)} é entdo um subconjunto linearmente independente de
Zo.
Escrevendo a; = —A; parai=0,...,k — 1 deduzimos que o polindmio

-1
mv:a0+a1m+~-~+ak,1xk —l—xk
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é o polindmio mdnico de menor grau tal que m,(T)(v) = 0.

@ Definicao

Seja v € V. Entao o conjunto
{p(X) € K[X] : p(T)(v) = 0}

é um ideal de K[X] e seu gerador monico m, € dito T-aniquilador de v.

O T-aniquilador de v também sera denotado por Ann(v;T')

Exemplo 5. Seja T a transformacdo apresentada no Exemplo 2. Nesse exemplo
tinhamos que se u = (0,0, 1) entdo T?u = 21w + Tu e logo o T-aniquilador de u
éopolindmiom, =22 —x —2=(x —2)(z + 1). <

Com a notacao acima, temos o seguinte resultado.

@ Teorema

Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finitae T : V' — V uma transfor-
macgao linear. Se v € V tem T-aniquilador

k—1 k
My = a0 + 1T + -+ + ax—1T +x

Entao o conjunto
B, = {v, T(v), ..., T" '(v)}

é uma base de Z, e, portanto, dim Z,, = degm.,. Além disso, se T'[ ;. : Z, —
Z,, € a transformacao linear induzida no T-subespaco invariante 7, entao
a matriz de T'[, em relacao a base ordenada B,, &

[0 0 0 —ap
1 0 0 —aq
Cm =] 0 1 O —a9

0 0 0 1 —ak_l_

Finalmente, o polindmio minimal de T'[;_ € m,.

Demonstragdo. Claramente, B, € linearmente independente e T*(v) € (B,,). Pro-
varemos por indugao que, de fato, 7" (v) € (B) para todo n. A afirmacao é verda-
deiraparan =1,...,ksuponhaquen > keT" ‘(v) € (B,). Entdo T"*(v) & uma
combinacao linear de v, T'(v), ..., T*~*(v) e assim T"(v) é combinacao linear de
T(v),T?(v),...,T*(v), e logo T"(v) € (B). £ imediato a partir dessa observagao
que p(T)(v) € (B,) para cada polindmio p. Portanto, Z, C (B,) de onde temos
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igualdade, pois a demonstracao da inclusao inversa é direta. Consequentemente,
B, € uma base de Z,.

Agora como
Tz, (v) =T(v)
T'ly,[T(v)] =T?(v)
Ty, [T" 2 (v)] = T (v
Ty [Tkil(v)] = Tk(v) =—aqv—a T (v)—- — ak_lkal(fu)

e claro que a matriz de T'| ,, em relacao a base B,, € a matriz acima Cy,, acima.

Por fim, suponha que o polindmio minimal de T[T, seja

mry, = bo+bix+-+b_z" 4"
Entao
0=myy, (T)(v) =byv + b1 T(v) + -+ b1 T} (v) + T"(v)
e logo T (v) € combinacao linear de v, T'(v),..., T""!(v) e, portanto, k < R. Mas

mry, é atransformacao nulaem Z,, bem comoo é my(T'[ 7, ). Consequentemente,
temos mry, |my €, portanto, r < k. Assim, r =k e mypy, = M. [ ]

Exemplo 7. Seja T a transformacdo apresentada no Exemplo 2. No Exemplo 2 mos-
tramos que o T-aniquilador de v € 0 polindmio m.,, = (x —2)(x + 1). Nesse caso o
polinbmio minimal de T é my = —(z — 2)(z + 1)(z + 2) e logo m,, divide mr <

Exemplo 8. Seja T' o operador que na base candnica B é representado pela matriz

-2 3 6
Te=1| -2 2 5
-1 1 3

Vamos calcular o aniquilador de vy = [1,1,0]. Observamos que vs = Tv; = [1,0,0]
vy = T?v; = Tvy = [-2,-2,—1] vqy = T3v = [-8, -5, —3]. Os vetores vy, vs,v3
sao linearmente independentes e formam uma base de Z, = V.

Temos para v4 a seguinte relacdo linear 1vy + 3Tv, — 3T?v, + T3v; = 0. Logo

My = —1 + 3z — 322 + 23. Nessa base temos
-2 3 6 0 1 —2 0 0 1 1 1 -2
-2 2 5 | = 1 -1 0 1 0 -3 1 0 -2
-1 1 3 0 0 -1 01 3 0 0 -1
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Definicao

Se V & um espaco vetorial de dimensao finita e 7: V. — V é linear, entao
um subespaco W de V é dito T-ciclico se é T-invariante e possui uma base
no formato {v,T(v), ...,T™(v)}. Essa base &€ denominada base ciclica e v
é denominado vetor T-ciclico para W.

Em particular, o Teorema 101 mostra que v € V & um vetor ciclico para o subespaco
Z, com base ciclica B,,. O subespaco Z, é denominado subespaco ciclico de T’
gerado por {v}. A matriz C,,, do Teorema 10.1 € denominada matriz companheira
do T-aniquilador m,.

Exemplo 10. Um operador nilpotente N com indice de nilpoténcian = dimV sem-
pre possui um vetor ciclico, conforme a Proposi¢do 9.1. <

Nosso primeiro objetivo principal agora pode ser revelado. Reunindo os resultados
acima, mostraremos que se T: V — V tiver polindmio minimal da forma p* onde
p € irredutivel, entao V pode ser expresso como uma soma direta dos subespagos
ciclicos de T'. A principal consequéncia disso é que T possui uma representacao
diagonal por bloco por matrizes companheiras.

Teorema Decomposicao Ciclica

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpoKe T : V —

V um operador linear. Entao existem vetores T-ciclicos vy, ..., vy tais que
V= @va
Jj=1

Em particular, existe uma base de V' na qual a matriz de T' & da forma

CP 1
sz

k
Boi-
i=1

equecr =p1--- Pk

Demonstragdo. A prova sera feita por inducao sobre n = dimV. O teorema cla-
ramente vale se n = 1, portanto, assuma que o teorema vale para todos os ope-
radores lineares em espacos vetoriais de dimensao menor que n. Nosso objetivo
é mostrar que V = Z,, para algum v; € V ouque V = Z,, & M para algum
subespaco T-invariante M.

Seja m < n a maior dimensao de um subespaco ciclico, ou seja, dim Z,, < m para
todos os v € V, e seja v, € V, de modo que dim Z,,, = m.
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Se m = n, entdo Z,, = V temos o que queriamos demonstrar. Caso contrario,
devemos mostrar que existe um complemento T-invariante para

Zy, = {{v1, T(v1), ..., T™ (vy))}

em V. Para construir esse complemento, consideramos a aplicacao linear7: V —
K™ definida como

7(v) = [f(v), f(T(v)),..., F(T"(v))]!
onde f: V — K & um funcional linear escolhido de modo que
f1)=0, f(T(v1))=0, ... f(T™ (1)) =0, fIT™ "(v1)) =1

Observe que é possivel escolher tal funcional pois os vetores wvy,T(v1),...,
T 1(v;) sdo linearmente independentes e, portanto, parte de uma base para
V.

Afirmamos agora que 7[z, =~ : Zy, — K™ € um isomorfismo. Para demonstrar
isso, encontramos a representacao matricial para Tval. Usando a base B =

{v1,T(v1),...,T™ 1 (vy)} para Z,, e a base canonica C = ey,..., e, para K™,
vemos que:
0 0 1
[rle.c = )
0 1 *

onde x indica que nao nos importamos com o valor da entrada. Como a matriz é
invertivel, temos que [, : Zy, — K™ & um isomorfismo.

Em seguida, precisamos mostrar que ker T € T-invariante. Seja v € ker 7 logo por
definicao
7(v) = [f(v), f(T(v)),.... F(T" " ()] = [0,0,...,0]
e consequentemente
7(T(v)) = [[(T()), f(T*(v)),.... [(T™ (v), [(T™(v))] = [0,0,..., f(T™(v))]

Agora, pela definicao de m, temos que T™(v) € uma combinagao linear de
(v),T(v),..., T™ Y(v). Isso mostra que f(T™(v)) = 0 e, consequentemente,
T(v) € ker .

Finalmente, mostramos que V = Z,, & ker 7. Vimos que T[Zvli Zy, — K™ & um
isomorfismo. Isso implica que Z,, Nker T = {0}. Logo

dim (V) = dim (ker 7) + dim (im 7) (101)
= dim (ker 7) + (10.2)
= dim (ker 7) + dim (Z,, ) (10.3)
= dim (ker 7 + Z,,,) . (10.4)

Assim, V = Z,, + kerT = Z,,, ® ker 7.
k
Logo temos a decomposicao V = @Zvj. Como mr = p' temos que existe um
j=1
vetor vy # 0 em V com pt~1(T)(vy) # 0. O T-aniquilador de v; é entao my,, = pt.
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Ex. 101 — Se U; = Vi + -+ Vg entao My (33) = fz(x)

Forma Canonica Racional

Pelo Teorema da Decomposicao Ciclica temos que sempre existe uma decompo-
sicao de soma direta em subespacos ciclicos. No entanto, é possivel que os su-
bespacos ciclicos ainda possam ser decompostos como soma direta de subespa-
cos ciclicos menores. Portanto, apenas conhecer para ambas as matrizes alguma
decomposicao em subespacos ciclicos, e conhecer os polindmios minimos corres-
pondentes, nao é suficiente para decidir sua similaridade.

Dessa forma Uma condicao adicional deve ser imposta para garantir a unicidade:
na lista de polindbmios minimos associados, cada um deve dividir o proximo.

A lista de polindmios resultante & chamada de fatores invariantes da matriz, e
duas matrizes sao semelhantes se e somente se tiverem listas idénticas de fatores
invariantes.

Proposicao

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e T :
V — V um operador linear com polindbmio minimal mzy = p* onde p € um
polindmio irredutivel sobre K. Entao existem vetores T-ciclicos vy, ..., v €
numeros inteiros positivos nq,...,n,; com cada n; <t de modo que

T-aniquilador de v; € p™.
dimV = (ny + -+ + ng) deg p.
p™ divide pmi+t.

Além disso, os polindmios moénicos p™,--- ,p™ sao Unicos e determi-
nados por 7.

Demonstracdo. As trés primeiras afirmacoes seguem diretamente da Decomposi-
cao Ciclica.

A quarta afirmacao é direta pois sem perda de generalidade, podemos assumir
que os vetores T-ciclicos vy, ..., v, do Teorema 101 estejam ordenados de modo
que os nimeros inteiros correspondentes n; satisfacam

t=n1>ng > ---2n>1
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Afirmacao: Os nimeros inteiros ny, . .., ny sao determinados de maneira Gnica por
T. Essa € o ponto central que precisa ser demonstrado e faremos isso associando
esses nimeros inteiros as dimensoes dos espacos dim im p(7').

Temos, para cada 1,

dim Z,,, = deg m,,, = degp™* = dn,.
Precisaremos de dois fatos cuja demonstracao deixaremos como exercicio:

O Para cada j a imagem de Z,,, por p(T')7 é o subespago T~Ciclico Z,(7)i(v,)-
0 Como o T-aniquilador de v; € p™, de grau dn;, temos que

0 se j > ny;

dim Z,ryi ;) = { d(ni —j) sej<n

Todos os vetores v € V podem ser escritos de maneira Unica na forma
v=v1+ -+ (v; € Zy,)
e assim todos os elementos de im p(7')? podem ser escritos de maneira (nica como
p(T) (v) = p(T) (v1) + -~ +p(T) (vi) -

Portanto, se r € o nimero inteiro tal que nq,..., n, > j € n,.41 < j, entao vemos
que

imp(T) = €D Zyery )
i=1

e consequentemente
s

dim imp(T')? = dZ(ni —j)=d Z (ni —J) -

=1 n;>j

E logo

dim im p(T)?~! — dim im p(T)’ = d Z (nj—j+1)— Z (n; —J) (10.5)

n;>j—1 n;>j

d{ Y (my—j+1)= > (ni—j) (10.6)

n;>j n;2j
:dZ(ni—j+1—ni+j) (10.7)
ni>j
—d Z 1 (10.8)
n;>J

Agora, as dimensodes a esquerda sao determinadas por T, de modo que a expressao
acima fornece, para cada j, 0 nimero de n; que € maior ou igual a j. Isso determina
a sequéncia

t=ni1>ng>--->np>1

completamente. |
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Definicao

Quando o polindmio minimal de T é da forma p?, em que p é irredutivel, em
relacao a cadeia de nimeros inteiros determinada unicamente ¢t = ny >
ng > --- > ny > 1, conforme descrito acima, os polindmios p! = p™,p"2, ...,
p™ sao denominados divisores elementares de T.

Destacamos que o primeiro divisor elementar na sequéncia € o polindbmio minimal
de T.

Teorema Forma Canonica Racional por Divisores Elemen-
tares

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpoKeT : V —
V um operador linear cujos polindmios caracteristico e minimal sao

d;, d d €j e €L
cr :p11p22 ...pkk7 mr :p1]p22 ...pkk

onde pq,...,pr Sao polindmios irredutiveis distintos.

Pelo Teorema da Decomposicao Primaria que existe uma base ordenada de
V com relacao a qual a matriz de T' é uma matriz diagonal por bloco

Ay
Ay

Ay,

em que cada A; € a matriz (de tamanho d; degp; x d; degp;) que representa
a aplicagao induzido T; em V; = kerp;(T')%. Agora, o polinomio minimal de
T; é p{* e, portanto, pela Proposi¢ao 10.2 e pelo Teorema da Decomposi¢ao
Ciclica, existe uma base para V; com relagao ao qual A; € a matriz diagonal
por bloco
Cil
Ciz

C;

em que C;; sao as matrizes associadas aos divisores elementares de T;.

Pela discussao anterior, esse formato diagonal por bloco, no qual cada bloco A;
é ele proprio uma diagonal por bloco de matrizes companheiras, é Gnico (a me-
nos de permutacdes de A;). E denominada matriz candnica racional por divisores
elementares de T.

E importante notar que na sequéncia de divisores elementares pode haver re-
peticoes, pois alguns dos n; podem ser iguais. O resultado disso & que algumas
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matrizes companheiras podem aparecer mais de uma vez na forma racional.

Exemplo 15. Seja

-3 0 12
A= -2 1 6 S Mg,g(@).
-2 0 7
Nesse caso pr = —(x — 3)(x — 1)? e mp = (3 — z)(—1 + z). Como a matriz compa-
nheira de qualquer polinémio linear X — a € uma matriz 1 x 1. Concluimos que a
forma canédnica racional de A deve ser a matriz diagonal D = diag(1, 1, 3) N
Exemplo 16. Seja
8 —4 —-12 7
5 =5 4
A= eM
3 -3 -2 (@
0 -3 5 —1

Entdo pr(z) = mr(z) = (2% — 2)(2% + 1) e logo a forma racional é

020 0
100 0
Coor®C,
R g 0 0 -1
001 0

Exemplo 17. Suponha agora que T: Q% — Q% possua um polinémio minimal
mr = (X2 +1)(X - 2)?
Consequentemente o polinémio caracteristico de T é um dos
1= (X?+ 13X -2)? c=(X*+1)(X-2)?*

Suponha primeiro que ¢y = Cy. Nesse caso, temos Q¢ =V, @ Vo comdimV; =4 e
dim V5 = 2. A aplicacdo linear induzida Ty em Vy possui o polindmio minimal m; =
2?4+ 1 e a aplicacdo induzida Ty em V, possui polinémio minimal my = (X — 2)2.

A situacao para Vi é que Cx2,1 @ Cx2,q.

Quanto a V3, logo pelo Teorema da Forma Candnica Racional temos que 2 = ny +
.-+ + ny de onde necessariamente k = 1 pois n; = degps = 2. Portanto, o Unico
divisor elementar de Ty é (X — 2)2. Combinando essas observagoes, vemos que,
neste caso, a matriz canonica racional de T é

Cx241 @ Cx241 ® Cx_2)2.

Suponha agora que ¢y = Co. Nesse caso, temos Q% = V; @ Vo com dimV; = 2 e
dim V5 = 4. Alem disso, a aplicacao induzido Ty em V5 possui o polindmio minimal
my = (X — 2)2. Pelo Teorema 10.2, aplicado a Ty, temos 4 = ny + --- + ny com
ny = 2. Existem, portanto, duas possibilidades, a saber:

Ok=2comny =ng =2;
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Ok=3comny =2,n, =n3=1.
A matriz candnica racional de T neste caso é, portanto, uma das formas
Cx241® Cx—2)2 ® Cx_2)=

Cx241 @ C(x-22 ®Cx_2® Cx_».

Observe no exemplo acima que o conhecimento dos polinémios caracteristico e
minimal geralmente ndo é suficiente para determinar completamente a forma ra-
cional.

W_

Podemos também obter unicidade da Decomposicao Ciclica se impormos que
fi+1(2)|fi(z). Desse modo obtemos a Forma Candnica Racional por Fatores Invari-
antes.

@ Teorema Forma Canonica Racional por Fatores Invariantes

Seja T € L(V). Existe um inteiro r > 0 e vetores uj,u, e polindOmios
fi(x),..., fr(x) tais que:

V="2,,&  &Z,, commy,(z) = fi(z),

fi(x) = mr(z) e fir1(2)|fi(z) paratodoi=1,...,r — 1.

Além disso o inteiro r e os polindmios f1,..., f-» sao unicamente determina-
dos por T.

@ Definicao

Os polindmios f1,..., f» sao denominados fatores invariantes de T.

Demonstracao. Existéncia dos fatores invariantes: Para obter os fatores invarian-
tes a partir divisores elementares alinhamos em uma matriz os divisores elemen-
tares do maior grau ao menor grau, com cada linha correspondendo a um fator
irredutivel do polindmio minimal. Os fatores invariantes sao os produtos ao longo
das colunas dessa matriz, completando com 1 = p;(x)° as células vazias, quando
necessario.

277/318



Algebra Linear Avancada & Forma Candnica Racional, Forma Normal de Jordan Generalizada

P P P - Py

Do p;“ 1 pgq 2 p; 1j

Dr PRkt k2 e ])Z“

fatores elementares | fi =pj* ---pp*t  fo=pi*-pptt oo fi=pit et
De maneira formal. Sejam p;(z)"% com ¢ = 1,...,k e j = 1,...r; os divisores
elementares de T. Seja r = max{r;, i =1,...,k}
Ser; <rej=r;+1,...,r redefiniremos n;; = 0,. Definimos finalmente os fatores
invariantes
A . Non s .
file) = pi(x)™ . .pp(x)™ paraj=1,...r.

Temos que

0 fi(z) =nr(x)

O fir1(@)|fi(z) paratodoj=1,...r—1

A primeira afirmacao segue do Teorema 10.2. COMO n;; > n;j41 €ntao fir1(x)|fi(x).

Pelo Teorema 10.2. Temos que

V=2,

COMO My, ; = pij € com
Se u; = vy + -+ vi; €Nta0 ny, (z) = fi(x) pelo exercicio 10:1.

Também é facil ver que

Unicidade dos fatores invariantes:

Suponha que existem vetores w;,w, com T-anuladores n.,, (xy = gj(z) ,
git1(z)|g(z) paratodoj=1,...,s —lequeV =Zy, & PZy,.

Observe que nr(z) = g1(x) (por que?). Assim, g;(z) = p1(z)i...pr(z)! i e como

g;j+1(z)|g(z) vale que para cada i = 1,..., k. Agora, aplique o Teorema da decom-
posicao Primaria em cada Z,,,. Como Z,, e é ciclico, seus subespacos sao ciclicos,
e entao existem vetores y;; comi = 1,...,s com T-anuladores ny, (z) = pi(z)bi
tais que

Zujv = Zy1j7 © D Zykj7 .
Observe que W; = kerp;(T)™ = Z,,, @ --- & Z(y;s) (prove isso!) Seja, para cada
i=1,...,k,s; 0 maiorinteiro j tal que l;; # 0. Pelo Teorema 10.2, temos que r; = s;

e n;; = l;;. Assim, vale que f;(x) = g;(x) para todo j. [ |

Forma Normal de Jordan Genera-

lizada

Nesta secao modificaremos a forma candnica racional de forma a obter uma nova
forma candnica a forma normal de Jordan generalizada. Essa forma se reduz a
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forma de Jordan quando todos os autovalores pertencerem ao corpo.

Obteremos essa forma modificando as bases ciclicas que foram usadas para ob-
ter a forma racional. Ao fazer isso, obteremos uma representacao matricial que é
construida a partir da matriz companheira de p;, em vez da matriz companheira
de p;

Teorema

Seja v um vetor ciclico de V esejaT : V — V um operador linear com o
polindmio minimal p™ Entao existe uma base de V na qual a matrizde T' é a
matriz kn x kn

c, N

C, N

bS]

C, N
CP

onde C,, € a matriz companheira de pe N = (n;;) € a matriz k x k com todas
as entradas nulas exceto a entrada (npy) = 1:

1

O

Demonstracdo. Considere o conjunto de n x k vetores

T+ 1(v) TF2(v) - T(v) v
B p(T)T* (v) p(T)T*2(v) - p(T)T(v) p(T)v
p(T)" 1T w) p(T)" TR () e p(T)" T (0) p(T)" o

Primeiro demonstraremos que B € uma base de V. Para esse prop0sito, basta mos-
trar que os vetores em B sao linearmente independentes. Suponhamos, de modo
a obter uma contradicao, que nao fosse o caso. Entao, uma combinacao linear nao
trivial desses elementos seria 0 e, consequentemente, existiria um polindomio g tal
que ¢(T)(v) = 0 com degq < kn = degp™. Como v é ciclico, isso contraria a hi-
potese de que p™ é o polindbmio minimal de T Portanto, a matriz acima constitui
uma base para V.

Ordenamos essa base linha por linha, como normalmente lemos.

Observe agora que T mapeia cada elemento da matriz para seu predecessor na
mesma linha, exceto aqueles no inicio de uma linha. Para esses elementos, temos

TIT" (v)] = TF(v) = —ap_1 T (v) — -+ — oz + p(T) (v)
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e da mesma forma

T[p(T)"™(T*1)(v)] = p(T)"™[T"(v)] (10.9)
= p(T)"m[—ozk_lkal(v) — o —av + p(T)(v)] (1010)

= s p (1) [T w)] - — aop(T) () + p(T) ()
(1011)

Agora é simples verificar se a matriz de T em relagao a base ordenada acima é da
forma descrita. [ |

Definicao

A matriz de blocos descrita no 10.3 & denominada matriz de Jordan generali-
zada associada a matriz companheira C,.

Passando agora para o caso geral, considere uma aplicacao linear T: V — V. Com
a notagao usual, a aplicacao induzida 7; em V; possui polindmio minimal p{*. Se
agora aplicarmos o0 10.3 aos subespacos ciclicos que aparecem no Teorema da
Decomposicao Ciclica para T;, veremos que na matriz canonica racional de T}, po-
demos substituir cada bloco diagonal de matrizes companheiras C;; associado aos
divisores elementares p;? pela matriz de Jordan generalizada associada a matriz
companheira. A matriz que surge dessa maneira &€ denominada matriz de jordan
generalizada f.

Exemplo 22. Seja T: R® — RS seja linear e tal que
cr=mp=(X?-X+1)3%(X +1)?

Pelo Teorema da Decomposi¢do Primaria, temos que o polindmio minimal da apli-
cagdo induzido Ty € (X? — X + 1)? enquanto o polinémio minimal da aplica¢do
induzida T, € (X +1)2. Usando o Teorema 10.2, vemos que o Gnico divisor elementar
de Ty é (X% — X +1)% e o Unico divisor elementar de Ty é (X + 1)2. Consequente-
mente, a matriz candnica racional de T é

0 0 -1
1 00 2
0 1 -3
Cixz_ eC =
(X2—X+1)2 (X41)2 0 0 9
0 -1
1 -2

A matriz de Jordan generalizada de T pode ser obtida a partir da seqguinte forma.
Com p; = x® — X + 1, substituimos a matriz companheira associada a p? pela
de Jordan generalizada associada a matriz companheira de p,. Realizamos uma
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substituicao semelhante em relacao a ps = x + 1.0btendo

0 -1 0 1
1 1 0 0
0 -1
1 1

-1 1

-1

Finalmente, vamos observar o caso particular do 10.3 que ocorre quando k = 1.
Nessa situacdo, temos p = X — g e f — apidy € nilpotente do indice n. Consequen-
temente, C,, reduz para a matriz 1 x 1 [ag] e a de Jordan generalizada associada a
C,, reduz para n x n. matriz Jordan elementar associada ao valor proprio «g. Assim,
vemos que quando todos os autovalores pertencem ao corpo, a forma de Jordan
generalizada se reduz a forma de jordan. N

Exemplo 23. Seja T: R” — R7 seja linear e tal que
cr = (X —2)3(X - 3)4,

A matriz canonica racional é

Calculando a Forma Canonica Ra-

cional

Nesta secao apresentamos algoritmos para calcular formas canonicas racionais e
de Jordan Generalizada, continue lendo.

SejaT : V — V uma transformacao linear. Suponha que p(z) seja um fator irredu-
tivel do polindmio minimal de T do grau d. Construiremos o diagrama de pontos
correspondente a p(z), que indicara os divisores elementares correspondentes a
p(z). Esse calculo é baseado na Equacao 10.8 da Proposicao 10.2.

Para esse fim calcularemos recursivamente os seguintes nimeros até obtermos 0:
1
r = p (dim (V) — rank(p(T)))

1
= (rank(p(T)k_l) - rank(p(T)k)) para k > 2
A partir desses dados vamos construir um diagrama com r; pontos na k-ésima
linha . Os divisores elementares sao p(z)*:, onde s; € 0 nimero de pontos na i-
ésima coluna do diagrama de pontos.

Exemplo 24. Suponha que V é um espaco vetorial. Suponha que p(x) = 22+ 1e
calculemos os niimeros r comory = 3,70 = 3,73 = 1,14 = 1,75 = 0.
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O diagrama de pontos seria:

Logo os divisores elementares correspondentes a x2+1 seriam entdo (z241)*, (z%+
1)2, (22 +1)2 <

Para obter a forma candnica racional por meio de divisores elementares, faga isso
para cada fator irredutivel do polindmio minimal e, em seguida, preencha uma
matriz com as matrizes companheiras dos divisores elementares ao longo da dia-
gonal.

Para obter os fatores invariantes a partir divisores elementares: Em uma matriz,
alinhe os divisores elementares do maior grau ao menor grau, com cada linha cor-
respondendo a um fator irredutivel do polindmio minimal . Os fatores invariantes
sao 0s produtos ao longo das colunas dessa matriz. O maior fator invariante é
sempre o polindmio minimal.

Por exemplo: Suponha que os divisores elementares correspondentes a z2 + 1
sejam como acima, e os divisores elementares correspondentes a x — 2 sejam:
(r—2)3, (r—2). E que esses sao os Unicos fatores irredutiveis do polindmio minimal

Entao os fatores invariantes sao

(22 + D)}z —2)3, (2* + 1) (z — 2), (2> + 1)%

Para obter a forma candnica racional por meio de fatores invariantes, preencha
uma matriz com matrizes companheiras dos fatores invariantes ao longo da dia-
gonal.

Exemplo 25. Vamos encontrar a forma racional de

Logo o polindmio caracteristico de A é psa = (t — 1)3 e o polinémio minimal é
ma = (t — 1)%, o Gnico fator irredutivel do polinémio minimal é (¢t — 1). Vamos
calcular seu diagrama de pontos.

rir=B-rank(A—-1))=(3-1)=2

ry = (rank(A — I) —rank((A —I1)*) = (1-0) =1

r3 = (rank((A — I)?) —rank((A - 1)*) = (0-0) =0

Portanto, o diagrama de pontos é

Portanto, os divisores elementares sdo (t — 1)%,(t — 1). Nesse caso, como existe
apenas um fator irredutivel do polindmio minimal, os fatores invariantes sdo o0s
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mesmos que os divisores elementares. Enfim, entendemos que a forma canénica
racional (via divisores elementares e fatores invariantes) é:

0 -1 0

1 2 0

0 0 1

<
- [ ]

Exercicios
Mostre que toda matriz A € M,,(C) é semelhante a sua transposta.
Ex.102— Seja V um K-ev. de dmV < oo, v € Ve T : V —

V' um operador linear, seja Z(v;T) = (wecwm W onde C(vT) =
{W C V| W e subespago T-invariante e v € W}. Mostre que:

1. Z(v;T) &€ T-invariante
2. Z(v;T) & o menor subespaco de V, T-invariante que contem v.
3. Z(v;T) ={g(T)(v) € V | g € K[z]}

4 dim Z(v;T) = 1 se, e somente se, v &€ um autovetor de T.

Ex. 10.3 — Seja K um corpo e seja B € M,,(K). Mostre que B é semelhante sobre
K a uma e somente uma matriz que esta na forma racional.

Ex. 10.4 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T' € Hom(V). Prove
que se existe um vetor ciclico para T? entdo existe um vetor ciclico para T. Vale a
reciproca?

Ex. 10.5 — Seja V um K-espaco vetorial e T : V. — V um operador linear com
polindmio minimal mr(x) = py(z)™ - - - prp(z)™ onde 0s p;(x) sao distintos e irre-
dutiveisem K[z]. Seja V = W, @ - - @& W}, a decomposicao de V dada pelo teorema
da decomposicao primaria. Mostre que para todo subespaco T-invariante W de V/

temos que
k

W =P W nwy).

i=1

Ex. 10.6 — Seja V um K-espaco vetorial e T : V. — V um operador linear. Sejam
p € K[z] um polindmio irredutivel e m um inteiro positivo. Suponha que existe
v eV talque p, = p™. Sejaw € Z(v;T).

1. Mostre que w = ¢(T)p(T)'(v) onde q € K[z] é coprimocompe 0 <1 < m.
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2. Mostre que Z(w;T) = Z(p(T)!(v); T). Logo 0s Unicos subespacos T-ciclicos
de Z(v;T) sao

0=Z(p(T)™(v);T) C Z(p(T)" ' (v);T) € -+ C Z(p(T)(v); T) C Z(v; 7).

3. Mostre que todo subespaco T-invariante de Z(v;T) & T-ciclico, ou seja, &
da forma Z(p(T)!(v); T) com 0 <1 < m.

Ex. 10.7 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T € Hom(V) .

1. Prove que se existe um vetor ciclico para T entao todo subespaco proprio
T-invariante de V também tem um vetor ciclico.

2. Vale a reciproca do item 1?

Ex. 10.8 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao n e T € Hom(V) um ope-
rador diagonalizavel.

1. Mostre que existe um vetor ciclico para T se, e somente se, T' tem n auto-
valores distintos.

2. Mostre que se T tem n autovalores distintos e se B = {vy,...,v,} € uma

base de autovetores de T, entao v = vy +vs + - - - + v, € um vetor ciclico de
T.

Ex. 10.9 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensaon e T' € Hom(V) .

1. Prove que im T tem um complementar T-invariante se, e somente se, im 7N
kerT = 0.

2. SeimT NkerT = 0, prove que ker T € o Unico complementar de im T que é
T-invariante.

Ex. 1010 — Seja A € M3(R) a matriz

1 3 3
A= 3 1 3
-3 -3 -5

Encontre uma matriz inversivel P tal que P~' AP esteja na forma racional.

Ex. 1011 — Seja A € M3(R) a matriz

3 -4 -4
A= -1 3 2
2 -4 -3
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Encontre vetores vy, - - - , v, que satisfazem as condigdes do Teorema da Decompo-
sicao Ciclica.

Ex. 1012 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T € Hom(V) .
Prove que T tem um vetor ciclico se, e somente se, a seguinte afirmacao é verda-
deira: “Todo operador linear que comuta com T' & um polinémio em T

Ex. 1013 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T € Hom(V) .
Prove que todo vetor 0 # v € V & um vetor ciclico para T se, e somente se, 0
polindmio caracteristico de T' € irredutivel em K[z].

Ex. 1014 — Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T € Hom(V) .
Suponha que Pr = mp = p™ & uma poténcia de um polindomio irredutivel. Prove
que nenhum subespaco nao trivial T-invariante de V tem um complementar que
também é T-invariante.

Ex. 1015 — Seja T' € Hom(R*) um operador linear tal que 22 + 3 & um divisor do
polindbmio minimalde T e 1 & o Unico autovalor de T. Quais sao as possiveis formas
racionais de T?

Ex. 1016 — Seja T' € Hom(K®) com polindmio minimal mr(z) = (2% — 2)(2? + 1).
Ache as possiveis formas racionaisde T paraK=R e K = C.

Ex. 1047 — Um operador linear T & dito semissimples se todo subespaco T-
invariante de V tem um complemento que é também T-invariante. Seja V' um
espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e T um operador linear em
V.

1. Mostre que se o polindmio minimal de T for irredutivel em K entao T é
semissimples.

2. Se K for algebricamente fechado, prove que T é diagonalizavel se, e so-
mente se, & semissimples.

3. Mostre que o operador T : R3 — R? tal que

2 0 0
=112 o0
00 3

nao é semissimples.
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Capitulo

Teoria de Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, diremos que A é subconjunto de B, e escreveremos
A C B, se cada elemento de A pertence a B, ou sejase z € A implica z € B.

Diremos que A é igual a B, e escreveremos A = B, se A e B possuem 0S mesmos
elementos, ou sejase A C Be B C A.

O conjunto vazio sera denotado por {.

@ Definicao

Definimos a uniao, a intersecgao , e a diferenca de dois conjuntos A e B é
definida por
AUB={z:2€ A ouz € B},

ANB={x:x € Aex € B},

AB={z:zcAex ¢ B}.

ANB AUB A—-B

Se estamos considerando subconjuntos de um conjunto fixo X, entao conjunto
X\ A & denominado de complementar de A em X, e & denotado por A°.

Dado um conjunto X o conjunto das partes P(X) €& o conjunto formado pelos
subconjuntos de X, ou seja

P(X)={A:AcC X}.

@ Definicao Produto Cartesiano

Neste capitulo:

» Operacoes com familias de
conjuntos (p. 289)

» Relagoes (p. 292)
» Cardinalidade (p. 298)
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O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o conjunto dos pares
ordenados (z, y) taisquez € X ey € Y.

O produto cartesiano X; x xX,, de n conjuntos Xy,..., X, & o conjunto das
énuplas (z1, z,) tais que z; € X; parai=1,n.

Escreveremos X™ em lugar de X x --- x X ( n vezes).

o o ocooo oo ooo oo
o o oco0oo oo ooo oo
o o ocooo oo ooo oo
B ) ) 0co0o0o0 oo oo o0 oo Ax B
o o ocooo oo ooo oo
o o ocooo oo ooo oo
o o ocooo oo ooo oo
o o oco0oo oo ooo oo
o

o o O o0 0o o o O O o o
AN )

(O O 00o0 [ele] O 00 005/14

Produto Cartesiano de dois conjuntos

@ Definicao

Uma funcao ou aplicacao f de X em Y, denotada por f: X — Y, é umaregra

Figura Aa

que associa a cada elemento x € X um Unico elemento f(z) € Y. Nesse caso
o conjunto X é denominado de dominio de f e o conjunto Y & denominado
de contradominio de f.

@ Definicao

Uma funcao f é dita

injetiva se f(z1) = f(z) implica z; = za.
sobrejetiva se para cada y € Y existe x € X tal que f(z) = y.

bijetiva se é injetiva e sobrejetiva.

Se f: X — Y é bijetiva, a fungdo inversa f~! : Y — X é definida por f~1(y) =«
se f(z) =y.
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Dados A C X e B CY, aimagem de A e a imagem inversa de B sao respectiva-
mente os conjuntos

f(A)={yeY :y= f(z)paraalgum z € A}, (A1)
f"YB)={z e X: f(z) € B}. (A2)

Dadas duas aplicacoes f: X — Y eg:Y — Z,aaplicacao composta gof: X — Z
é definida por g o f(z) = d(f(x)) para todo z € X.

Definicao

O g:B — Aéumainversa a esquerda de f : A — B se e somente se
g(f(a)) = a paratodosa € A

Oh:B — Aéumainversa a direita de f : A — B se e somente se
f(h(b)) = b para todos 0s b € B

Teorema

O Uma funcao é injetiva se e somente se possuir uma inversa a esquerda.

0 Umafuncao é sobrejetiva se e somente se possuir uma inversa a direita.

Operacoes com familias de con-

juntos

Nesta secao, lidaremos com familias (ou classes) de conjuntos, isto &, conjuntos
cujos elementos sao, por sua vez, também conjuntos. Queremos estender a essa
situacao algumas operacoes entre conjuntos, assim como descrever algumas pro-
priedades.

Seja F uma familia de conjuntos, i.e. F = {4, },cs onde J & um qualquer conjunto
de indices e cada A, & um conjunto.

Exemplo 7.

comieN
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Exemplo 8.
B, = (z,2*] CR

comzx eRyx > 2

A unidao dos conjuntos da familia F & o conjunto formado pelos elementos que
pertencem a ao menos um dos conjuntos de F, i.e.

UAl ={z|z € A, paraalgum ye€ J}
1€J

A interseccao dos conjuntos da familia F & o conjunto formado pelos elementos
que pertencem a todos os conjuntos de F, i.e.

ﬂAZ = {z|z € A, para todo j € J}
1€J

Dentre as propriedades mais importantes, destacamos as seguintes: dada uma
familia F = {4, },es de conjuntos e dado um conjunto qualquer B, tem-se:

Bﬂ(UAJ_LﬂBﬂ&)

1€J eJ

BU(ﬂAJ:(MBU&)

eJ eJ
Além disso, se U & um conjunto que contém todos 0s conjuntos A,, entao, tomando
o complementar relativamente a U, tem-se:

(U AZ)E = ﬂ AE

1€J 1€J
(ﬂ Az)c = U AE
1€ 1€J

Utilizaremos a seguinte convencao:

Ja=0

A€l

NA=X.

A€l

Produto Cartesiano
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Como primeiro passo, vejamos como definir o produto cartesiano de uma
quantidade qualquer (mas finita) de conjuntos. Dados n conjuntos nao vazios

A1, As, ... A, 0 produto cartesiano A; x Ay x --- x A, &€ 0 conjunto dos ele-
mentos na forma (z1,z2,...,2,), onde para cada 1 < : < n tem-se que z, € A,.
Em simbolos:

Ay x Ag x - x Ap ={(21,22,...,2,) |2, € A, 1 <2< n}.

Os elementos na forma (z1,z2,...,z,) sao denominados de n-upla ordenada
(que se L& "énupla”ordenada).

Note-se que o produto cartesiano de n conjuntos € muito semelhante ao produto
cartesiano de dois conjuntos, so diferindo, de fato, pelo nimero de conjuntos en-
volvidos.

Nosso proposito, agora, € contemplar familias quaisquer de conjuntos, eventual-
mente infinitas. Para tanto, nao é dificil perceber que a descricao acima nao é
adequada. Para chegar a um outro modo de tratar o produto cartesiano, pode ser
atil revermos, sob outro olhar, o produto cartesiano que nos é ja conhecido (va-
mos considerar o caso mais simples, com somente dois conjuntos). Dados dois
conjuntos nao vazios A, e A, (o uso de indices aqui é proposital), podemos iden-
tificar um par ordenado (z,,z,) do produto cartesiano A, x A, com a funcao
f:{1,2} - (A, U A,) dada por

f(l):ml e f(Q):xz

Pode parecer um modo exageradamente complicado para descrever um par or-
denado e, se fosse esse o (nico objetivo dessa descricao, seria realmente algo
despropositado. Mas essa linguagem apenas traduz a ideia de que um par orde-
nado nada mais é do que uma particular escolha, simultanea, de um elemento de
um conjunto e um de outro. E cada funcao f como aquela acima descreve exata-
mente uma particular escolha desse tipo.

A vantagem dessa linguagem, porém, esta no fato de permitir que se defina o
produto cartesiano para uma familia qualquer de conjuntos. De fato, seja dada
uma familia de conjuntos

F={A} ey

onde J & um qualquer conjunto de indices. O produto cartesiano dos conjuntos
da familia F é o conjunto das fungoes
z:J— U A,
1e€J
tais que x(j) € A, para todo y € J. Em simbolos:

[TA={=z:7-JA

1eJ 1eJ

z(y) € A, Ve J}
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Escreveremos x; em lugar de z(i) para todo = € H ei € l. Paracadaj el a
projecao m; € definida por !
WjZZ'EHXi—)x]‘EXj.
iel
Cadaz € HXi é usualmente denotado por (z;);e;-
iel

Mesmo que todo X; seja nao vazio, nao é 6bvio que o produto HXi seja nao vazio.
i€l
Isto & consequéncia do axioma seguinte.

9 - Axioma da Escolha. Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de conjuntos

disjuntos ndo vazios. Entao existe uma fungao f: I — U X; tal que f(i) € X; para
iel
todoi € I. A funcdo f é denominada fungdo escolha.

Proposicao

Seja {X; : ¢« € I} uma familia nao vazia de conjuntos nao vazios. Entao o

produto cartesiano HXi € nao vazio.
il

Demonstracdo. Se os conjuntos X; fossem disjuntos, a conclusao seria consequén-
cia imediata do axioma da escolha. No caso geral definamos Y¥; = X; x {i} para
todo i € I. E claro que {Y; : i € I} é uma familia nao vazia de conjuntos disjun-

tos nao vazios. Pelo axioma da escolha existe uma funcao f: I — UY; tal que
iel
f(i) € Y; para todo i € I. Podemos escrever f(i) = (x;, i), com x; € X; para todo

i € I. Se definimos z(¢) = x; paratodoi € I, entao x € HXi' |
i€l

Relacoes
Definicao

Uma relagao R num conjunto X é um subconjunto R de X x X. Denotaremos
por zRy se (z, y) € R.

Uma relacao R em X é dita:

reflexiva se xRz paratodo xz € X.
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simétrica se 2Ry implica yRx.

transitiva se xRy e yRz implicam zRz.

Diremos que R & uma relacao de equivaléncia se R é reflexiva, simétrica e transi-
tiva.

Relacao de Equivaléncia

Usualmente escrevemos

a~b

ao invés de dizer que (a,b) pertence a relagao ~.

& Definicao

Uma relagao ~ definida em um conjunto X é uma relacdo de equivaléncia
se satisfizer, para todo a, b, c € X,

1a~a.
2la~b=>b~a

sla~beb~c=an~ec

& Definicao

Dada uma relacao de equivaléncia ~ em um conjunto X, para cada z € X,
definimos a classe de equivaléncia de x por ~ como

2] ={ye X : y~uz}.

Observe que, pela reflexividade de ~, € [z] para cada z € X.

@ Proposicao

Seja ~ uma relacao de equivaléncia no conjunto X. Entao, para z,y € X, sao
equivalentes:

[a] y € [z]
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Demonstracdo. Sejam z,y € X.Sey € [z],y ~ x, entao para cada z € [y], i.e, z ~ y,
temos, por transitividade, z ~ z, entao z € [z]. Por outro lado, pela simetria de
~, temos x ~ y, portanto, para cada z € [z], temos, novamente por transitividade,
que z € [y]. Assim, [x] = [y]. Por outro lado, se [z] = [y], entao y € [y] = [z]. [ |

& Definicao

O elemento y € [z] € denominado representante da classe.

Exemplo 16. Seja A = {a,b,c}, e defina ~ no conjunto das partes de A Z(A)
por X ~ Yse e somente se | X| = |Y|. E simples mostrar que ~ é uma relacdo de
equivalénciaem £ (A), sob a qual Z(A) tem exatamente 4 classes de equivaléncia
distintas:

[0] = {0},
[{a}] = [{o}] = [{c}] = {{a}, {b}, {c}},
[{a,b}] = [{a,c}] = [{b,c}] = {{a,b},{a,c}, {b,c}}, e
[A] = A.

@ Definicao

Seja X um conjunto. Entdo uma colecao de subconjuntos P = {X; };c; € uma
particao de X se cada X; # 0 e cada elemento de X estiver em exatamente
um X;. Em outras palavras, P = {X;},c; € uma particao de X se e somente
se:

o] Xi #0;

X, sao mutuamente disjuntos: X; N X; =@ parai # j € I); e

X =Uies Xi-

Os conjuntos X; sao chamados de células da particao.

Exemplo 18. O conjunto {1,2,3 } possui 5 particées: a saber,

{({1,2,33 ) ({1,235, {33, {{1, 331, {231, {{2, 3}, {1} e{{1}, {2}, {3} }.

A primeira particdo que mencionamos tem uma célula, as proximas trés tem duas
células e a ultima tem trés células. <
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Teorema

Seja X tal conjunto. Entao :

Se ~ € uma relacao de equivaléncia em X, entdao o conjunto de todas
as classes de equivaléncia de X por ~ é uma particao de X; e

Se P for uma particao de X, entao a relacao em X definida por z ~ y
se e somente x estiver na mesma célula de P que y € uma relacao de
equivaléncia em X.

Observe que, em cada caso, as células da particao sao as classes de equivaléncia
do conjunto na relacao de equivaléncia correspondente.

Figura A.2 L . . .
Uma particao induz uma relagao de equivaléncia e uma relagao de

equivaléncia induz uma particao.

Demonstracdo. Seja ~ uma relacao de equivaléncia em X. Claramente, as classes
de equivaléncia de X por ~ sao conjuntos nao vazios cuja uniao & X. Portanto,
basta mostrar Y N Y’ = () para cada par de classes de equivalénciaY # Y’ de X
por ~.

Sejam Y, Y’ classes de equivaléncia de X por ~ que NAO sdo disjuntas. Existe um
elemento z € YNY'. Entao, [z] =Y e [z] =Y’ eentao Y =Y’ Portanto,se Y # Y,
yny' =0.

Finalmente, a volta é direta.

Finalmente, a volta é direta. [ |

Notacao 20. Dada uma relag¢do de equivaléncia ~ em X, denotamos por X/~ o
conjunto das classes de equivaléncia de ~. A projecdo natural de X em X/~ é a
aplicagao dada por
T X = X/~
x = [z
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elacoes de Ordem e o Lema de Zorn

@ Definicao

Uma relagao de ordem parcial num conjunto X é uma relacao < em X com
as seguintes propriedades:

x < z para todo z € X( < é reflexiva);
sex <yey<uz, entdo z = y( < é antissimétrica);

sex<yey<z entdox < z( < é transitiva).

Neste caso diremos que X é um conjunto parcialmente ordenado.

Diremos que < é uma relacao de ordem total se além de verificar [, | v e
, também verifica

dados z,y € X, tem-se que z < y ou y < .

Neste caso diremos que X é um conjunto totalmente ordenado.

Exemplos 22.

Se X é um conjunto, entdo a relacao de inclusdo é uma relacao de ordem
parcial em P(X).

A relacao de ordem usual em R é uma relacdo de ordem total.

& Definicao

Seja X um conjunto parcialmente ordenado, e seja A C X.

Se existir ag € A tal que ap < a para todo a € A, diremos que ag
é 0 elemento minimo de A. De maneira analoga definimos elemento
maximo .

Se existir ap € A tal que a = ag sempre que a € A e a < ag, diremos
que ag € um elemento minimal de A. De maneira analoga definimos
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elemento maximal.

Se existir ¢ € X tal que ¢ < a para todo a € A4, diremos que A é
limitado inferiormente e que ¢ € uma cota inferior de A. De maneira
analoga definimos conjunto limitado superiormente e cota superior.

Diremos que A € uma cadeia em X se A é totalmente ordenado sob a
relacao de ordem parcial induzida por X.

Diremos que A é bem ordenado se cada subconjunto nao vazio de A

possui um elemento minimo.

Exemplos 24.

N, com a ordem usual, & um conjunto bem ordenado.

R, com a ordem usual, &€ um conjunto totalmente ordenado, que ndo é bem
ordenado: o intervalo aberto (a, b) ndo possui elemento minimo.

If you are building a mathematical object in stages and find that (i)
you have not finished even after infinitely many stages, and (ii) there
seems to be nothing to stop you continuing to build, then Zorn's lemma
may well be able to help you.

— William Timothy Gowers, "How to use Zorn's lemma”

25 - Lema de Zorn. Seja X um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio tal que
cada cadeia em X é limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um ele-
mento maximal.

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (A4, ~) é indutivo se todo sub-
conjunto totalmente ordenado de A tiver um limite superior em A.

O ponto crucial sobre os conjuntos indutivos € que podemos reescrever o Lema
de Zorn como:

Lema de Zorn

Se um conjunto parcialmente ordenado (A4, ~) for indutivo, existe um ele-
mento maximo de A.

27 - Teorema de Zermelo. Todo conjunto ndo vazio pode ser bem ordenado.
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& Teorema

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

O Axioma da escolha.
O Lema de Zorn.

O Teorema de Zermelo.

Cardinalidade

@ Definicao

Dizemos que dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade, denotado
por |A| = | B, se existe uma funcao bijetiva f: A — B.

Portanto, A & um conjunto finito se e somente se |4| < oo. Se A nao for finito,
escreveremos |A| = oc.

Exemplo 30. Os conjuntos A={ne€Z:0<n<5}eB={ne€Z:-5<n<0}
tem a mesma cardinalidade porque existe uma funcao bijetiva f : A — B dada
por f(n) = —n. <

@ Teorema

Existe uma bijecao f: N — Z. Portanto |N| = |Z|.

O fato de Ne Zterem a mesma cardinalidade nos levar a querer comparar as cardi-
nalidades de outros conjuntos infinitos. Como, por exemplo, N e R se comparam?

De fato, |N| # |R|. Esse fato foi descoberto vez por Georg Cantor (1845-1918), que
inventou um argumento engenhoso para mostrar que nao ha funcoes sobrejetivas
f:N — R. Isto por sua vez implica que nao pode haver hijecoes f : N — R, entao
IN| # |R|

@ Teorema
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Nao existe nenhuma bijecao f : N — R. Portanto |N| # |R].

Esta & a nossa primeira indicagao da existéncia de diferentes tipos de infinitos.
Tanto N e R sao conjuntos infinitos, mas |N| # |R].

Conjuntos Enumeraveis e nao Enumera-

Seja A um conjunto. Dizemos que A € infinito enumeravel se |N| = | 4|, isto
g, se existe uma hijecao N — A. O conjunto A € nao enumeravel se A for
infinito e |N| # | 4], ou seja, se A for infinito e nao existir bijecao N — A.

Assim Z é infinito enumeravel, mas R & nao enumeravel.

@ Definicao

A cardinalidade dos nimeros naturais € denotada como Xg. Ou seja, |[N| = Ry.
Assim, qualquer conjunto infinito enumeravel tem cardinalidade Ng.

& Teorema

Um conjunto A é infinito enumeravel se, e somente se, seus elementos pu-
derem ser organizados em uma lista infinita a1, as, asz, ag, . . .

@ Teorema

O conjunto @ dos nimeros racionais € infinito enumeravel.

@ Corolario
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Dado m conjuntos infinitos enumeraveis A;, As, As,..., A,, comn > 2, 0
produto cartesiano A; x Ay x Az x --- x A, também é infinito enumeravel.

& Teorema

Se A e B sao ambos infinitos enumeraveis, entao AUB @ infinito enumeravel.

@ Lema

Sejam A e B conjuntos, e suponha |A| = co. Se, para cada = € A, tivermos
um conjunto finito de I, € B entao [A| > | U,ca Lzl-
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Capitulo

Matrizes e Sistemas Jineares

Matrizes

Sejam m, n dois inteiros positivos. Uma matriz m x n A sobre K é uma tabela de
m x nvalores a;; € K, com1l <i <m,1 < j < nagrupados em m linha e n
colunas, e sera representada em uma das duas formas

a11 a12  Ain a11 a12  QAin

Q21 @G22  Q2n Q21 @G22 Q2n
A= ou A= ,

aml Am2 Qmn aml Am2 Qmn

onde a,; € a entrada na intersecao da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Escrevere-
mos A = [a;;] para dizer que a matriz de entradas a;;. Escrevemos A[i, | = Lin,(A)
para indicar a ¢-ésima linha de A, e A[, j] = Col;(A) para indicar a j-ésima coluna
de A.

O conjunto das matrizes m x n com entradas em um corpo K é denotado por
M,.n(K) ou por M, ,, quando o corpo estiver subentendido. Se A € M,, ,,(K) é
uma matriz, a entrada (¢, j) de A sera indicada por A; ; ou a;;. A matriz identidade
nxn sera denotada porI,. Os elementos do corpo K serao denominados escalares.

Os elementos em M,,, 1(K) e em M, ,,(K) serao ditos vetores linhas e colunas
respectivamente e serao denotados por letras em negrito v, a, .. ..

A diagonal principal de uma matrizm x n A é a sequéncia de entradas
A1, Ao, ooy Apk

onde k = min{m, n}.

Neste capitulo:

» Matrizes (p. 301)

» Sistemas de Equagoes
Lineares (p.305)

» Operagoes Elementares
por Linhas (p.307)
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@ Definicao

Diz-se que duas matrizes A = [a;;], B = [b;;] € M »(K) sao iguais se a;; =
b;j,paracadai=1,2,...,mej=12,...,n.

Em outras palavras, duas matrizes sao consideradas iguais se tiverem a mesma
ordem e suas entradas correspondentes forem iguais.

Seja A = [ay;], B = [bi;] € My n(K) e k e K.

A soma de A e B, denominada A + B, é definida como a matriz C =
[cij] € My n(K) com ¢;; = a;5 + b;; para todos o0s i, j.

O produto de k € K com A, denotado kA, € igual a kA = [ka;;] =
[aijk] = Ak.

@ Teorema

Sejam A, B,C € M,, ,(K) e sejam k,l € K. Entao

A+ B = B + A (comutatividade).

(A+ B)+C = A+ (B+C) (associatividade).
k(A) = (kD)A.

(k+1)A=kA+IA.

Demonstracdo. | 1 Sejam A = [a;;] @ B = [b;;]. Entao, por definicao
A+ B = [aij] + [bis] = [ai; + bi] = [bij + aiz] = [bi] + [ai;] = B+ A

como elementos do corpo comutam. As outras partes sao deixadas para o leitor.
[ |

@ Teorema

Seja A € M,,, »(K). Entao
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a matriz 0,,, x , satisfazendo A+0 = 0+A = A é denominada identidade
aditiva.

a matriz B com A+B = 0 é denominada inversa aditiva de A, denotada
—A = (—1)A. Nesse caso [b;;] = [—ajj]

@ Definicao

Seja A = [ai;] € My n(K) e B = [b;;] € M, -(K). Entao, o produto de A e B,
denominado AB, € uma matriz C' = [¢;;] € M, »(K) com

n
G5 = Z aikbr; = ai1bij + ainbo; + -+ ainbyy, 1 <i<m, 1 <j<r.
k=1

Ressaltamos que o produto AB é definido se, e somente se, 0 nimero de colunas
de A forigual ao nimero de linhas de B.

@ Definicao
A transposta de A € M,, ,,(K) é a matriz A* € M,, ,,(K) definida por

(A%)ij = Aji

Uma matriz A € M,, ,(K) é dita simétrica se A = A’ e anti-simétrica se
At = —A.

@ Teorema

Seja A, B € M,,, »(K). Entao

(At) = 4
(A+ B)t = At + B
(rA)t = rA* paratodos osr € K

(AB)" = B*A' desde que o produto AB seja definido

Particionamento e multiplicagao de matrizes Seja M uma matriz de tamanho
m x n.Se BC{1, ..., m} e CC{1, ..., n}, a submatriz M[B, C] é a matriz obtida

de M mantendo apenas as linhas com indice em B e as colunas com indice em C.
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Assim, todas as outras linhas e colunas sao descartadas e M[B, C] tem tamanho
|B| < |C].

Suponha que M € M,, ,(K) e N € M,, x(K). SejaP = {B1, ..., B,} sejauma
particao de { 1, ...,m}, @ = {C4, ..., Cy} uma particao de { 1, ...,n} e R =
{D1, ..., D} uma particao de { 1, ..., k}

Entdo, & um fato Gtil que a multiplicacao de matrizes pode ser realizada no nivel
do bloco e também no nivel de entrada. Em particular, temos

[MN][B;, D] = > MI[B;,CyN[Cy, Dj]
Cheq

Quando as particdes em questao contém apenas blocos de elemento (nico, essa
é precisamente a formula usual para multiplicacao de matrizes

[MNJ;; = M;nN;
h=1

Matrizes de bloco Sera conveniente introduzir o dispositivo notacional de uma
matriz de blocos. Se B; ; forem matrizes dos tamanhos apropriados, entao por
uma matriz de blocos
By Bip -+ DBip

M = : : :

Bm,l Bm,2 T Bm,n

queremos dizer a matriz cuja submatriz superior esquerda & By ; e assim por di-
ante. Portanto, os B, ;1 sao submatrizes de M e nao entradas.

Exemplo 8. ) )
1 2|3 2 1
3 112 2 2
A B
=10 112 1 2
C D
1 2|1 1 2
2 3/0 2 3
Nesse caso
1 2 3 2 1
1 2 1 1 2
2 3 0 2 3
0 1 2 1 2

Um caso particularmente importante & escrever a matriz como blocos de suas
colunas. Para esse fim introduzimos a seguinte notacao:

ai1 a2 | ... | Gin
a1 a2 N aon

A= . . . . = [A[7 1] A[a 2] e A[a n” = [Ael A62 e Ae’ﬂ]
am1 am?2 <o | Omn
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sendoe; = | 1 | ovetor com 0 em todas as entradas exceto a i-ésima que é 1.

0

Uma matriz da forma

Bii 0 0
0
M =
: 0
0 0 e Bm,m

onde cada B; € quadrada e 0 € uma submatriz zero, é dita um matriz diagonal por
blocos.

Sistemas de Equacoes Lineares

Definicao

Um sistema de m equacgoes lineares em n variaveis z1, xs, ..., T, € Um con-
junto de equacgoes da forma

a1121 + a12%2 + - + a1y, = by (Ba)
a21%1 + A22T2 + - -+ + a2p Ty = by
Am121 + Gm2Ta + - + App®y = bm

ondel <i<mel<j<n;a;,b € R Um sistema linear & dita homogéneo

se by =by =---=b,, =0 e nao-homogéneo, caso contrario.
Definicao
Sejam
ail @12 - Qlp
T1 b1
a1 Q22 - Q2p )
A= . x= eb=| :
Ty, bm
Am1 Am2 o Qmn

Entao, o sistema B pode ser reescrito como Ax = b. Neste contexto, a matriz
A é dita a matriz de coeficientes e a matriz[A b] é dita @ matriz aumentada
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do sistema linear apresentado na Equacao B1 .

Considere o sistema linear Az = b, onde A € M,,, ,(K),b € M,,1(K) e x €
M, 1(K) . Se [A | b] éamatrizaumentada e 27 = [z1, ..., x,] entdo,

O paraj=1,2,...,n,avariavel z; corresponde a coluna Col;([A b])j.

0 o vetor b a coluna Col,41([A b])].

@ Definicao

A solugao de Az = b € o vetor o para o qual Az, € igual a b. O conjunto de
tais vetores é dito o conjunto solu¢ao do sistema .

1 2 1
Por exemplo, o conjunto solucao de Az =b,comA= |1 4 2 |eb=]0
4 1 2
0
e{|l o |}
1

@ Definicao

Considere o sistema linear Az = b. Entao, este sistema linear é dito consis-
tente se admite uma solucao e é dito inconsistente se nao admite solugao.

Por exemplo, o sistema homogéneo Az = 0 & sempre consistente pois 0 é uma
solucao, o sistema z +y = 2,2z + 2y = 3 & inconsistente.

@ Definicao

Considere o sistema linear Az = b. Entao, o correspondente sistema linear
Az = 0 é dito sistema homogéneo associado. O vetor 0 &€ sempre uma solu-
¢ao do sistema homogéneo associado.
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Teorema

Considere o sistema linear homogéneo Az = 0.

Entdo, z = 0, 0 vetor zero, € sempre uma solucao, denominada solucgao
trivial.

Seja u # 0 uma solucao de Az = 0. Entao, y = cu também é uma
solugao, para todo ¢ € K. Uma solucao nao nula é dita a solugao nao-
trivial. Observe que nesse caso se o sistemas admitir uma solucao nao-
trivial (e o corpo for infinito) o sistema Ax = 0 possui um ndmero
infinito de solucoes.

k
Sejawuy,...,u; solucdes de Az = 0. Entdo, Zaiui também é a solucdo
=i
de Az = 0, para cada escolhadea; e K,1 < < k.

. 1 . 1 p - .
Exemplo 15. Seja A = ) ] Entdo, x = [ ) ] é a solugao ndo-trivial de

Az = 0. <

Sejam u # v solucoes do sistema nao-homogéneo Az = b. Entao, xp, = u —v é
uma solucao do sistema homogéneo associado Az = 0. Ou seja, quaisquer duas
solucoes distintas de Az = b diferem por uma solucao do sistema homogéneo
associado Az = 0. Ou equivalentemente, o conjunto solucao de Az = b é da
forma , {x¢ + =}, onde xy & uma solucao particular de Az = b e x, € uma
solucao do sistema homogéneo associado Az = 0.

Operagoes Elementares por Li-

nhas

Definicao

Seja A € M, »(K). Entao, as operagoes elementares por linha sao

E;;: Troca a i-ésima e a j-ésima linhas, ou seja, troca A[i, :] e A[j, :].

Eyx(c) para ¢ # 0: Multiplica a k-ésima linha por ¢, ou seja, multiplica
Alk, :] por c.

E;j(c) para ¢ # 0: Troca a i-esima linha pela i-esima linha mais c-vezes
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a j-ésima linha, ou seja, troca Ali, :| por Ali, :] + cA[j,

@ Definicao

Duas matrizes sao ditas equivalentes por linha se uma pode ser obtida da
outra por um nimero finito de operacoes elementares por linha.

@ Definicao

Os sistema lineares Az = b e Cx = d sao ditos equivalentes por linha se
suas respectivas matrizes aumentadas, [A  b] e [C' d], sao equivalentes por
linha.

@ Proposicao

Seja Cx = d o sistema linear obtido de A= = b aplicando uma Unica ope-
racao elementar por linha. Entao, Az = b e Cx = d possuem 0 mesmo
conjunto solugao .

Demonstragcdo. Demonstraremos o resultado para a operacao elementar por linha
E;i(c) com ¢ # 0.

Nesse caso, o sistema Az = b e Cx = d difere somente na j-ésima equacao.

Devemos mostrar que y satisfaz a j-ésima equacao de Az = b se e somente se y
satisfaza j-ésimaequagdode C = d.Sejay” = [ay, ..., a,,]. T Entdo,aj-ésimaea

k-ésima equacoes de Ax = bsao ajiaq+- - -+aj,an = bj € agroq+- - - +agn oy, = by.

Consequentemente, temos que 0s «; satisfazem
(aﬂ + cakl)cn + -+ (ajn + ca;m)ozn = b; + cby. (B.2)

Entdo por definicao a j-ésima equacao de Cx = d é igual

(aj1 + cagi)zr + - - + (ajn + capn)Tn = bj + cby. (B.3)
Consequentemente, usando a Equacao B.2, temos que y* = [a1, ..., a,] também
& uma solucao para a Equacao B.3. Agora, usando um argumento similar temos
que se 27" = [B4, ..., Bn] € a solucdo de Cz = d entdo também é a solucao de
Ax = b. [ |

Por inducao temos
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@ Teorema

Sejam Az = b e Cx = d dois sistema lineares equivalentes por linha. Entao,
eles possuem o0 mesmo conjunto solucao.

@ Definicao

Uma matriz E € M,, ,,(K) é dita matriz elementar se for for obtida aplicando
exatamente uma operacao elementar por linha a matriz identidade I,,.

As matrizes elementares sao de trés tipos e correspondem as operacoes ele-
mentares por linha.

Ey; = I,—e;e] —eje] +e;e] +ejel: Matriz obtida aplicando a operagao
elementar por linha E;; a L,,.

Ex(c) = I, +(c—1)erel para c # 0: Matriz obtida aplicando a operacao
elementar por linha Ex(c) a I,,.

Eij(c) = I, + ceie;fp para ¢ # 0: Matriz obtida aplicando a operagao
elementar por linha E;;(c) a I,.

Logo, quando uma matriz elementar & multiplicada a esquerda por A4, obtemos o
mesmo resultado que quando realizamos a operacao elementar por linha corres-
pondente em A.

@ Proposicao

Seja A e B duas matrizes equivalentes por linha. Entao, existem matrizes
elementares E, ..., Ey taisque B = FE; --- B, A.

Demonstracdo. Pela definicao de linha equivaléncia, B pode ser obtida de A por
um numero finito de operacoes elementares por linha. Mas cada operacao ele-
mentar por linha corresponde a multiplicagao a esquerda por uma matriz elemen-
tar. |

@ Definicao

Seja A uma matriz nao nula. Entao, em cada linha nao nula de A, a entrada
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nao nula mais a esquerda é dita a entrada pivo. A coluna contendo o pivo é
dita coluna pivotal.

Por exemplo, as entrada ajs € asz SA0 PiVOS em A = . Logo, as

o O O
o O W
N O
= O N

colunas 2 e 3 sao colunas pivotais.

@ Definicao

Dizemos que a matriz esta na forma escalonada por linha

se as linhas nulas estdao na parte inferior da matriz;

se 0 pivo da (i + 1)-ésima linha, se existir, esta a direita do pivot da
i-ésima linha.

se as entrada abaixo do pivd numa coluna pivotal sao 0.

@ Definicao

Dizemos que a matriz C' esta na forma escalonada reduzida por linhas

se C é esta na forma escalonada,
se 0 pivo de cada linha nao nula é 1,

se toda outra entrada em cada coluna pivotal for zero.

Aqui estao os fatos basicos sobre a formas escalonadas reduzidas por linhas.

@ Teorema

As matrizes A, B € M,, ,(K) sao equivalentes de linha, denotadas por A ~
B, se uma pode ser obtida uma da outra por uma série de operacoes de
linha elementares .

A equivaléncia de linha € uma relacao de equivaléncia.

Uma matriz A é equivalente a uma e apenas uma matriz R que esta
na formas escalonadas reduzidas por linhas. A matriz R & denominada
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formas escalonadas reduzidas por linhas de A.
A=FE;---EyR

onde E; sao as matrizes elementares necessarias para reduzir A para
a formas escalonadas reduzidas por linhas.

A é invertivel se, e somente se, sua formas escalonadas reduzidas por
linhas for uma matriz de identidade. Portanto, uma matriz é invertivel
se e somente se for o produto de matrizes elementares .

As entradas ai1,a09,...,a,, Sa0 chamadas de entradas diagonais de
A. Eles constituem a diagonal principal de A.

A é dita uma matriz diagonal, denotado diag(a11, .-, @nn), S€ a;; =0

por i # j.
Entao, A = diag(l, ..., 1) é denominada matriz de identidade, de-

. 0 1

nominada I, ou, em suma, I.. Por exemplo, I = [0 1] e Iy =

1 0 0

01 0

0 0 1

Se A = al, para a € K, A € denominada matriz escalar.
A é dita matriz triangular superior se a;; = 0 para ¢ > j.
A é dita matriz triangular inferior se a;; = 0 para i < j.

A é dita triangular se for uma matriz triangular superior ou inferior.

01 4 0 0 O
Exemplo 28. Porexemplo, | 0 3 —1 | étriangularsuperior, | 1 0 0 | étri-
0 0 -2 0 1 1

angular inferior e as matrizes 0, I sGo matrizes triangulares superiores e inferiores.
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T-aniquilador, 269
T-invariante, 118

associativa, 13
elemento neutro, 13
gerado, 16
homomorfismo, 88
ideal, 29
identidade, 15
inteiros, 28

ordem, 16

zero, 15

abeliano, 15

acidental, 102

adjunta, 183

aniquilador, 228, 269

anti-simétrica se, 303

anula, 227

aplicacao, 288

composta, 289

autoespaco, 221

autoespaco generalizado, 222

autoespaco generalizado associado
ao polindbmio, 234

automorfismo, 89

autovalor, 221

autovetor, 221

autovetor generalizado, 222

avaliacao, 147

bandeira, 84
maximal, 85

base, 59

base ciclica, 250

314

base de Hilbert, 174
base de Jordan, 247
base dual, 145
base ordenada, 79
bem ordenado, 297
bijetiva, 288

cadeia, 297
cadeia ascendente, 84
candnico, 102
cardinalidade, 16
ciclo, 17
classe, 131
classe de equivaléncia, 293
coeficiente de Fourier, 178
coeficientes, 45
coeficientes do polindmio, 30
combinagao linear, 45
commutativo, 28
complementar, 287
complemento, 75
completo, 186
complexificacao, 124
complexificacao da transformacao,
125

complexo de cadeias, 107

exato, 107
componentes, 80
composta, 289
comprimento, 166
comprimento da bandeira, 85
comutativo, 15
concatenacao, 117
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conjunto limitado superiormente,

297

conjunto parcialmente ordenado,
296

conjunto solucao, 306

conjunto totalmente ordenado, 296

conjunto vazio, 287
consistente, 306
converge, 185
conucleo, 139
coordenadas, 80
corpo, 24

cota inferior, 297
cota superior, 297
ciclica, 250

ciclico, 250

descomplexificacao, 122
determinante, 205, 211
diagonal principal, 301
diagonalizavel, 237, 238
diferenca, 287

dimensao, 63

distancia, 171

divisores de zero, 25
divisores elementares, 275
dominio de ideais principais, 30
dominio de integridade, 28
diade, 149

elemento maximal, 297
elemento minimal, 296
elemento maximo, 296
elemento minimo, 296
elemento neutro, 15
endomorfismo, 89
epimorfismo, 89
equivalentes, 216
escalares, 45
espaco bidual, 147
espaco de Hilbert, 186
espaco dual, 143
espago métrico, 172
espago quociente, 131
espacos
independentes, 72
espectro, 221

estabiliza a bandeira, 229
estabiliza estritamente a bandeira,

229
estrutura algébrica, 14
estrutura complexa, 123
exato, 107

funcional, 143
funcional linear, 88, 143
funcao, 288
composta, 289
inversa, 288

grau, 30
grupo, 15

grupo de permutacoes, 17

hiperplano, 146
homogéneo, 305
homomorfismo, 14

ideal, 29

ideal gerado, 29
identidade, 28, 89
igual, 287

imagem, 92, 289
imagem estavel, 249
imagem inversa, 289
inconsistente, 306
independente, 72
injetiva, 288
interseccao, 287, 290
invariante, 118
inverso, 14
isomorfismo, 89, 100

limitado inferiormente, 297
linearmente dependente, 58
linearmente independente, 58

mapa natural, 147
mapa nulo, 89

matriz, 301

matriz aumentada, 305

matriz canonica racional por
divisores elementares, 275

matriz companheira, 271

matriz da transformacao linear, 112
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matriz do sistema, 49

matriz mudanca de base, 81
maximal, 85

monomorfismo, 89
multiplicacao, 24
multiplicidade algébrica, 225
multiplicidade geométrica, 225
maximo divisor comum, 33
métrica, 172

monico, 30, 33

natural, 102
nilpotente, 98, 248
norma, 166, 168
nulidade, 92
nao-homogéneo, 305
nlcleo, 92

nucleo estavel, 249

operador linear, 88
ortogonais, 165
ortogonal, 172
ortonormal, 172

permutacoes pares, 20
permutagoes impares., 20
perpendiculares, 165
polindmio, 30
polindmio caracteristico, 224
polindmio minimal, 228
posto, 83, 92
produto

cartesino, 291
produto cartesiano, 288, 291
produto direto, 70
produto interno, 162
projecao canonica, 132
projecao natural, 132

raiz de multiplicidade, 35

raiz maltipla, 35

raiz simples, 35

real, 263

relagao, 292

relagao de ordem parcial, 296
representante, 131
representante da classe, 294

reticulado, 69

semelhantes, 218
separavel, 189
sequéncia de Cauchy, 186
sequéncia exata curta, 108
simétrica, 303
sistema

equacoes lineares, 305

sistema homogéneo associado, 306

sobrejetiva, 288

solucao, 306

soma, 68

soma direta externa, 71
soma direta ortogonal, 180
subanel, 29

subconjunto, 287
subcorpo, 25

subespaco T-ciclico, 268
subespaco afim, 127
subespaco ciclico de T, 271
subespaco gerado, 55
subespaco ortogonal, 172
subespaco vetorial, 52
subgrupo, 16

subgrupo normal, 16

tabela de Cayley, 11
transformacao

nilpotente, 98
transformacao afim, 129
transformacao linear, 88
transformacao nula, 89
transposta, 303
triangularizavel estritamente

superior, 229

triangularizavel superior, 229

unipotente, 248
unitario, 166
uniao, 287, 290

vetor

ciclico, 271
vetor coluna, 48
vetor ciclico, 250
vetores, 45
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vetores linhas, 47 angulo, 165
indice, 222, 234
zero, 28 indice de nilpoténcia, 250
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Espacos Vetoriais

R(B), fungoes integraveis, 48 K", espaco de coordenadas, 46
V, 50 M, »(K), espago das matrizes
C(I), fungoes continuas em 1, 48 m X mn, 47

V4, espaco de funcoes vetoriais, 47 Seq(K), sequencias, 48

K[z], polinmios em uma variavel, 48 solucdo de um sistema de equacdes
K, corpo, 46 lineares homogéneo, 48
KS, espaco de funcoes, 46 solucoes de EDQ’s, 49
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