ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTA 1

Espacos Vetoriais

1 — Determine se sao espacos vetoriais

[a] Oconjuntode paresde numeros reais
em R? da forma (0, y).

[b] O conjunto de todas as matrizes 2 x 2

da forma
a a+b
a+b b

O conjunto das matrizes 3x3 triangu-
lares superiores, i.e, 0 conjunto das
matrizes da forma:

S O Q
o A
~ 0 O

2 — Seja V um espaco vetorial. Use os axi-
omas de espaco vetorial para provar que se
veVeneNentao

n=v+...+v.
——

n parcelas

3 — Seja V um espacgo vetorial. Sejam
u,v € V nao nulos. Prove que v € multiplo
de u se e somente se, u € multiplo de v.

4 — Em R? mantenhamos a definicao de
produto av de um numero por um vetor mas
modifiquemos, de trés maneiras diferentes,
a definicdo de soma u + v de vetores u =
(x,y)ev = (x,y’). Em cada tentativa, di-
zer quais axiomas de espaco vetorial conti-
nuam validos e quais sao violados:
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[a] u+v=(x+y, x"+y)

b] u+v=_(xx,yy)
u+v=_(3x+3x’,5x +5x’).

5 — Defina a média u ~ v entre dois veto-
res u,v no espaco vetorial V. pondou x v =
%u+ %v. Prove que (uxv)xw=ux(v+w)se
e somente se, u = w.

6 — Dados os espacos vetoriais V;, V,, con-

sidere o conjunto V = V; x V, (produto car-
tesiano de V; por V,), cujos elementos sao
os pares ordenados v = (v;,v,), com v, € V;
e v, € V,. Defina operacdes que tornem V
um espaco vetorial. Verifique a validade de
cada um dos axiomas.

7 — Dado C[—1,1] o espaco das funcoes
continuas em [—1,1]. Quais dos seguintes
funcionais sa o lineares

(@] f— [ f(x)dx

[b] £ [ F2x)dx
f — £(0) (delta de Dirac)

@ f - f_llf(x)g(x)dx com g(x) uma

funcao continua fixa.

8 — Dado K o conjunto de todas as
sequéncias com a;eK com adicao o coor-
denada a coordenada e multiplicagao o por
escalares coordenada a coordenada. Quais
dos seguintes conjuntos sa o subespacos:

[a] O conjunto das sequéncias com ape-
nas um numero finito de coordena-
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das diferentes de zero.

[b] Nenhuma coordenadaiguala 1
Nos préximos itens K = R

O conjunto das séries de Cauchy, ou
seja, as sequencias tais que dado € >
0 existe N > 0 tal que
|x, —x,,| <€ paran,m> N.

[d] Assequénciastaisque Y. |a,| < oo

[e] Assequéncias limitadas.

9 — Dado K um corpo finito com q elemen-
tos. Quantos elementos possui 0 espaco ve-
torial K". Quantas solugdes possui a equa-
cao > a;x;=0?

10 — Seja P,(x) o conjunto de todos os po-
linbmios com coeficientes num corpo F de
grau menor igual a n. Mostre que:

[a] 1,x,..x" é uma base para L. As co-
ordenadas do polindbmio nessa base
sa0 0s seus coeficientes.

[b] 1,x—a,(x—a)?%....(x—a)" uma base
de L. Se char(K) = p > n entao as co-
ordenadas do polinbmio nessa base
sdo {f(a), (), 52,... 5¥

n!

11 — Dado V um espaco vetorial sobre F.
Prove que:

[a] Ov = 0 paratodo v € V. Descreva
os diferentes significados de 0 nessa
equacao.

[b] Serv=o0entaoour=00uv=0.

Serv=ventdoouv=0o0ur=1.

12 — Considere o subconjunto S das fun-
coes de F(R,R) que sao solucoes da equa-
caodiferencial linear homogénea de ordem

n com coeficientes constantes

YOO +a, y ()4 +ay () +agy(t) =0

onde ay,ay,...,a, ; € R. Mostre que S é um
subespaco vetorial de F(R, R).

13 — Prove que ainterseccao de subespa-
cos vetoriais € um subespaco vetorial.

14 —

[a] Prove que os unicos subespacos de
R, sS40 0 proprio R e o subespaco nulo

[b] Prove quetodos os subespagos de R?
S840 0 proprio R, o subespaco nulo ou
0 subespaco consistindo de um mul-
tiplo de um vetor fixo em R.

Quais sa o todos os subespacos de
R3?

15 — Dados W; e W, dois subespacos de
um espaco vetorial V tal que a uniao deles
seja subespaco. Prove que W; c W, ou que
W, C W,.

16 —

[a] Dado S um subconjunto de um es-
paco vetorial V defina o subespaco
gerado por S: span(S) = (S).

[b] Prove que os vetores v,, v, sao L.l se
e somente se (v;)()(v,)=0.

Prove que (v;)()(v,)(vs) =0nao
implica que os vetores vy, v,, v; Sejam
L.I..

Dado S = {sy,...,s,} C V. Prove que
S € L.I. se e somente se span(S\s;) #
span(S) para todo s;eS.

Prove que se A, B C V. Entdo span(A)+
span(B) = span(A( | B).

[o]

[o]  [e]
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Prove que se B € base para V e span(‘B,).
B = B,| |B, entdo V = span(B,) &
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