ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTA4

Quociente e Dual

1— SejaV = (0,00), dados x,y € V e
a € R defina as operacoes:

Xty =x-y

a-x:=x“

Verifigue que V com essas operagoes € um
R-espaco vetoriale que T : V — R dada por
T(x) = In(x) € uma transformacao linear.

2— Seja T : U — V uma transformacao li-
neare U’ C U,V’ C V subespacos vetoriais.
Mostre que T (U’) € um subespaco de V e
que T~} (V") (pré-imagem de V’ por T) é um
subespaco de U. Conclua que Im(T) € um
subespaco de V e ker(T) € um subespaco
de U.

3 — Seja P,(K) o espac¢o dos polindbmios
de grau menor que n e seja A, 0 operador
diferenca

h) —
Ap(x)) = BV ZPE)

sendo h um numero fixo ndo nulo. Ache o
kernel e aimagem desse operador.

Espacos Quocientes

4 — (Teorema de Isomorfismo) Prove que
dada T : U — V uma transformacao linear,
entao temos:

ker(T) ~Im(T)
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5 — Dados M, N c L. Prove que a seguinte
aplicacao ¢ um isomorfismo linear

(M+N)/N - M /(MNN) : m+n+N — m+MnNN

6 — Prove que R"/R é isomorfo a R™ .,

7 — Dado L um subespaco de V. O con-
juntov+S ={v+s:s e S}échamado su-
bespaco afimde V.
[a] Quando um subespago afim de V &
subespaco de V?
[b] Mostre que dois subespagos afim x +
S e y + S ou sdo iguais ou disjuntos.

8 — Seja V o espaco das funcoes reais
continuas no intervalo fechado [a,b], V =
Cla,b] e sejaW = Const[a, b] 0 espaco das
funcoes constantes em [a,b]
[a] Prove que Const[a, b] &isomorfoaR
[b] Prove que V/W é isomorfo ao es-
paco vetorial das funcdes continuas
em [a, b] que se anulam em a.

9 — Dado L = M & N. Entao a aplicacao
canonica

M—>L/N:m—m+N

é um isomorfismo.

10 — Dados S, T,U c V. Mostre que se
U c S, entao

SN(T+U)=(SNT)+(SNU)
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11 — Dadort € £(V,W). Mostre que T € iso-
morfismo se e somente se 1 leva base em
base.

12 — Dados dois espacgos vetoriais V,W
sobre F. Definimos V W como o conjunto
{(v,w) : v € Vew € W} munido das opera-
coes

(v, wi) + (o, wy) = (v + vy, wy + W)

Ala, b) = (Aa, Ab).

Prove que VEBW € espaco vetorial. O espaco
V BW é chamado soma direta externa de V
ew.

13 — Seja V = A+ B e seja a soma direta
externa E = A®E B. Defina a aplicacao 7 :
ABB —»>A+Bcomo:(a,b)=a+b. Prove
quetalélinear. Qual o kernelde t? Quando
T € um isomorfismo.

14 — Dado 7 :V — W, adim(im(7)) é cha-
mado de posto de 7 (o posto de T é deno-
tado rk(7)). Prove que:
[a] Sedim(V) < coce 7 € LV,W)e
rk(7?) = rk(7) entdo im(7) Nker(7) =
{0}.
[b] Dadort € £(U,V)e o € £(V,W)entao
rk(o7) < min{rk(o), rk(7)}.
Se 1,0 € £(V)e 1 é invertivel entao
rk(ot) =rk(ro) =rk(o).
[d] Se t,0 € £U,V)entao rk(t + o) <
rk(7) + rk(o).

15 — Dado 7 € £(V;,W;) e rk(7?) = rk(7)
mostre que im(t) Nker(7) = {0}.

16 — Dado L um espaco vetorial n-
dimensional e M c L um subespaco m-

dimensional. Prove que existem um nu-
mero finito de funcionais fi,..., f,_,eL* tal

que M ={l|f,(1) =....fr_m(l) = O}

17 — Dado S um subespaco de V. e seja
{s1,84,....,5,} uma base para S, como voce
construiria a partir dessa base uma base
paraV/S.

18 — Dado 7 € £(V)e S um subespaco de
V. Defina a aplicacaot’: V/S — V /S por

Tv+S)=1v+S

Quando 1’ esta bem definida e é uma apli-
cacao linear? Quais sdo im(t’) e ker (7’).

Espacos Duais

19 — Seja V um C-espaco vetorial e sejam
f,g € V*taisque a funcao h dada por h(u) =
f(u)- g(u), também seja um funcional linear
sobre V. Mostreque f =00ou g =0.

20 — Seja W C (R*)* um subespaco for-
mado pelos funcionais f : R* — R tais
que ker f contém os vetores (1,0,3,—2) €
(0,1,3,0). Ache uma base de W.

21 — Sejamu,v € V com a seguinte propri-
edade: “sempre que T(u) =0entao T(v) =
0, para T € V*". Mostre que v = au para al-
guma € K.

22 — Seja V um espaco vetorial arbitrario
sobre K e B = {v;},; uma base de V. Para
cada i € I, defina um funcional linear v} :
V — Ktalque v/ (v;) = §;;.

[a] Mostre que {v;};; €Ll
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[b] Mostre que {v},c; € uma base de V*
se e somente se I for finito.

23 — Pode um funcional linear sobre os
complexos assumir apenas valores reais?

24 — Defina um funcional a em C3tal que
a((1,1,1)=0ea(1,1,3)=0.

25 — Dado a um funcional linear ndo-nulo
num espago vetorial V de dimensao n.
Prove que C = {x : a(x) = 0} € um espago
vetorial. Qual a dimensao de C?

26 — Calcule todos os funcionais lineares
de 7. Qual a dimensao do espaco dos fun-
cionais lineares sobre 73?

27 — SejaT € £(V), eseja L Cc V o subes-
pacode Vtalque L ={v: f(T(v)=0,Yf €
V*}. Prove que L = ker(T).

28 — Seja T afuncao de R* em R? definida
por:

@ Verifique que T é uma transformacao
linear

[b] Determine aimagem de T
Determine o postode T

29 — Dado M,,,(K) o espaco vetorial das
matrizes n x n sobre K e seja B uma ma-
triz fixa em M, (K). Se T(A) = AB—BA,
prove que T(A) é uma transformacéao linear
de M,,.,(K) em M, (K). Determine aimagem
e o postode T.
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30 — Mostre que P(Q) nao é isomorfo ao
seu dual. (Observe que neste caso nao da
para usar o mesmo argumento do exercicio
anterior)

31— Sejam a,,...,a, € R numeros reais
diferentes dois a dois. Mostre que existe
uma unica (n+1)-upla (1,,...,1,) € R™! tal
que

p'(0)= Z)\kp(ak) paratodo p € P,(R).

k=0

32 — Encontre as bases duais e biduais de
cada uma das seguintes bases de R®.

[a] {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
[b] {(1,—2,3),(1,—1,1),(2,—4,7)}

33 — Seja W um subespaco proprio de um
espaco vetorial V de dimensao finita e con-
sidere f € W*. Mostre que existe g € V* tal
que g(w) = f(w) paratodow € W.

4 — Sejam V um espaco vetorial sobre K,
um hiperplanode V e v, € V. Chamamos
0 conjunto

vo+H={vo+Vv|veH}

de hiperplanoafimde V. Mostrequese f €
VY, f#0eaecKentdo{veV|f(v)=a}ée
um hiperplano afim.

35 — Seja V um espaco vetorial de dimen-
sdo finita. Mostre que todo subespaco pro-
prio de V é uma intersecao finita de hiper-
planosde V.



ALGEBRA LINEAR AVANCADA

36 — Sejam W, e W, subespacos de um K-
espaco vetorial V de dimensao finita. Mos-
tre que

[a] W +W)° =w)nW,)
[b] (W nWy)° =W+ W,

37 — Seja V um K-espaco vetorial. Prove
que:
[a] Se S C W eambos sao subconjuntos
de V entao S° 2 w°.
[b] Se S € Vé um subconjunto, entao
S0 =(s)°.
Se S,W C V sdo subespacos de V en-
tdo S = W se e somente se S° = W°.

[d] SesS éum subespago de V entao que
(V/S)* ~S°,

38 — Seja V um K-espaco vetorial de di-
mensao finita, SC Ve ®:V — V* oisomor-
fismo (definido em sala de aula) que leva
v— ¢,onde ¢, : V* - KedadoporT —
¢,(T) = T(v). Mostre que S € um conjunto

gerador de &~ ((80)0).

39 — Seja V um espaco vetorial arbitrario

sobre K. Mostre que a injecao ® : V — V**
(veja Exercicio anterior) € um isomorfismo
se e somente se V tem dimensao finita.

40 — Seja W o conjunto de todos os veto-
res(xy,...,x,)emK"taisque x;+...+x, =0

@ Mostre que W € um subespaco veto-
rial de K.

[b] Prove que W° consiste dos funcionais
lineais da forma

n
f(xl,....,xn)chxj
=1

Mostre que o espaco dual W* de W
pode ser identificado com os funcio-
nais lineares

flxy,...

em K" que satisfazem ¢; +...+¢, = 0.

X)) =Cxq+....+C X,

41 — Sejam X um conjunto, K um corpo e
F(X,K) o espaco vetorial de todas as fun-
coes de X em K. Seja W um subespaco de
dimensao n de F(X,K). Mostre que existem
elementos x,, ..., x, € X e fungoes f,, ..., f, €
W tais que f;(x;) = 6;; parai,j=1,...n.
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