ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTAS

Autovalores e Autovetores

1 — Decida se o operador linear T : K" — K" é diagonalizavel. Em caso positivo, calcule
uma base de autovetores e a sua forma diagonal.

[a] [T]gz( _21 ?)coszc

—4 -1

B _ —

[b] [T]B—( 4 0 )comK_R
6 —3 —2

[TIE=| 4 -1 —2 |comK=R,C
10 -5 -3

2 — Prove que
[a] SeA,,..., A, sdoautovalores de T entao Af, ..., A* sdo os autovalores de T*.
[b] SejaV um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechado e seja T : V — V um opera-

dor linear. Prove que a € um autovalor de p(T) se e somente se a = p(A) para algum
A autovalorde T.

3 — Prove que o polindmio caracteristico da transposta de um operador T* coincide com
0 polindbmio caracteristicode T.

4 — Seja T : V — V um operador linear. Mostre que se dim Im(T) = m, entao T tem no
maximo m + 1 autovalores.

5 — Sejam T,S : V — V operadores lineares. Suponha que v € autovetor de T e de S asso-
ciado aos autovalores A,, 1, de T e S, respectivamente. Ache um autovetor e um autovalor
de:

[a] aS+BTondea,B €R

@ SoT
6 —
@ Mostre que se B, M € M, (K)com M invertivel, entao (M 'BM)" = (M~'B"M) para todo
neN.
[b] CalculeA”, neNondeA= 2
' 3 13 )
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0 7 —6
SejaA=| —1 4 0 |e M,(C). Dadon € N determine B € M,(C)talque B"=A
0O 2 =2
2 0 —2 S
7— SejaA=| 1 1 —2 |calculeA®®, AgorasejaB=| —1 2 0 [consegue cal-
3 0 =3 3 -2 0

cular B2929? Dica: Pela divisao euclideana de x* por P; temos que x* = P5(x)q,(x) + r(x)
onde r, = 0 ou deg(r,) < deg(Pg). Encontre r,.

8 — Seja T : P,(R) — P,(R) tal que

0
0
—1

[T]S =

o o=
oS = O

onde B = {3x?,—3,3x} e C = {x% x, 1}. Mostre que T é diagonalizavel.

9 — Em J(R,R) considere as fungoes f,(x) = e* sin(x), f,(x) = e** cos(x) e f;(x) = e**, 0
subespaco S = (fi, f5, f3) € o operador linear D : S — S definido por D(f) = f'. Determine:
[a] Amatrizde D emrelagao a base B = {f,, f,, f;} de S.

[b] Osautovalores de D e as fungoes de S que sao autovetores de D.

10 — Seja T : V — V (dimV < oo) um operador diagonalizavel cujos autovalores tém mul-
tiplicidade algébrica 1.
[a] Prove que qualquer operador G : V — V tal que GT = TG pode ser representado
como um polinbmioem T.

[b] Prove que a dimenséao do espago vetorial formado por tais operadores (operadores
que comutam com T) ¢ igual a dimensao de V.

11— Sejam S, T : V — V operadores diagonalizaveis que comutam. Entao eles sao simul-
taneamente diagonalizaveis, i.e. existe uma base B de V tal que B consiste de autovetores
deSedeT.

12 — SejamV umK-e.v.dedimV < coe T : V — V um operador linear. Suponha que T co-
muta com todo operador diagonalizavel. Prove que T € um multiplo escalar da identidade.

5 de dezembro de 2020



ALGEBRA LINEAR AVANCADA

13 — Sejam € R e Aa matriz dada por

1+m 1+4m 1
A= —m —m -1
m m—1 O

[a] Encontre os autovalores de A.
[b] Para que valores de m a matriz A é diagonalizavel?
Determine, de acordo com os diferentes valores de m, o polindbmio minimal de A.

14 — Fixemos um vetor nao nulo a € R® e definaaaplicacao T : R* - R®*por T(v) =a x v
(produto vetorial).

[a] Prove que T é uma transformacao linear.
[b] Determine os autovalores e autovetores de T.

15 — Considere uma matriz real simétrica A de ordem 3 com determinante igual a 6. Supo-
nhaqueu = (4,8,—1) e v = (1,0,4) sejam autovetores desta matriz associados aos autova-
lores 1 e 2, respectivamente. Decida se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas:

[a] Osautovalores de Asao apenas1e 2.

[b] O produto vetorial u x v & autovetor de A.
O vetor (5, 8, 3) é autovetor de A.

[d] Apode nao ser diagonalizavel.

16 — Prove que se T : V — V & um operador linear, entdo ker T, Im(T) sdo subespacos
T-invariantes. Se A for um autovalor de T entao Aut;(A) € um subespaco T-invariante.

17 — Prove que a soma e a interseccao de subespacos T-invariantes € T-invariante.

18 — Prove que se umoperador T € £(V)com dimV < oo € um isomorfismoentdao T e T
possuem 0s mesmos subespacos invariantes. Vale em dimensao infinita?

19 — Mostre que se todo subespaco de V for T-invariante entdo T = AI para algum A € K.

20 — Mostre que W C V é um subespaco invariante para T € £(V) se e s6 se W° é T*-
invariante.
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21— Sejam T,G : V — V operadores que comutam. Mostre que ker T, Im(T) e Aut;(A) sao
G-invariantes.

22 — SejamV umK-ev.dedimV =n, T : V — V um operador linear, W C V um subespaco
T-invariante. Mostre que py,, | Py € my, | m;. Dica: lembre que se A € M, (K) é diagonal por

blocos
B C
=5 5):

o
onde B € M,(K)e D € M,_,(K), entao A" = ( % gn )

23 — Sejam T : V — V umoperadorlinear, W € V. umsubespaco. Entao W & p(T )-invariante
para todo polinébmio p € K[x] se e somente se W for T-invariante.

24 — Seja m : V — V um operador proje¢ao nao trivial (i.e., © # 0, € m # I;) mostre que
2
m, =x°—Xx.

25 — Seja V um C-espaco vetorial. Se o polindmio caracteristico de uma transformacao
linear T : V — V & x> — x — 1, entao é correto afirmar que:

[a] T nao é necessariamente inversivel.
[b] Téinversivele T™' =T +1.
Nao existe T com tal polindmio caracteristico.

[d]| T éinversivele T™' =T —1.
[e] T éinversivel, masnenhuma dasférmulas paraainversade T nos outrositens é valida.

26 — Seja T € L(V).
[a] Mostreque T : V — V é um operador linear nao injetor se e somente se 0 € um auto-
valorde T.
[b] Mostre que T ¢ inversivel se e somente se o termo independente de seu polindmio
minimal & nao-nulo.
Nestas circunstancias, T-! € um polindbmio em T, i.e., existe p(x) € P(K) talque T! =
p(T).

27 — Seja Auma matriz complexa tal que A* = I para algum inteiro k. Prove que A ¢ diago-
nalizavel.
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28 — Prove que uma matriz n x n sobre C que satisfaz A> = A pode ser diagonalizada.

29 — Encontre todas as possibilidades para o polinobmio minimal de um operador T : R®> —
R> com polinébmio caracteristico P, dado. E possivel concluir que algum deles é necessari-
amente diagonalizavel?

[a] pr(x)=(x—3)°(x —2)?
[b] pr(x)=(x—1)(x—2)(x —3)(x —4)(x —5)
pr(x)=(x-1)" m=1

30 — Seja V. umespaco vetorial sobre um corpo K algebricamente fechadoesejaT : V — V
um operador. Prove que T é nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem
iguais a zero.

31 — Seja V um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechado e 4,,...,A, € K 0s auto-
valoresde T e g(x) = (x — A;)---(x — A,). Mostre que q(T) € nilpotente. Qual o indice de
nilpoténcia?

32 — Dado T, G operadores lineares num espaco n-dimensional sobre um corpo de carac-
teristicazero. Assumaque T" = 0,dimker T = 1eque GT—TG = T. Prove que os autovalores
de Gsaodaformaa,a—1,a—2,...,a—(n—1) paraalgum a € K.

33 — SejavVumK-ev. dedimV < ocoeT :V — V umoperador linear. Entao T =T, & T,
(de forma unica) onde T; € nilpotente e T, € um isomorfismo.

34 — Seja T : KN — KN dada por T(x;, x,,...) = (0, x;,x,,...). Mostre que T nao se escreve
como soma direta de um operador nilpotente com um isomorfismo.

35 — Seja T : K" — K" um operador com polindbmio caracteristico p;(x) = (x — A)". Mostre
que o operador T = A1d—T é nilpotente.

36 — Seja V um K-e.v. de dimensao finitae T : V. — V um operador linear. Se dim3(T) =1
mostre que ou T € diagonalizavel ou T € nilpotente.

37 — Se V éum C-e.v. de dimensao finitae T : V — V & um operador linear mostre que
T"! =T se e somente se T>" = T" e T diagonalizavel.
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38 — Para V espaco vetorial real de dimensao finita, uma involu¢cdo em V € um operador
linear ¢ : V — V tal que ¢ =1. Dado um operador linear T : V — V, sejam

Fix(T)={xeV:T(x)=x} e AT)={xeV:T(x)=—x}

chamados subespaco de pontos fixos de T e subespaco antipodal de T, respectivamente.
Decida se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:

[a] Se ¢ éumainvolugéo, entao det(yp) = 1.

[b] Se ¢, ¢, sao involugoes entao Fix(y; o ¢,) = ker (p; — ¢,).

Se A € autovalor de uma involugao, entdo A = +1.

[d] Se ¢, ¢, saoinvolugoes, entao ¢ o ¢, € também uma involugao.
[e] Se ¢ éumainvolugao, entao A(y) = 3(I—y).

39 — [Densidade de Gl (C)] O objetivo desse exercicio € mostrar que para quaisquern, m €
N — {0} e quaisquer matrizesA € M,,,,,(C) e B € M,,,,,(C) os polinOmios caracteristicos P,; €
P, satisfazem a seguinte relacao:

(=1)"x™ -+ Pyp(x) = (=1)"x" - Pga(x).

Em particular, para matrizes quadradas A € B temos que P,;(x) = Py, (x). Também, segue
que, amenos de A = 0, AB € BAtém 0s mesmos autovalores, com a mesma multiplicidade.

[a] Mostre que o resultado vale para Ainvertivel (e logo n = m).

[b] Mostre que Gl,(C) é denso em M, (C) com sua topologia usual.
Deduza que o resultado é valido para n = m com A nao necessariamente invertivel.

[d] Deduza que o resultado & valido para quaisquer n,m € N — {0}.
[e] Oresultado ¢ valido se considerarmos os polinébmios minimais m,; e my,de AB e BA?
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