ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTA PARA ENTREGA 1

1 — Dado o uma operac¢ao binariaem A. Mostre que:
[a] Se e é aidentidade para o, entao e é idempo-
tente (um elemento a é idempotente quando
a-a=a).
@ Se o ¢ associativa e comutativa e a, b sdo idem-
potentes entdo a o b € idempotente.

Se o é associativae a, b invertiveisentaoaob &
invertivel.

2 — Seja p(x) € K[x].Entdo a é uma raiz de multipli-
cidade m de p(x) se e somente se p(m_l)(a) = 0 mas
p™(a) # 0, onde p®(x) denota a k-ésima derivada
de p(x).

3 — Sejam p,q € K[x] nao nulos, mostre que:
[a] Se p # —q entdo deg(p + q) <
max{deg(p),deg(q)}
[b] deg(p-q) = deg(p) + deg(q)

4 — Mostre que Q(+/2) € um corpo e um espaco ve-
torial sobre Q

5 — Seja (K, +, -) um corpo. Mostre que:
[a] Se 0, e 0, sao elementos de K satisfazendo:

x+0;=xex+0,=x, Vx €K,

entao 0; = 0,. Em outras palavras, existe um
unico elemento neutro da soma num corpo
que denotamos por 0.

[b] Dado x €K, se x; e x, sdo elementos de K sa-
tisfazendo:

x+x;=0€x+x,=0,

entdo x; = x,. Em outras palavras, num corpo
cada elemento x possui um unico oposto, de-
notado por —x.

Se x; e x, sao elementos de K que satisfazem:

X1 X=x€xy -x=x, Vx €K,
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entao x; = x,. Em outras palavras, um corpo
possui uma unica unidade, que é denotada
por 1.

[d] Dado x € K com x # 0, se x; € x, sao elemen-
tos de K satisfazendo:

x-x;=1lex-xy=1,

entao x; = x,. Em outras palavras, num corpo
cada elemento ndo nulo x possui um unico in-
verso multiplicativo, denotado por x .

6 — Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K.
Mostre que:

@ O vetor nulo 0 é unico.

[b] O vetor oposto —v a cada vetor v € V é unico.

—1-v = —v para todo v € V, conclua que
—(—=v)=v.

[d| Dadosa €K, veVtemosa-v =0 a=0
ouv=0.

DadosacK,veVtemosa-v=v<a=10u
v =0.

Mostreque sex +y =z +y entdo x = z.

[e] [=] [o]

O axioma de comutatividade da soma pode
ser deduzido dos outros axiomas da definicao
de espaco vetorial

7 — Prove detalhadamente que o espaco de fun-
coes K(S) = K° € um espaco vetorial com a adicdo
e multiplicacao de funcées por um escalar sao defini-
das pontualmente:

m(f +g)s)=f(s)+ g(s) paratodos oss € S,
m(af)(s) = a(f(s)) paratodososa €K,s €S.

8 — Se S é um conjunto finito com n elementos,
quantos elementos possui o espaco vetorial Zg?



