ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTA PARAENTREGA 4

1 — Sejam
fio) = < (x = D(x = 2(x—3),
falo) = 5x(e = 2)(x =3),
o) = —x(x =1 —3),
fa() = %x(x —1)(x—2).

[a] Proveque B = (f1, f», f3, f4) € uma base para

Rzy[x].
g(0)
[b] Se g(x) €Res[x], prove que [glg = gg
g(3)

Calcule os vetores de coordenadas da base
canonica, (1, x, x2, x®) em relagao a B.

2 — Sejam U um K-espaco vetoriale T : U — U
uma transformacgéao lineartalque To T = T. Seja
W={xeU: :T(x)=x}eV={xeU:T(x)=0}
Prove que:

[a] U=WeV

[b] T(U)=W
T(V) = {0}.

3 — O Teorema do Kernel-Imagem afirmaquese T :
U — V é uma transformacao linear e dim U < oo en-
tdo dim g (ker(T)) < oo (claramente) e dim i Im(T) <
oo. Mostraremos a seguir a reciproca do teorema: Se
T : V. — W é um transformacéo linear e {uy,...,u;}
{T(v;),..., T(v;)} sao bases de ker (T) e Im(T), respec-
tivamente, mostre que {u;, ..., uy, v;, ..., v;} € uma base
de V.

4 — Sejam U e V espacos vetoriaissobreKe T : U —
V uma transformacao linear.
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[a] Mostre que se B = {u;};; for uma base de U
entao {T(u;)};c; geraIm(T).

@ Prove que T € injetora se e somente se T leva
cada subconjunto LI de U em um subconjunto
LI de V. Conclua que neste caso dimxU <
dimgV.

Mostre que T € um isomorfismo se e somente
se T leva base em base. Concluaquese U ~V
entdo dim U = dim V.

@ Prove que se o conjunto {T (u;)};c; forLiemV,
entao {u;},c; € LlemU.

5 — Sejam a,b € C numero complexos nao nulos.
Considere o conjunto das sequéncias definidas indu-
tivamente como segue:

Vi= {(Xn)nEN < CN | Vne N, Xpyg = AXpyq + bxn}

Mostre que V € um C-espaco vetorial de dimensao 2.
(Dica: encontre um isomorfismo T : V — C?)

6 — Uma sequéncia exata de K-espacgos vetoriais V;
de dimensao finita

To T T, T3 T,
Vo2 Vi—= Vo>V —-- 5V,

€ uma sequéncia de transformacoes lineares T; tais
quekerT;,,; =ImT; parai =0,...n.

. T T .
[a] Mostre que a sequéncia 0 — V; — V, & exata
se e somente se T; € injetora.

. T T .
[b] Mostre que a sequéncia V, — V; — 0 ¢ exata
se e somente se T, € sobrejetora.

Considere a sequéncia exata

To. Ty T, T3 T,
0-Vi—->V, > VsV, —0

na qual dimgV; = d;, mostre que d; + d3 =
dy +dy.



