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Uma R num conjunto X é um subconjunto R de X x X. Denotaremos
por xRy se (x, y) € R.

Uma relacao R em X é dita:
reflexiva se xRx para todo x € X
simeétrica se xRy implica yRx.

transitiva se xRy e yRz implicam xRz.

Diremos que R & uma relagao de equivaléncia se R é reflexiva, simétrica e
transitiva.



Usualmente escrevemos
a~>b

ao invées de dizer que (a, b) pertence a relacao ~.

Uma relagao ~ definida em um conjunto X é uma relagao de equivaléncia se
satisfizer, para todo a, b, c € X,

a~a.
a~b=>b~a.

a~beb~c=a~c



Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em um conjunto X, para cada x € X,
definimos a de x por ~ como

M ={yeX: y~x}



Observe que, pela reflexividade de ~, x € [x] para cada x € X.



Seja ~ uma relagdao de equivaléncia no conjunto X. Entdo, para x,y € X, sao
equivalentes:

y € [X];
x] = vk



DEMONSTRACAO. Sejam x,y € X. Sey € [x],y ~ X, entdo para cadaz € [y], i.e,

z ~y, temos, por transitividade, z ~ x, entao z € [x]. Por outro lado, pela
simetria de ~, temos x ~ y, portanto, para cada z € [x], temos, novamente por
transitividade, que z € [y]. Assim, [x] = [y]. Por outro lado, se [x] = [y], entao

y eyl =K. <



O elemento y € [x] e denominado



Seja A = {a, b, c}, e defina ~ no conjunto das partes de A Z?(A) por X ~ Yse e
somente se |X| = |Y|. E simples mostrar que ~ é uma relacdo de equivaléncia
em £(A), sob a qual #(A) tem exatamente 4 classes de equivaléncia distintas:

[0] = {0},

[{a}] = [{b}] = [{c}] = {{a}, {b} {c}},
[{a,b}] = [{a,c}] = [{b,c}] = {{a,b},{a,c},{b,c}}, e
[A] = A.



Seja X um conjunto. Entdo uma colecdo de subconjuntos P = {X;};c; € uma
particao de X se cada X; # () e cada elemento de X estiver em exatamente um
X;. Em outras palavras, P = {X;}ic; € uma particdo de X se e somente se:

X; 7& @;
Xi sao mutuamente disjuntos: XiNX; =0 parai#jcl); e

X = UIEI X,.

Os conjuntos X; sao chamados de celulas da partigao.



O conjunto {1,2,3 } possui 5 particoes: a saber,
{1,2,3 0 ({1, 2}, {3}, {{, 3}, {2}}, {{2. 3}, {n} re{{1}, {2}, {3} }

A primeira particao que mencionamos tem uma célula, as proximas trés tém
duas células e a dltima tem trés células.



Seja X tal conjunto. Entdo :

Se ~ é uma relagao de equivaléncia em X, entdo o conjunto de todas as
classes de equivaléncia de X por ~ e uma particao de X; e

Se P for uma particao de X, entdo a relagao em X definida por x ~ y se e
somente x estiver na mesma célula de P que y é uma relagdo de equivaléncia
em X.



Observe que, em cada caso, as células da particao sao as classes de
equivaléncia do conjunto na relagao de equivaléncia correspondente.

Figura 1: Uma particao induz uma relagao de equivaléncia e uma relacao de equiva-
[éncia induz uma particao.



DEMONSTRACAO.

Seja ~ uma relacao de equivaléncia em X. Claramente, as classes de
equivaléncia de X por ~ sao conjuntos nao vazios cuja uniao é X. Portanto, basta
mostrar Y N Y’ = () para cada par de classes de equivaléncia Y # Y’ de X por ~.

Sejam Y, Y’ classes de equivaléncia de X por ~ que NAO sdo disjuntas. Existe um
elementoze YNY'. Entao, [zl =Ye[z]=Y eentao Y = Y'. Portanto,se Y # Y/,
Yny =o.

Finalmente, a volta é direta. <



Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em X, denotamos por X/~ o conjunto
das classes de equivalencia de ~. A projecdo natural de X em X/~ é a
aplicagao dada por
T X = X/~ .
X — [X]



Uma num conjunto X é uma relagdo < em X com as
seguintes propriedades:

x < x para todo x € X( < é reflexiva);
sex<yey<x, entdo x = y( < é antissimétrica);
sex<yey<z entdox < z( < é transitiva).

Neste caso diremos que X é um

Diremos que < é uma relacdo de ordem total se aléem de verificar , e
também verifica

dados x,y € X, tem-se que x <youy < X.

Neste caso diremos que X é um



Se X € um conjunto, entao a relagao de inclusao € uma relagao de ordem
parcial em P(X).

A relacao de ordem usual em R & uma relagao de ordem total.



Diagramas de Hasse

0 Arelagao é reflexiva-possui lagos  pjagrama de Hasse para a ordem
em todos os nos. Nao é preciso ({2, 4,5,10,12, 20,251, |):

colocar os lacos
. . .. 12 20
o Transitiva-nao é necessario co-

locar as arestas que ilustram a 25
transitividade

o Os elementos maiores sao coloca-
dos acima.



Seja X um conjunto parcialmente ordenado, e seja A C X.

Seexistira, € Atal que a, < aparatodoa € A, diremos que a, €0
de A. Analogamente definimos

Se existir a, € A tal que a = a, sempre que a € Ae a < a,, diremos que a,
éeum de A. Analogamente definimos

Se existir c € X tal que ¢ < a para todo a € A, diremos que A é
e que c é uma de A. Analogamente definimos
e

Diremos que A é uma em X se A e totalmente ordenado sob a relagdo
de ordem parcial induzida por X.

Diremos que A é se cada subconjunto nao vazio de A possui
um elemento minimo.



Diagramas de Hasse

Diagrama de Hasse para a ordem
({2,4,5,10,12,20, 25}, |):

Elementos
——/ maximais
y

———___ Elementos
minimais

el




N, com a ordem usual, € um conjunto bem ordenado.

R, com a ordem usual, € um conjunto totalmente ordenado, que nao é bem
ordenado: o intervalo aberto (a, b) nao possui elemento minimo.



"If you are building a mathematical object in stages and find that

(i) you have not finished even after infinitely many stages, and
(ii) there seems to be nothing to stop you continuing to build, then

Zorn’s lemma may well be able to help you."
- William Timothy Gowers, "How to use Zorn’s lemma"

Seja X um conjunto parcialmente ordenado nao vazio tal que cada cadeia em
X é limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento

maximal.



Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (A, ~) € indutivo se todo
subconjunto totalmente ordenado de A tiver um limite superior em A.

O ponto crucial sobre os conjuntos indutivos é que podemos reescrever o Lema
de Zorn como:

Se um conjunto parcialmente ordenado (A, ~) for indutivo, existe um
elemento maximoal de A.



Todo conjunto nao vazio pode ser bem ordenado.

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

O Axioma da escolha.
O Lema de Zorn.

O Teorema de Zermelo.



Cardinalidade




Dizemos que dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade, denotado por
|A| = |B|, se existe uma func¢ao bijetiva f: A — B.

Portanto, A € um conjunto finito se e somente se |A| < co. Se A nao for finito,
escreveremos |A| = co.



Os conjuntosA={neZ:0<n<s5}eB={ne€Z:-5<n<o0}tema
mesma cardinalidade porque existe uma funcao bijetiva f : A — B dada por

f(n)=—n.



Existe uma bije¢ao f: N — Z. Portanto |N| = |Z|.



O fato de N e Z terem a mesma cardinalidade nos levar a querer comparar as
cardinalidades de outros conjuntos infinitos. Como, por exemplo, N e R se
comparam?

De fato, |N| # |R|. Esse fato foi descoberto vez por Georg Cantor (1845-1918), que
inventou um argumento engenhoso para mostrar que nao ha fungoes
sobrejetivas f : N — R. Isto por sua vez implica que nao pode haver bijecoes
f:N =R, entao |N| # |R|



Ndo existe nenhuma bije¢do f : N — R. Portanto |N| # |R|.

Esta € a nossa primeira indicacao da existéncia de diferentes tipos de infinitos.
Tanto N e R sao conjuntos infinitos, mas |N| # |R|.



Seja A um conjunto. Dizemos que A é infinito enumeravel se |N| = |A|, isto e,
se existe uma bijecdo N — A. O conjunto A é ndo enumeravel se A for infinito
e |N| £ |A|, ou seja, se A for infinito e ndo existir bijecdo N — A.

Assim Z € infinito enumeravel, mas R € nao enumeravel.



A cardinalidade dos numeros naturais é denotada como X,. Ou seja, |N| = X,.
Assim, qualquer conjunto infinito enumeravel tem cardinalidade X,.



Um conjunto A é infinito enumeravel se, e somente se, seus elementos
puderem ser organizados em uma lista infinita a,, a,, as, a,, . ..



O conjunto Q dos nimeros racionais é infinito enumeravel.



Dado n conjuntos infinitos enumeraveis A,,A,, A, ... ,A,, com n > 2, o produto
cartesiano A, x A, x Ay x --- x A, tambem é infinito enumeravel.



Se A e B sGo ambos infinitos enumeraveis, entdo A U B é infinito enumeravel.



Sejam A e B conjuntos, e suponha |A| = c. Se, para cada x € A, tivermos um
conjunto finito de I, C B entao |A| > | Uyca Ix|-



Comentarios Finais.



