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Operacgoes Binarias




Operacao Binaria

Seja A um conjunto ndo vazio. Uma operagdo binaria em A é uma funcao

pwiAxA—=A

0 Se a e b sao elementos de A, geralmente escrevemos ab em vez de u(a, b).
0 Expressoes como a- b, a+ b ou a* b sao usadas para enfatizar o papel da
operacgao, especialmente quando mais de uma operagao binaria estiver

sendo considerada.
o O par ordenado (A, -) significa um conjunto nao vazio equipado com uma
operacao binaria -.



Exemplos

As operagoes de adicao, multiplicacao e subtragao sao operagoes binarias
em Z, o conjunto dos nimeros inteiros.

A divisao nao & uma operagao binaria em Z, pois, por exemplo,1+-2e1+0
nao representam ndmeros inteiros.

Adicao, multiplicacao e exponenciacao sao operagoes binarias no conjunto
7" .

Sejam X um conjunto arbitrario e XX o conjunto de todas as fungoes

f : X — X. A composicao da funcao, u(g, f) = g o f, € uma operacao binaria
em XX,

Seja X um conjunto arbitrario. O operador de interse¢ao define uma
operagao binaria em A = Z(X), o conjunto das partes de X. Da mesma
forma, o operador de uniao define uma operacao binaria em £(X).



Quando A é um conjunto finito de n elementos, uma operacao binaria pode ser
representada por uma , uma lista tabular n x n de todos os
produtos, com p(a, b) = ab sendo colocado na coluna do a e na linha do b.

A = {P, I} um conjunto com dois elementos, que representam um inteiro
genérico par P e inteiro genérico impar I. A tabela de Cayley
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expressa o fato que uma soma de dois inteiros pares ou dois inteiros impares
é par, enquanto a soma de um nimero inteiro par e impar & impar.



Seja A = {a,b,c} um conjunto com trés elementos. As tabelas Cayley a seguir
definem operagoes binarias em A:

i |a b ¢ i |a b ¢ us; |a b ¢
alja c b ala b c aja a a
b|b a c b|b ¢ a bla b c

c b a clc a b a ¢ b

Temos, por exemplo, 14(b, a) = b (segunda linha, primeira coluna da primeira
tabela), enquanto y,(a, b) = ¢, uo(a, b) = b e uz(a, b) = a da primeira linha,
segunda coluna das respectivas tabelas.



Operacao Induzida

Seja (A, -) um conjunto ndo vazio equipado com uma operagdo binaria e seja
¢ : A — B uma bijecdo. A operacao binaria em B induzida por ¢ é definida por

o(aq) * ¢(ay) = ¢(a, - a,) para todos os a, e a, em A.



Diagrama Comutativos

A operacao induzida pode ser visualizada em um diagrama comutativo.

Comecando com um par (a,, a,) em A x A, existem duas maneiras de chegar a
um elemento de B:

(ahaz) PXP (b17b2)
AxA B xB

'l :

A ¢ B




Propriedades Algéebricas

o Uma operagdo binaria . em um conjunto A é se a(bc) = (ab)c
para todos os a,b e C em A.

0 Seja (A, 1) um conjunto equipado com uma operagao binaria. Um elemento
eemAéum ou identidade para ;. se ea = ae = a para
todos os a em A.

0 Seja (A, ) um conjunto equipado com uma operagdo binaria e assuma que
existe uma identidade para . Se a € A, um elemento b em A é um

de a (com relagao a y) se
ab = ba = e.



Se u for associativa e possuir uma identidade e, cada elemento a tera no
maximo um inverso.




Estrutura algebrica

Uma consiste em

O um conjunto nao vazio A, dito conjunto subjacente ou dominio;
0 uma colecdo de operacoes em A ;

O um conjunto finito de identidades, conhecidas como axiomas, que essas
operagoes devem satisfazer.

A definicao de algumas estruturas algébricas pode envolver algum conjunto
auxiliar (como por exemplo os reais).



Homomorfismos

Um € um aplicagao entre duas estruturas algébricas do mesmo
tipo (como dois grupos, dois anéis ou dois espacos vetoriais) que preserva a
estrutura.

Um é uma fungao f : A — B entre dois conjuntos A, B

equipados com a mesma estrutura, de modo que, se - € uma operagdo da
estrutura (que por simplificagdo, supomos ser uma operagdo bindria), entdo

fx-y)=f(x)-f(y)

para x,y € A. Dizemos nesse caso que f preserva a operagao ou que f é
compativel com a operagdo.



Um homomorfismo deve também preservar as constantes.

Em particular, quando um elemento identidade é exigido num tipo de estrutura,
o elemento identidade da primeira estrutura deve ser mapeado para o
elemento identidade correspondente da segunda estrutura.






Um G é um conjunto ndo vazio com uma operagdo bindria que satisfaz
0s axiomas a sequir:

associatividade - para todos os g, h,j € G,g - (h-j) = (g h)j;

existe um elemento (nico e € G com a propriedade: para todo g € G,

ge=e€eg =g,

e é denominado ou

para cada g € G, existe um unico elemento j € G com a propriedade:
gi=jg=e,

esse elemento geralmente é denotado por g—".



E importante observar que um grupo é na realidade um par (G, (g,h) — g - h)
consistindo em um

O conjunto nao vazio
0 G juntamente com uma fun¢ao de G x G — G e satisfazendo os axiomas
G1-G4.

Agumas vezes (por exemplo num espaco vetorial), usamos a notacao aditiva
escrevendo + e O paraee —g para g’



0S numeros inteiros Z com adicao,
0s nimeros racionais positivos com multiplicagao,
os numeros complexos diferentes de zero com multiplicacao,

0s numeros inteiros que estao entre 0 e n — 1 inclusive, com adicao modulo
n. Esse grupo geralmente € indicado por Z/nZ.

O conjunto {0} com operagao 0 + 0 = 0 € um grupo abeliano.

o conjunto de permutagdes em um conjunto finito X, com composi¢ao como
operacao.

O conjunto das matrizes invertiveis com a operacao de multiplicacao de
matrizes.



G seja um grupo, entao temos

cancelamento - para todos g, h,j € G, se gh = gj, ou hg = jg, entdao h = j
para todos g,h € G,(gh)""=h""g ", e(g7") "=g

A equagdo gx = j possui uma unica solugdo x = g~ 'j












Notacao

Notacao
Usaremos a notacao [1, n] para representar o conjunto {1,2,...,n}.

[1, n]={1,2,...,n}



0] S, consiste em todas as bijecoes

o:[1, n] =1, n]

onde [1,n] = {1,...,n}, com a operagdo de composi¢ao
0410 05(R) = 04(05(R)) para1 < R <n

como a operagdo do grupo. O elemento de identidade e € 0 mapa de
identidade e = I;; ;) de modo que e(R) = R, para todos os k € [1, n].



identidade

(1,3)

(1,2) (2,3)
1 1 1
2 2 2
3 3 3

(1,2,3) (1,3,2)

Figura 1: Grupo de permutacao de trés elementos.



As permutagoes mais simples sao os R-ciclos.

Uma lista ordenada (i, . .., i) de R indices distintos em [1,n] = {1,...,n}
determina um k- em S,, a permutacdo que atua da seguinte maneira no
conjunto X = 1, n].

iy — I, — ... — ip — i, para os elementos na lista

o mapeia § . . : - - :
J — J paratodos os j que nao estao na lista iy, ..., ix}






o O 1-ciclo (k) é apenas o mapa de identidade Iy.

0 O suporte de um k-ciclo & o conjunto de entradas supp(c) = {iy, ...

o O suporte de um 1-ciclo (k) & o conjunto de um ponto {k}.



identidade

(1,3)

(1,2) (2,3)
1 1 1
2 2 2
3 3 3

(1,2,3) (1,3,2)

Figura 2: Grupo de permutacao de trés elementos.



A ordem das entradas no simbolo o = (iy, ..., ix) € importante, mas a notacao
do ciclo @ ambigua: todos os k simbolos diferentes
(i-], ey ik):(iz, ey ik, i1):(i3, ey ik, i1, i2)::(ik, i1, ey ik_1)

obtido por “mudancas ciclicas” das entradas da lista em o descrevem a mesma
permutacao em S,.

Assim, (1, 2, 3) = (2,3,1) = (3,1,2) # (1,3,2) porque (1, 2, 3) envia1 — 2
enquanto (1, 3, 2) envia1 — 3.



Uma maneira (complicada) de descrever os elementos gerais ¢ € S, emprega
uma matriz de dados para mostrar para onde cada k € [1, n] € mapeado:

1 2 3 n
0- - . . . .
Jiv J2 J3 n

Uma notagao mais eficiente é proporcionada pelo fato de que toda permutagao
o pode ser decomposta de maneira Gnica como um produto de ciclos com
suportes disjuntos, o que significa que os fatores comutam.



O produto de dois ciclos o7 = o o 7 € uma composicao de operadores; portanto,
a agao de o7 = o o7 em um elemento k € [1, n] € avaliado inserindo k no
produto a partir da direita abaixo.

Tomando o = (1,2) e 7 = (1,2,3) em S, temos

ot R —(1,2)(1,2,3)-R=(1,2)-((1,2,3) - R) = ((1,2)(1,2,3) - R)



Para determinarmos a composta, rastreamos o que acontece com cada k:

(1,2) (1,2,3)
1 —2—1 1—1
2 -3—>3 23
3—51—2 32
L—4L— 4 L— 4
5—5—=5 5—5

Assim, o produto (1, 2)(1,2,3) éigual a (2, 3) = (1)(2,3)(&)(5), quando incluimos
1-ciclos redundantes.



Por outro lado, (1, 2, 3)(1,2) = (1,3), 0 que mostra que os ciclos nao precisam
ser comutar se seus suportes se sobrepuserem. Como outro exemplo, temos

(1,2,3,4)* =(1,3)(2,4)

que mostra que uma poténcia ¢* de um ciclo nao precisa ser um ciclo, embora
seja um produto de ciclos disjuntos.



Todo o € S, que ndo é a identidade e um produto de ciclos disjuntos. Essa
decomposicdo é tnica (a menos da ordem dos fatores da decomposicao) se
incluirmos os 1 ciclos necessarios para contabilizar todos os indices k € [1, n].



Idéia da Demonstracao




Demonstracao

Seja o € S, com ¢ nao sendo a identidade.

Seja o primeiro menor elemento tal que o(a,) # a,. Entao, para algum
a,,Qas,...,0, € {1,2,...,n} temos que

0_(01) = 02,0—(02) - 03, . ?O—(akf1) = ak

Seja k tal que o(ax) = a; para algumi € {1,2,...,R}. Se o(ax) = a,, temos uma
contradicao, pois o(a,) = o(a,) e logo o ndo seria injetiva (e todas as
permutagoes sao bijetivas por definicao).

Se o(ag) = a; ou o(ax) = a, , ou o(ag) = a, entao o mesmo tipo de contradicao
surge. Portanto, o(ag) = a, e, portanto:



Portanto (a,a, . ..ag) € um ciclo.

Agora seja b, € {1,2,...,n} o menor elemento tal que o(b,) # b, e tal que
b, ¢ {a,,a,,...,ax}. Repetimos o processo descrito acima para obter um ciclo
(b:b,...bj) onde as # b; paratodos € {1,2,...,kR} eparatodote {1,2,... j}.

Visto que {1,2,...,n} & um conjunto finito, este processo deve eventualmente
terminar decompondo o como um produto finito de ciclos disjuntos.



Observaremos a seguir que os 2 ciclos (i, j) geram todo o grupo S, no sentido de
que todo o € S, pode ser escrito como um produto o = 7, - ... - 7, de dois ciclos.

No entanto, esses fatores nao sao necessariamente disjuntos e nao precisam
comutar, e essas decomposicoes estao longe de serem Unicas, pois temos, por
exemplo,

e=(1,2)>=(1,2)*=(1,3)* etc.



Paridade de uma permutacao

No entanto, um aspecto importante de tais fatoragoes € Unico, a saber, sua
paridade
sinal(o) = (—1)"

onde

r =+#/[2 — ciclos na fatoragao de o = (7, ..., 77)].
Isso significa que os elementos o € S, se enquadram em duas classes disjuntas:
que podem ser escritas como um produto de um nimero
par de 2 ciclos e Nao é obvio que as decomposicoes de
em 2-ciclos de uma dada permutacao tenham a mesma paridade. Provamos
isso a seguir e mostramos como calcular sinal(c) de maneira eficaz.



Primeiro observamos que sempre existe uma decomposi¢cao de uma
permutacao como produto de 2 ciclos. Pelo Teorema , basta mostrar que
qualquer ciclo k pode ser decomposto.

Para 1 ciclo, isso € obvio, ja que (R) = e = (1,2) - (1,2). Quando k > 1 & facil
verificar se

(1,2,..., R)=(1, R)-...-(1,3)(1,2) (com k — 1 fatores)

Depois de verificarmos que a paridade esta bem definida, isso nos diz como
reconhecer a paridade de qualquer ciclo k

sinal(iy, Iy, ..., i) = (—1)*" paratodososk >0



Todas as decomposicoes o = 7, - ... - 7, de uma permuta¢ao como um produto
de 2 ciclos tem a mesma paridade sinal(c) = (—1)"



O grupo S, atua no espaco dos polinomios K[x] = K[x,, ..., X,] permutando as
variaveis
(0- 'f)(X'H SRR Xn) - f(XO'(’I)7 sy Xa(n))

Por exempl‘o (17273) 'f(Xh X2, X3, Xy, X5) :f(x2a X3, Xa, Xy, XS)‘

Sejam X4, ..., X, h variaveis e considere
JANES H (Xj — X,').
1<i<j<n

Por exemplo, para n = 4, teriamos

A = (X3 = X1)(X3 — X1)(Xg — X1)(X3 — X2) (X4 — X2)(X, — X3).-



Dada uma permutacao o € S,, defina uma funcao f,: {A, —A} — {A, —A} por

f(8) = ] Kog) — X))

1<i<j<n

ef,(—A) = —f,A.
Observe que, como ¢ &€ uma permutacao, f,(A) = A ou f,(A) = —A. Além disso,
se o, p sao duas permutagoes, entao f, o f, = f,,, como é facil de verificar.



o Lembrando que

AN H (Xj —X,').

1<i<j<n
0 Agora, vamos considerar o que uma transposicao = (a, b) faz com A.
o Sem perda de generalidade, assumimos a < b.

o Os fatores (x; — x;) onde nem i nem j sao iguais a a ou b permanecem
inalterados.



o Lembrando que

AN H (Xj —X,').

1<i<j<n
0 Para os pares com exatamente um indice em {a, b}, temos duas classes:

[Jaquelas em que o outro indice esta entre a e b,

[ aquelas em que o outro indice ndo esta entre a e b.




O

Lembrando que

AN H (Xj —X,').

1<i<j<n
Para os pares com exatamente um indice em {a, b}, temos duas classes:

[Jaquelas em que o outro indice esta entre a e b,

[ aquelas em que o outro indice ndo esta entre a e b.

Se o outro indice estiver entre a e b, entao x; — x, € enviado para —(Xp — X;)
e X, — X; € enviado para —(X; — X,); as duas mudancas de sinal se cancelam.
Se o outro indice for maior que b, entao x; — xq € X; — X, sdo trocados, sem
mudancas de sinal.
Se o outro indice for menor que a, entao x, — X; € X, — X; sao trocados, sem
mudancas de sinal.



Finalmente, o fator x, — x, € enviado para —(x, — X,).
Em resumo, se 7 € uma transposicao, entao f, (A) = —A, f,(—A) = A.

Agora pegue uma permutagao arbitraria o e expresse-a como um produto de
transposicoes de duas maneiras diferentes:

O’:T‘l‘..TI’:p'l..'pS'
Entao

fo‘(A) = f71...7-r(A) :fT1 O--- Ofrr(A) — (_1)rA

FA(B) = Fop(D) = fyr 0+ 0 f, (D) = (—1)]°A.

Portanto, (—1)"A = (—1)°A, entao r e s tém a mesma paridade.



A aplicagao de paridade sinal : S, — {+1}, definida por sinal(c) = (—1)" se o
puder ser decomposto como um produto de r dois ciclos, possui as seguintes
propriedades algébricas

sinal(e) = +1;
sinal(o7) = sinal(c) - sinal(7);

sinal(c™") = (sinal(c))~" = sinal(co)( pois sinal = £1).



Demonstracao

Exercicio.







Um corpo € um conjunto munido de duas operagoes: adicao e multiplicacao e
tal que essas operagoes se comportam de maneira similar as operagoes
correspondentes nos nimeros racionais, reais e complexos.



Corpos

Um conjunto nao vazio K munido de duas fungoes (x,y) - x+ye (x,y) > x-y
de K x K para K é dito um se 0s nove axiomas a seguir forem atendidos:

X+y=y+xparatodososx,y € K.

X+ (y+2z)=(x+y)+zparatodososx,y,zc K.

Existe um Gnico elemento 0 € K tal que x + 0 = x para todos os x € K.
Para cada x € K, existe um Unico elemento —x € K, de modo que

X+ (—x)=o0.

X+y=y+xparatodososx,y € K.

x (yz) = (xy)z para todos os x,y,z € K



Existe um Unico elemento 1 # 0 em K tal que 1x = x para todos os x € K.
Para cada x # 0 em K, existe um Unico y € K, tal que xy = 1.

x(y +2z) = xy + xz para todos os x,y,z € K.



Estritamente falando, um corpo € um tripla ordenada
(K, (x,y) = x+V,(x,y) — xy) satisfazendo os axiomas K1-K9 acima.

O mapa de K x K — K fornecido por (x,y) — x + y € denominado adicao, e o
mapa (x,y) — xy € denominado

Ao se referir a algum corpo (K, x,y) — x+V, (x,y) — xy), as referéncias a adi¢ao
e multiplicacao sao eliminadas da notacao e a letra K & usada para denotar o
conjunto e os dois mapas que satisfazem os axiomas K1-K9.



Exemplos de Corpos

Sejam Q o conjunto de nimeros racionais, R, o conjunto de nimeros reais e C,
o conjunto de nimeros complexos. Com a adigao e multiplicacao usual, Q, R e
C sao todos corposcomQ C R C C.



Exemplos de Corpos

Seja Q(v2) = {a+bv2|a,b € Q}. Dados a + by2 € Q(v/2) e

¢+ dv/2) € Q(v/2), definimos a soma e o produto, respectivamente, como:

(a+bv2)+ (c+ dv2) £ (a+c) + (b + d)v2 € Q(v/2) (1)
(a+ bv2)-(c+dv2) £ (ac,2bd) + (ad + bc)v2 € Q(v2). (2)

Entdo Q(1/2) &€ um corpo.

Os corpos dos Exemplos e  sao todos infinitos.



Seja Z conjunto de nimeros inteiros com a adi¢ao e a multiplicacao usual.
Seja p um primo positivo em Z e defina Z, = {0,1,...,p — 1}. Entao Z,
torna-se corpo (finito) se definimos a adicao @ e a multiplicacao modulo p.



+]10 1 2 3 4 0O 1 2 3 4
o|0 1 2 3 4 oO|l0O O O O O
111 2 3 4 O 1/0 1 2 3 4
2|2 3 4 0 1 2(0 2 4 1 3
3/!3 40 1 2 3/0 3 1 4 2
4|4 0 1 2 3 40 4 3 2 1

Tabela 1: Tabelas de Cayley da adicao e multiplicacao em Zs

O leitor pode verificar facilmente que (K,, @, -) satisfaz os axiomas K1-K9.
Portanto, K, € um corpo finito de cardinalidade p.



o conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas em nimeros reais, M(2,R), com
adicao e multiplicagao de matrizes nao € um corpo porque a multiplicacao
nao é comutativa, nao ha divisao e existem divisores de o.



Seja K um corpo.

K possui pelo menos dois elementos 0 e1e 0 # 1.

Para todos os a € K, a0 = oa = 0.

Para todos os a,b € K, seab = 0, entdoa = 0 ou b = 0, dizemos que K nao
tem



Se F for um corpo e F C K entao FF é dito de e nesse caso K sera dito
extensao de FF. Por exemplo, R & um subcorpo de C e uma extensao de corpo
dos racionais Q.

SeacKea+a+---+a=o0entao a pode, ou nao, ser igual a zero; por
exemplo,se K=Q,entaoa=0,masse K=F;,5=1+1+1+1+1=0¢€
claramente 1 # 0.



A caracteristica de um corpo K é o menor n positivo tal que

1+---+1=0
———

n termos

se tal n existir; caso contrario diremos que o corpo tem caracteristica zero.

Os corpos Q, R e C tém a caracteristica zero e F, tém a caracteristica p



Comentarios Finais.



