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Anel

Um anel R € um conjunto com menos dois elementos, juntamente com duas
operacoes: adicao, denotada por + e multiplicacao, denotada por - ou pela
concatenagao, que satisfaz os trés seguintes axiomas

o conjunto R forma um grupo abeliano em relacao a adi¢ao e com
elemento neutro o denominado ,
é fechado em relagao a multiplicacdo (por ser uma operacao), a
multiplicacao € associativa, e existe um elemento , denotado
por 1, satisfazendo

1#4£0e€

a1l =1a = a, para todos os a € R.



a multiplicacao distribui sobre a adicao, ou seja, se a,b,c € R,

alb+c)=ab+ac e (a+b)c=ac+b



Um anel R é dito se ab = ba paratodososa,b € R

Observe que diversos autores usam uma definicao mais fraca de anel nao
exigindo a associatividade e a existéncia do elemento identidade para
multiplicagao.

Um elemento a € R, diferente de zero, € dito divisor de zero caso exista b € R,
diferente de zero, tal que ab = o.

Um é um anel comutativo (com identidade) e sem
divisores de zero.



Os com adicao e multiplicagao formam um anel comutativo indicado
por Z.

O conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas reais, M(2, R), com adicao e
multiplicacao de matrizes, € um anel.



Consideramos brevemente dois subsistemas num anel: 2
desempenham apenas um papel menor neste livro.

o Dado um anel R, um subconjunto nao vazio S de R é denominado
se for um anel com as operacoes de R.

o Um subconjunto ndo vazio | de R é denominado deR

-sea,bel,entaioa+bel
-seacRecclentaoacclecacle

, que



0 Se R é o anel de todas as matrizes reais de 2 x 2 e S € o subconjunto de
matrizes triangulares superiores, entao S € uma subanel;

0DSeRéZel=7Z,1¢éoideal de todos os nimeros inteiros divisiveis por 7.

o O conjunto {0} é ideal para todos os anéis R e 0 pertence a todos os ideais
.

o Se Rfor um corpo, os Gnicos ideais de Rserao {0} e R[se o I ideal contiver um
elemento diferente de zero a, por exemplo, entao 1 = aa™" € | e, portanto,
¢ =1c € | paratodos os c € R].



Se A é um conjunto qualquer de R, entdo definimos o por A
como o menor ideal de R contendo A. Ele esta bem definido como a
intersecao de todos ideais que contéem A e sera denotado por (A).

Pode-se provar que (A) € composto de todas as somas finitas da forma
ra,+ +r,a,comr; € Rea; €A



Um é um dominio de integridade no qual todo
ideal é principal, ou seja, gerado por um Gnico elemento.



Seja K um corpo. Por um p(x) com coeficientes em K, queremos

dizer uma expressao da forma a,x™ + Ap_X™" + - - - + a.X + Ao, €M que

a; € Kex éum simbolo abstrato denominado variavel. Os escalares a; sao os
p(x). O polindmio zero é o polindmio cujos

coeficientes sdo zero. Denotamos esse polinémio por O.



Suponha f(x) # 0. O maior niUmero natural kR, de modo que o coeficiente a, nao
seja zero, € chamado de de f(x), denotado degf(x) e 0 termo ax* é
chamado de termo principal. Se o coeficiente do termo inicial for 1, diremos que
o polindmio f(x) €

Denotaremos por K[x] a colecao de todos os polinomios com entradas em K e
por K,[x] todos os polinomios de grau no maximo m.

O grau do polindmio zero é deixado indefinido ou entao é definido como
negativo (geralmente —1 ou —oo).



Soma de Polinomios

Seja f(x) e g(x) sejam dois polinomios de grau k e |, respectivamente. Defina
m = max{R, [} e desta forma f(x) e g(x) estao em Kn)[x]. Podemos entao
escrevé-los como f(X) = amX™ + A X"+ -+ A X+ 0o €

g(X) = bpXx™ + by X" + -+ + byx + bo. Entdo a soma de f(x) e g(x) é

F(X)+9(x) = (@m + bm)X™ + (Am—1 + b1 )X™ " + - - - 4+ (a; + bq)x + (Ao + bo).



Multiplicacao por Escalar

Sejaf(x) = amx™ + am_ X"+ .-+ a:X + a0 € K[X] e ¢ € K sejam escalares.
Entdo c - f(x) = (cam)X™ + (€Qm_1)X™ "+ - - - + (€ca,)x + (cao)-



Multiplicacao

Sejaf(X) =aAmX™ + Am X" '+ +aX+ 0o e
g(x) = bpx" + by, x"""+--- + bx + b seja polindbmio com entradas em K.
Entdo o produto f(x)g(x) é definido por

feg() =) (Z a,-bk) X

=0 \j+k=l



Ou seja, para obter o coeficiente de x! no produto, vocé multiplica todos os
termos ajxf e bpxk, onde j + kR =l e soma.

Suponha que f(x) # o tenha o termo inicial ah,x™ e g(x) # o tenha o termo
inicial b,x" . Entao f(x)g(x) tem o termo inicial a,b,x™*". Portanto, f(x)g(x) €
diferente de zero e possui um grau m + n.



Seja f,g, h € K[x]. Entdo, vale o seguinte:

(fg)h = f(gh). A multiplicagdo de polindmios é associativa.

fg = gf. A multiplica¢do de polindomios é comutativa.

O polindmio 1 é uma identidade multiplicativa: 1-f =f -1=f.
(f + g)h = fh + gh. Multiplicacao distribui sobre adigao.

Se f(x)g(x) = o, entao f(x) =oou g(x) =0



Como consequéncia dos teorema anteriores, podemos concluir K[x] &€ um anel
comutativo com identidade sobre K.



Suponha que f(x) # 0 e f(x)g(x) = f(x)h(x). Entdo g(x) = h(x).



Sejam K um corpo, f(x) e g(x) dois polinomios em K[x], com g(x) # 0. Entao
existem q(x), r(x) € K[x] unicamente determinados, tais que
f(x) = g(x)q(x) + r(x) onde r(x) = 0 ou deg r(x) < degg(x).









Seja K um corpo. Entdo K[x] € um dominio de ideais principais.






Maximo Divisor Comum

Dados f(x), g(x) € K[x] definimos o entre f(x) e g(x)
como um gerador do ideal (f(x), g(x)).

E imediato que dois mdc entre polindmios diferem por um produto por uma
constante, isto &, se d,(x) = mdc(f(x), g(x)) e d(x) = mdc(f(x), g(x)), entao
existe u € K tal que d,(x) = ud,(x). Portanto, para obtermos uma unicidade do
mdc entre polinomios, podemos dizer que o mdc entre dois polindmios f(x) e
g(x) é o gerador do ideal (f(x), g(x)), com termo lider unitario. Cabe aqui
observar que um polindmio com termo lider unitario é dito



Identidade de Bezout

Seja d(x) = mdc(f(x), g(x)) em K[x]. Entdo existem polindomios r(x) e s(x) tais
que
d(x) = f(x)r(x) + g(x)s(x)

DEMONSTRACAO.

Todo elemento do ideal d(x) € (f(x),g(x)) & da forma d(x) = f(x)r(x) + g(x)s(x),
em particular o gerador.



Raiz

Muitas vezes, queremos resolver equagoes polinomiais em um corpo, mas em
muitos casos isso € impossivel. Por exemplo, a equagao polinomial x> —2 =0
nao é solivel em @, mas é solivel em R.

Seja K um corpo e p(x) seja um polinomio com coeficientes em K. Dizemos
que a € K é raiz de p(x) se p(a) = o.



O proximo resultado faz a conexao entre o problema de obter solugoes de
equacoes polinomiais e a teoria de fatoragao polinomios:

Sejam K um corpo, f(x) € K[x]e « € K. Entdo « € uma raiz def(x) se, e
somente se, (x — «) divide f(x).



DEMONSTRAGAO. Do Teorema da divisao Euclidiana segue que existem
polindmios q(x) e r(x) em K[x] tais que f(x) = (x — a)q(x) + r(x), onde r(x) = 0
ou deg r(x) < deg(x — «) = 1. Portanto, podemos escrever f(x) = (x — «)q(x) + ro,
onde r, € K. Calculando f(x) em «, temos f(«) = (o — «)q(«) + ro, de onde
segue que r, = f(«). Assim, se x — « divide f(x), entao f(a) =0, e
reciprocamente. <



Um elemento a € K e dito uma k de p(x) se houver um
polinémio s(x) tal que s(a) # 0 e p(x) = (x — a)*s(x). Quando k = 1, a é dito
e quando k > 2 « é dito

Podemos definir uma derivada formal em K[x]. Se p(x) = >_I_, a;x', fazemos
= P = T i

Seja p(x) € K[x]. Entdo « € uma raiz de multiplicidade m de p(x) se e somente
se p(m="(a) = 0 mas p™(a) # o, onde p¥)(x) denota a k-ésima derivada de
p(X).



Sejam K um corpo e f(x) € K[x] um polindmio de grau n. Entdo f(x) possui no
maximo n raizes em K.

Dizemos que um corpoK e algebricamente fechado se todo polinomio f(x) em
K[x] possui uma raiz em K.

Todo polinomio f(x) € C[x] possui uma raiz em C.



Sejam K um corpo algebricamente fechado e f(x) € K[x] um polinémio de
grau n. Entdo f(x) se fatora em um produto de fatores lineares:

f(X) =c(x — aq)(X — az)...(x — ap)

onde ai € K sdo as raizes def(x) em K, e c € K é o coeficiente lider do
polinémio f(x).



Comentarios Finais.



Sejam D um dominio e f(x) € D[x] um polindomio nao invertivel. Dizemos que
f(x) é irredutivel em D[x], se f(x) s0 admite fatoragao trivial, isto &, se f(x) =
g(x)h(x), entao h(x) e invertivel em D[x] ou g(x) € invertivel em D[x].

Caso contrario, dizemos que f(x) € redutivel em D[x].

No caso particular em que o dominio D € um corpo, podemos dizer que f(x) &
um polinomio irredutivel em D[x], se o fato de f(x) = g(x)h(x), implicar em

deg g(x) = 0 ou deg h(x) = 0, pois os Unicos elementos invertiveis nestes aneis
sao exatamente os polinomios de grau zero.



Lema

Seja D um dominio de ideais principais. Se p,a, b € D sdo tais que p é
irredutivel em D e p|ab, entao p|a ou p|b.




Teorema (Teorema de Fatoragao Unica)

Dado f(x) € K[x], onde K & um corpo e degf(x) > 1. Entdo existem polinomios
irredutiveis monicos p,(x), p»(X), ..., pt(X) unicamente determinados e u € K
tais que

f(x) = ups(x)pa(X)...pe(x)
com deg p;(x) < degp,(x) < - - - < deg pt(x).




Proposicao

Sejam K um corpo e f(x) um polindmio em K[x] de grau igual a dois ou tres.
Entdo f(x) é irredutivel se, e somente se, f(x) ndo possui raizes em K.




DEMONSTRACAO. Consideremos inicialmente degf(x) = 2. Suponhamos f(x) =
g(x)h(x), onde g(x), h(x) € K[x]. Assim, temos deg g(x) + deg h(x) = 2, de onde
decorre que deg g(x) = 0 e deg h(x) = 2, ou deg g(x) = 1 e deg h(x) =1 ou

deg g(x) = 2 e deg h(x) = 0. Se ocorrer 0 caso em que deg g(x) = deg h(x) = 1,
entao estes polindmios possuem raizes emK e estas sao raizes de f(x). As
outras duas situagoes produzem fatoragoes triviais. Suponhamos agora que
deg f(x) = 3. Pelo mesmo tipo de argumento acima, f(x) = g(x)h(x) € uma
fatoragao nao trivial em K[x] se, e somente se, deg g(x) = 1 ou deg h(x) = 1, isto
é, se, e somente se, g(x) tem uma raiz em K ou h(x) tem uma raiz em K. Isto
completa a prova da Proposicao. <

O critério acima nao funciona em grau 4, como mostra o exemplo dado pelo
polindmio f(x) = x* + 3x> + 2, que nao possui raizes em R, mas se fatora como
f(x) = (x> +1)(x> + 2).



Passaremos a analisar separadamente a irredutibilidade em R[x], Para este
caso, temos um teorema de classificacao dos polinomios irredutiveis.

Os Unicos polindmios irredutiveis em R[x] sao os lineares e os de grau dois
que ndo possuem raizes em R.

Pelo exposto acima, ja sabemos que os polindmios lineares e os polinomios de
grau dois que nao possuem raizes em R sao irredutiveis em R[x]. O que temos
que mostrar entao € que estes sao os Unicos tais polindmios. Vamos fazer isto
através de dois resultados auxiliares.



Lema

Seja f(x) = ax* + bx + ¢ € R[x], com a # 0. Se « € C é uma raiz de f(x), entdo o
também é uma raiz de f(x).




Como consequéncia imediata deste lema, segue que as raizes complexas
aparecem aos pares e, sendo assim, todo polindmio de grau impar com
coeficientes reais tem pelo menos uma raiz real, de onde concluimos que sao
polindmios redutiveis em R[x]. Falta entao apenas analisar o caso dos
polindmios de grau par e maior que dois. Para estes, temos o seguinte
resultado.

Seja f(x) € R[x] um polindmio com degf (x) par e maior que 2, sem raizes em R.
Entdo f(x) possui pelo menos um fator irredutivel de grau dois.



DEMONSTRAGAO. Seja f(x) um polindmio como no enunciado deste Lema. Pelo
Lema anterior, fatorando este polinomio em C[x], obtemos

f(x) =c(x — ) (X — ay)...(Xx — aR)(X — aR)

Observamos agora que o produto (x — a)(x — «), onde « = a + bi € C, produz
um polinomio com coeficientes reais, a saber,

(X —a)(x —a) = (x— (a+ bi))(x — (a — bi)) = x* — 2ax + (a@* + b*)

Logo, o resultado segue. <



Teorema

Seja f(x) € R[x]. Entao f(x) é irredutivel em R[x] se, e somente se, deg f(x) = 1
ou, deg f(x) = 2 e o discriminante de f(x) e negativo.




Comentarios Finais.



