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Espaco Vetorial

Um espaco vetorial V sobre K & um conjunto nao vazio, com duas fungoes,
(x,y) > x+ydeV xVparaVe(\,x) = \xdeK x VaV que satisfazendo

X+y=y+xparatodososx,yeV.

X+ (y+2)=(x+y)+zparatodososx,y,ze V.

Existe um elemento 0 € V tal que 0 + x = x para todo x €V.
Para cadax € V, existe umy € Vtalquex+y =o0.

(MA2)X = A\(A\X) paratodosos \, A, e Kexe V.
M(X+Y)=M\Xx+ \yparatodosos \, e Kex,ye V.

(M + X)X = A\ X+ Ax paratodos os A\, \, e Kexe V.

1X = X para todososx € V.



Como nos corpos, devemos comentar que um espaco vetorial sobre K € na
realidade uma tripla (V, (x,y) — X+, (\,xX) — A\X) consistindo em um
conjunto nao vazio V juntamente com duas funcbesdeVxV - VeK xV -V
satisfazendo os axiomas V1-V8.

Ressaltamos que existem, em geral, muitas maneiras de munir um determinado
conjunto V com uma estrutura de um espaco vetorial sobre K. No entanto,
abandonaremos qualquer referéncia a adicao e multiplicagao escalar quando
nenhuma confusao puder surgir e usaremos a notacao Vpara indicar um
determinado espaco vetorial sobre K.



Se V for um espaco vetorial sobre K, os elementos de V serao chamados
e os elementos de K



O elemento 0 € V é Unico. Ou seja, existe um (nico o tal que 0 +X = X para
todox €V.

O elemento oposto é tnico. Ou seja, para cada x € V, existe um unicoy € V
tal que x +y = 0. Esse vetor sera denotado por —x.

OX=Xo=o0paratodosos A e Kex e V.
(—1)x = —x.
Se \X =0, entdo A\ = 0 ou X = O.

Sex+y=z+yentdox =z



DEMONSTRACAO.
Como Ox + OX = (0 + 0)X = OX, segue que OX = O.
Analogamente, A0 + A0 = A(0 + 0) = \O, ou Seja, \O = O.

De fato, X + (—1)x = 1X+ (—1)x = (1 + (—1))Xx = 0X = 0, de modo que o vetor
(—1)x € o inverso de x.

De fato, se A\ # 0, entao como (A\x) = 0 temos que
ATTo=0=XA"(AX)= (A" A)x=1Xx=X.

, = e = Exercicio.



A expressdo \X, + ...+ \pX, = >_ \X; & definida unicamente para qualquer
M,..odn €Kex,,... X, € V: devido a associatividade da adi¢ao, ndo e
necessario inserir parénteses indicando ordem para o calculo de somas
multiplas. Analogamente, a expressao A\, ... \,X esta bem definida.



Uma expressdo da forma !, a;x; € denominada de dos
vetores X, . . ., X,. Os escalares a; sao chamados de dessa
combinacao linear.



Uma combinagao linear é necessariamente finita, isto €, € uma soma de um
namero finito de termos



Nesse caso V = {0}. Com a multiplicagao por escalar definida como Ao =0
para todos os A\ € K e com a adicao 0 + 0 = 0.

Ressaltamos que os espacos de dimensao zero sobre corpos distintos sao
espacos vetoriais distintos. O corpo deve especificado na definicao do espaco
vetorial.



V = K com a adi¢ao e a multiplicacao do corpo é um espaco vetorial.

De maneira mais geral, dados um corpo K e um subcorpo F deste, o corpo K
pode ser visto como um espaco vetorial sobre F. Por exemplo, o corpo de
numeros complexos C € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros reais
R, e este € um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros racionais Q.



Espaco de Coordenadas

Para cada n € N, temos o espaco vetorial K" = {(x,,...,Xp) | X; € K} consistindo
em todas as énuplas de elementos de K. A adicao de vetores e a multiplicagao
escalar sao definidos componente a componente como

Xay ooy Xn) + Wy oY) = (X + Vs X + Vi) €
M(Xa, .o Xn) = (AaXa, oo, AaXp).

Em particular, quando n = 1, temos que K & um espaco vetorial sobre K.



De modo analogo podemos definir o espago vetorial:
K* = {(01’027”' 7ai7"')|ai S K7'€N}

com a soma e a multiplicacao coordenada a coordenada.



Espaco de Func¢oes

Se A e B sao dois conjuntos, vamos denotar o conjunto de funcoes de A para B
por BA. Assim, BA = {f : A — B|f & uma funcao }.



Espacos de Func¢oes

Sejam S um conjunto arbitrario e K(S) = S* o conjunto de fungdes em S com
valores no corpo K. Se f : S — K & uma fungao, entao f(s) indica o valor de f no

elementos € S.

A adicao e multiplicacao de funcoes por um escalar sao definidas pontualmente:

o (f +9g)(s) = f(s) + g(s) para todos 0s s € S,
o (af)(s) £ a(f(s)) paratodososa € K,s € S.



Como ja observamos se S = {1, ..., n}, entao K(S) pode ser identificado com K":
a funcao f esta associada ao vetor formado por todos os valores de f:

(f(1), ..., f(n)). As regras de adicao e multiplicagao sao consistentes com
relagao a essa identificacao.

A todo elemento s € S podemos associar uma funcao delta és centrada em {s}
definida como
ds(s)=1 e os(t)=0set+#s.

Quando S = (1, ... n), usaremos a notagao de delta Kronecker §;(R) = 6.



Se o conjunto S for finito, uma funcao f € K(S) podera ser representada
unicamente por uma combinagao linear de fungoes delta:
f= Zf(s)(S&
seS
De fato, essa igualdade decorre do fato de que o lado esquerdo é igual ao lado
direito em todos os pontos s € S. Inversamente, se f = "¢ as0s, entao,
tomando o valor no ponto s obtemos a f(s) = as

Se o conjunto S for infinito, esse resultado nao sera verdadeiro pois na
definicao de combinacao linear consideramos apenas somas finitas. Somas de
um namero infinito de vetores em um espaco vetorial nao sao definidas, em
geral! Algumas somas infinitas podem ser definidas em espagos vetoriais
equipados com o conceito de topologia ou norma.



Matrizes

Vamos denotar o conjunto das matrizes m x n (a,,) com coeficientes a;; € K por
Mmn(K). A adigdo usual de matrizes (a;) + (b;) = (a;; + b;) e a multiplicagao
por escalar como X\ (a;) = (\a;) fazem Mp, o(K) um espago vetorial sobre K.



Observe que nossa escolha de notacao implica que K" e M, ,(K) sao o mesmo
espaco vetorial. Vetores dessa forma sao também denominados

Embora agora tenhamos duas notagoes diferentes para 0 mesmo espaco
vetorial, essa redundancia é Gtil e nao causara confusao na sequéncia.



Seja K, = M,,(K) com as operagoes usuais de matrizes, entao K, € um
espaco vetorial denominado espaco dos vetores colunas. Nesse caso um vetor

X € K, = é dito , @ @ uma matriz consistindo de uma Gnica coluna
de n elementos.
X
X5
X =
Xn

A matriz transposta do vetor coluna & um vetor linha e vice-versa.



Seja K[x] o conjunto de todos os polinomios em uma variavel x sobre K.
Assim, um elemento tipico de K[x] € uma soma finita do formato

anX" 4+ ap X"+ -+ ao. AQuin e NU {0} e ao,...,a, € K. As nogoes usuais
de adicionar dois polindmios e multiplicar um polindomio por uma constante,
com a qual o leitor esta familiarizado, estao bem definidas sobre qualquer
corpo K. Essas operagoes fornecem a K|[x] a estrutura de um espacgo vetorial
sobre K.



Muitos exemplos interessantes de espacos vetoriais vém da analise. Aqui estao
alguns exemplos tipicos.

Uma sequéncia com valores num corpo K € uma fungao s : N — K. E usual
para sequéncias escrevermos a, = a(n). O conjunto Seq(K) de todas as
sequéncias infinitas com valores num corpo K & um espaco vetorial com as
operagoes definidas termo a termo:

[I>

(sn) + (tn) = (sn +t,) e (1)

a(sn) = (asy) (2)



Seja | um intervalo fechado. Vamos denotar por C(I) as fungoes reais
continuas em I. Denotaremos por C¥(I) as fungdes de C(I) que sao k-vezes
diferenciaveis no interior de I. Entao C(I) 2 C'(I) 2 C?*(I) O - - -. Esses
conjuntos sao espacos vetoriais sobre R quando dotados da adi¢gao usual
pontual (f + g)(x) = f(x) + g(x),x € I e multiplicagao escalar (Af)(x) = A(f(x)).



Seja B = [a,, b,] x ... x [an, by] € R" seja um retangulo fechado. Seja R(B) o
conjunto de todas as fungoes a valores reais em B que sao Riemann
integraveis. Claramente R(B) € um espaco vetorial sobre R com a adigao e
multiplicacao por escalar definidas como no Exemplo .



Sistema Linear

O espaco de solucao de um sistema de equacoes lineares homogéneo. Seja A
uma matriz m x n sobre K. O conjunto de todas as matrizes n x 1 X sobre K,
satisfazendo AX = 0 € um subespaco do espaco de todas as matrizes n x 1
sobre K.

Para provar isso, devemos mostrar que A(AX+Y) = o quando AX = 0,AY =0e \
€ um escalar arbitrario em K. Isso segue imediatamente do seguinte fato geral.



Se A é matriz m x n sobre K e B, C matrizes n x p sobre K entao
A(MB + C) = \(AB) + AC
para todo escalar A em K.

[AAB+C)]j = D Ai(AB+ C)yy
k
= Z(MikBkj + Ai.Crj)

R
=) AiBri+ > AuCyj
kR kR

= A(AB); + (AC);
— [\(AB) + ACJ;.



Solugoes de EDO’s

Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais lineares:

Xy = AXq + -+ + QanXp (3)

(4)

X; = ApiXy + -+ 4+ AppXp (5)

Aqui X,,...,X, € C'(I), onde | &€ um intervalo aberto em R, x/ indica a derivada de

X; e a; sao escalares em R. Defina A = (a;) € Mpxn(R).



A matriz A é denominada de . Definax = (Xy,..., Xp)-
Podemos pensar em f Como uma fungao de { 1,...,n} a C'(I), ou seja, x € C'(I)".

Com essa notacao, nosso sistema de equacgoes diferenciais se torna x’ = Ax.

O conjunto de solucoes para o nosso sistema é V = {x € C'(I)" | x' = Ax}.
Claramente, V € um espaco vetorial sobre R.



Geralmente, e muito conveniente, mas nao totalmente consistente, denotar o
elemento zero e a adicdo em K e V pelos mesmos simbolos.



Seja L = {x € R|x > 0}. Consideramos L como um grupo abeliano com
relacao a multiplicacao e introduzimos em L multiplicagao por um escalar de
R de acordo com a formula (a, x) — x°.

0 o vetor zero em L € o elemento 1, ou seja, 0 = 1.

o a identidade 1x = x adquire a forma x" = x

o aidentidade a(bx) = (ab)x adquire a forma (x?)? = xb@

o a identidade (a + b)x = ax + bx neste contexto pode ser escrita como
xatb — xaxb. etc.



Comentarios Finais.



