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Subespacos

Na maioria das estruturas algébricas podemos definir subestruturas e os
espacos vetoriais nao sao excecoes. Suponha que V seja um espaco vetorial
sobre K.

Um subconjunto ndo vazio W de V é um deV se W for um
espaco vetorial com as mesmas operacoes de adicao de vetores e
multiplicagdo escalar que V.



A seguinte proposicao apesar de simples & extremamente util.

Um subconjunto W de V é um subespaco vetorial se W se for fechado em
relacdo ds operagoes de adicao de vetores e multiplicacao escalar de V.

DEMONSTRAGAO. Exercicio.



O conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a n € subespaco de K[x].
Esse espago vetorial sera denotado por K,[x].

Os conjuntos C([a, b]), C*([a, b]), e R([a, b]) sdo todos os subespagos de R].



O conjunto
(K*), = {(a1,0,,--- ,) |a; € K com um namero finito de termos nao nulos }

é um subespaco de K*



Codigos

Considere o espaco vetorial (Z,)" sobre Z,. Definimos o peso WW(v) de um vetor
v € (Z,)" como o nimero de coordenadas diferentes de zero em v.

Por exemplo, YW(101010) = 3. Seja P, o conjunto de todos os vetores em (Z,)"
de peso par. Entao P, € um subespaco de (Z,)".



Ao transmitir informacoes, o canal geralmente introduz erros na mensagem. Por
exemplo, comunicando-se com uma estacao espacial ou apenas usando a
internet com uma recepcao wi-fi ruim. Portanto, um dos problemas que surge &
como detectamos erros na mensagem e COmo 0S Corrigimos.

O primeiro passo € escolher um conjunto de palavras em um alfabeto, por
exemplo so transmitimos palavras no subespaco de peso par. Se recebermos
uma mensagem com uma palavra que nao seja uma delas, por exemplo,
10101101, poderemos detectar que pelo menos um erro ocorreu.



Agora temos que tentar corrigir o erro, uma ideia simples é enviar o vetor com
erro para um vetor no alfabeto. Isso envolve alguma nogao de "proximo"que

discutiremos numa secao posterior. Esse conjunto de ideias da origem aos
codigos corretores de erros.

De modo geral, qualquer subespaco do espaco vetorial (F4)" € denominado de
codigo linear. Os codigos lineares estao entre os tipos de codigos mais

importantes e mais estudados, porque sua estrutura permite codificacao e
decodificacao eficiente de informacgoes.



Interseccao de Subespacos

Se tivermos uma colecao S = {W;|i € I} de subespacos de V, entao existem
algumas maneiras obvias de formar um novo subespaco a partir de S.
Seja S = {W;|i € I} uma colecao de subespacos de V. A intersecao, ﬂ W;, dos

i€l
subespacos em S & um subespaco vetorial de V.



Se S possuir a propriedade de que, para cada i,j € I, existe um k € I tal que
W; U W; C Wy, entao claramente U W; & um subespaco de V.

i€l
Porém destacamos que em geral, a uniao de dois subespacgos de V nao € um
subespaco vetorial de V. De fato, se W, e W, sao subespacos de V, entao
W, U W, € um subespaco vetorial se e somente se W, C W, ou W, C W,. Este fato
é facil de provar e sera deixado como exercicio.



Seja V um espaco vetorial sobre um corpo infinito K. Entdo V nao pode ser a
unido de um numero finito de subespacos proprios.



Precisaremos do seguinte fato sobre cardinalidade:

Sejam A e B conjuntos, e suponha |A| = cc. Se, para cada x € A, tivermos um
conjunto finito de I, C B entao |A| > | Jycx Ixl-



Demonstracao

Suponha que W, ..., W, sejam subespagos proprios de V, tais que
V=W,U---UW,. Mostraremos que tal fato & impossivel. Lembramosque um
subespaco vetorial W de V € proprio se W # V. Assim, V\ W # () para um
subespaco vetorial W de V.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que W, C W, U --- U W,. Sejam

n

xe W\ U W;ey e V\ W, Como o corpo K € infinito e y nao é o vetor nulo,

1=2
I = {x+ \y |\ € K} &€ um subconjunto infinito de V. Como existem apenas
finitos subespagos W, existem { 1, ..., n} de forma que I N W; seja infinito.
Suponha quej € {2,...,n}.



Entao, existem dois escalares diferentes de zero \;, )\, € K, de modo que
M # XA e X+ Y, X+ Ay € W, Como W, & um subespaco vetorial,

(A2 = M)X = X (X+ AY) — M(X + Ay) € W
Como X, — A\, # 0, concluimos x € W;. Mas esse fato & contrario a nossa escolha
dexgZW,U---UW,.Assim,j = 1.

Agora, se j = 1, novamente existem dois escalares diferentes de zero \,, \, € K
de modo que A\, # X\, e X+ \y, X + \,¥ € W,. Entao

(M =)y =X+ N\Y)— (X+ N\y) € W,.
Como A\, — A\, #0,y € W,.

Mas isso & impossivel, pois o vetor y foi escolhido em V \ W,. Concluimos assim
que V nao pode ser igual a uniao de W,. . ... w..



Se K é finito, entao o teorema anterior é falso em geral. Por exemplo, seja
V = (Z,)*. Entao V = W, U W, U W5, em que
W, = {(07 0)7 (1’ O)}, W, = {(O’ O)’ (07 1)} elW; = {(O’ O)’ (17 1)}



Subespaco Gerado

Dado um subconjunto S de um espaco vetorial V o menor subespaco de V
contendo S
(S) = | J{w|w um subespago de V, W 2 S}

e denominado porS.



Denotaremos por £(V) o conjunto de todos os subconjuntos de Ve S (V) o
conjunto de todos os subespacos de V. Entao S (V) C #(V) e temos uma
funcao natural (- ) : Z(V) — S(V), que envia um subconjunto S € #(V) para o
subespaco vetorial (S) € S (V). Claramente, ( - ) € uma aplicacao sobrejetiva
cuja restricao a S (V) é a identidade.



Combinacao Linear

Seja B = {v;|i € I} subconjunto de V. Um vector v € V & uma combinagdo
linear dos vetores em B se houver um conjunto escalares {c;}, com apenas
um niamero finito desses diferentes de 0 de modo que:

v=> v

i€l



Se escolhermos todos ¢; = 0, obteremos

o= Z CV;.

Esta & a combinacao linear trivial dos vetores em B. Qualquer outra combinagao
linear & nao trivial.

No caso, B = (), a Unica combinacao linear que temos € a combinacao linear
vazia, cujo valor consideramos 0 € V e que consideramos uma combinacao
linear trivial.



Afuncgao (- ) : Z(V) — S (V) possui as sequintes propriedades

Para S € 2(V),(S) é o subespaco de V de todas as combinagoes lineares
finitas de vetores de S. Assim,

n
(S) = {inx,-|x,- ceK,x;eS,n> o}

=1
Se S, C S, (S:) C (S,).

Se x € (S), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (S').

S C (S) paratodos os S € Z(V).

Para cada S € Z(V), ((S)) = (S).

Seye (SU{x})ey & (S), entdox € (SU{y}). AQuix,yeVeSe (V).



Como (S) é subespago entao (S) é fechado em relagao a combinagoes
lineares e assim {37, xx; | x; e K,x; € S,n > 0} C (S).
Como {ZL XiX; | x; € K,x; € S,n > o} € um espaco vetorial contendo S, a
igualdade segue.

.Sey e (SU{x}) — (S), entao y sera uma combinagao linear finita de vetores
de SU {x}. Além disso, x deve ocorrer com um coeficiente diferente de zero em
tal combinacao linear. Caso contrario, y € (S).

Portanto, existem vetores X, ..., X, € S e escalares diferentes de zero

X1, ..., Xn, Xns1 € K de modo que 'y = XX, + - - - + XpXp + Xpi1X. COMO X4 # O,
podemos escrever x como uma combinacao linear dey e x4, ..., X,. Ou seja,
X = Xy Y — Xpi4XaXq — X 11 XnXn. Assim, X € (SU {y}).



Comentarios Finais.



