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Suponha que V seja um espaco vetorial arbitrario sobre um corpo K e seja S
um subconjunto de V.

o S edito sobre K se existir um subconjunto finito
{Xi,...,Xn} C S e escalares diferentes de zero X, ...,x, € K de modo que
X:Xq + +XpXp = O.

o S édito (sobre K) se S nao for linearmente de-
pendente.



n
Portanto, se S for linearmente independente, sempre que ZX,'X,' =0 com
i=1
{X1,...,. X} €S e{x,...,xn} CKe, assim, x, =---X, = 0.
Nossa definicao implica que o conjunto vazio () € linearmente independente
sobre K, por vacuidade.

n

Ao considerar questoes de dependéncia, abandonaremos as palavras “sobre K
sempre que K for claro a partir do contexto.

No entanto, deve ser obvio que, se mais de um corpo estiver envolvido, um
determinado conjunto S pode ser linearmente dependente sobre um corpo e
independente sobre outro. O exemplo a seguir torna isso claro.



Suponha V = R, o corpo dos nimeros reais e sejam K, = Q e K, = R. Entao V
é um espaco vetorial sobre K, e K,. Seja S = {x, = 1,X, = v/2}. E facil ver que
S é linearmente independente sobre K. Mas, claramente, Sé linearmente
dependente sobre K, pois (v/2)X; + (—1)x, = O.



Um subconjunto S de V é dito de V se S for linearmente independente
sobreKe (S) =V.

Se S for uma base de um espaco vetorial V’, todo vetor diferente de zero x € V
podera ser escrito unicamente no formato X = x,X; + - - - + X,X,, €m que
{Xi1,...,X,} ©Sex,..., X, sao escalares diferentes de zero em K.



As bases serdo denotadas por B, X, . . ..



O conjunto vazio () € uma base para o subespaco nulo (0) de qualquer espaco
vetorial V. Se considerarmos um corpo K como um espaco vetorial sobre si
mesmo, qualquer elemento diferente de zero x de K & uma base de K.

SuponhaV =K" neN. Paracadai=1,...,n,sejae;=(0,...,1,..., 0).
Portanto, e; € a n-tupla cujas entradas sao todas zero, exceto um 1 na i-ésima
posicao. Defina B = {e,,...,e,}. COMO (X4, ...,Xy) = X,€, + - - - + X,€,, vemos B
é uma base de K". Vamos denominar B de base candnica (padrao) de K".



Suponha V = (K*), £ (KY),. Para cadai € N, seja (0,..., 1,...,). Ou seja, e;
1na i-ési;],a posicao

€ 0 vetor cujas entradas sao todas zero, exceto um 1 na i-ésima posicao.

Defina B = {e,,...,e,,...}. Como todo vetor em x € (K*), possui um nimero
finito de coordenadas diferente de 0

X=(Xy,...,Xn,0,0,...) = X,€ + - - - + Xp€p, temos que B & uma base de (K*),.
Vamos denominar B de base candnica de (K*),.



Seja V = Mp »(K). Para qualqueri=1,...,mej=1,...,n, e; denota a matriz
m x n cujas entradas sao todas zero, exceto um 1 na posic¢ao (ij). Como
(aj) = > _ ajej, temos que B = {e;[1<i<m,1<j<n}éuma base para V.

7]
Os elementos e;; em B sao denominadas de unidades matriciais de Mp, ,(K).

Seja V = K[x]. Seja B o conjunto dos mondomios mdnicos em X, assim,
B =1{1,x,x% ...} e @ uma base de K[x].



O conjunto dos nimeros reais € um espaco vetorial sobre o corpo dos
ndmeros racionais.

Qual seria a base para esse espaco vetorial? Os elementos v/2,/3, /5,7, ...,
sao linearmente independentes, mas certamente nao geram R, pois tambéem
precisamos de elementos como e, e?, e3, ..., que também formam um conjunto
linearmente independente. De fato, como Q é enumeravel, pode-se mostrar
que o subespaco de R gerado por qualquer subconjunto enumeravel de R
deve ser enumeravel. Como o proprio R é nao-enumeravel, nenhum conjunto
enumeravel pode ser uma base para R sobre Q. Isso significa que qualquer
base para R sobre @, deve ser nao enumeravel e assim dificil de descrever.



Um dos fatos mais fundamentais é que todo espaco vetorial possui uma base:

Todo espaco vetorial possui uma base.



De fato, temos um resultado ligeiramente mais forte: qualquer subconjunto
linearmente independente S de V pode ser expandido para uma base. E esse
fato que provaremos.



Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que S seja um subconjunto
linearmente independente de V. Entao, existe uma base B de V tal que B O S.



Seja X um conjunto parcialmente ordenado nao vazio tal que cada cadeia em
X é limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento

maximal.

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (A, ~) € indutivo se todo
subconjunto totalmente ordenado de A tiver um limite superior em A.

O ponto crucial sobre os conjuntos indutivos € que podemos reescrever o Lema

de Zorn como:

Se um conjunto parcialmente ordenado (A, ~) for indutivo, existe um

elemento maximal de A.












DEMONSTRACAO. [do Teorema ] Suponha V + {0} e seja v # 0. Entao {v} é um
conjunto linearmente independente e pelo Teorema = pode ser completado a
uma base de V. N



Ha uma grande desvantagem nessa demonstracao de que todo espago vetorial
admite uma base: a menos que a dimensao seja finita ou pelo menos
enumeravel, ela nao nos fornece nenhuma idéia de como encontrar uma base.
De fato, esse € um problema sério com o conceito de base para espagos
dimensionais infinitos em geral. Embora o Lema de Zorn nos permita
demonstrar que existe uma base, na pratica, esse fato pode ser in(til se nao
tivermos um procedimento para encontrar uma. Mas que elas existem...



Uma base para o espaco vetorial C¥(I) & nao enumeravel e ndao possui
descricoes simples. No entanto, como R[x] C C*(I), o Teorema garante que
existe uma base de C*(I) que contém os mondmios 1,x, X2, . ...



O Teorema  diz que qualquer subconjunto linearmente independente de V
pode ser expandido para uma base de V. Ha um resultado complementar, se
algum subconjunto S de V gerar V, entao S contera uma base de V.

Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que V = (S). Entdo S contéem
uma base de V.



Se S = () ou {0}, entao V = (0). Nesse caso, ) € uma base de V contida em S.
Portanto, podemos supor que S contém um vetor diferente de zero x.

SejaZ = {A C S| A linearmente independente sobre K}. Claramente, {x} € Z.
Ordenaremos parcialmente Z por inclusao.

Se 7 = {A;|i € I} € um subconjunto totalmente ordenado de Z, entao UA,— é
iel

um limite superior para 7 em 7.

Portanto, (Z, C) é indutivo. Aplicando o Lema de Zorn temos que Z possui um

elemento maximal B.



Afirmamos que B € uma base para V. Como B € Z,B C S e B é linearmente
independente sobre K. Se (B) = V, entao B & uma base de V, e o resultado
segue. Suponha que (B) # V. Entao S ¢ (B) ou caso contrario

V = (S) C ((B)) = (B). Portanto, existe um vetory € S\ (B). Claramente, BU {y}
é linearmente independente sobre K. Assim, BU {y} € Z. Mas y ¢ (B) implica
y ¢ B. Portanto, B U {y} € estritamente maior que B em Z. Como B & maximal,
isso & uma contradicao. Portanto, (B) = V e nossa prova esta concluida.



Um espaco vetorial V possui muitas bases diferentes. Por exemplo,
x={(0,...,\,..., 0)+e;|i=1,...,n} & claramente uma base para K" para
qualquer X\ # —1 em K. O que todas as bases de V tém em comum é sua
cardinalidade. Provamos esse fato em nosso proximo teorema.



Troca de Steinitz

Sejav,,...,vy, uma colecdo de vetores linearmente independentes em um
espaco vetorial V. Sejaw,, ... ,w, seja uma colecao de vetores que geram V.
Entdo, m < n e, aléem disso, possivelmente apos reordenar os vetores w;, 0
conjunto {V,, ... ,Vp, Wpq,...,W,} gera V.



Sejam A = {v,,...,v,} um conjunto de vetores linearmente independentes e
B = {w,,...,wy,} um conjunto de vetores que gera nosso espaco vetorial V.
Entre todos os conjuntos C, de modo que AC C CAUB eV = (C), escolha um
que seja minimal. Ja temos que C é da forma

C={Ve,....Vm,W;,....,W; }

e que V = (C). vamos provar que C € linearmente independente.



Suponha que
a.Vq + ...+ apVm + byw;, + ... +bw; =0

Se qualquer um dos coeficientes by, for diferente de zero, w;, estara no espaco
gerado dos elementos restantes de C; portanto, C\ {w;, } sera um conjunto
menor que gera e que esta entre A e AU B, contradizendo o fato que C é
minimal. Portanto, b, = ... = b, = 0. Mas, a partir da independéncia linear dos
vetores {v,,...,vp}, segue a, = ... = a, = 0. Concluimos que C é linearmente
independente. E portanto, € uma base.



Existem duas afirmacoes aqui:

o A primeira € que m < n. Em palavras, isso diz que qualquer conjunto
linearmente independente € no maximo tao grande quanto qualquer
conjunto que gera.

o A segunda parte & que, se pegarmos um monte de vetores linearmente
independentes e qualquer conjunto de vetores que geram, podemos
emprestar parte do conjunto que gera para estender o conjunto

linearmente independente para um conjunto que gere todo o espago
vetorial.



A conclusao realmente profunda do Lema da Troca de Steinitz & que faz sentido
falar sobre a dimensao de um espaco vetorial.

Seja V um espaco vetorial sobre K e suponha que B, e B, sejam duas bases
de V. Entdo |B,| = |B,]| .



Dividimos essa prova em dois casos.
Caso 1: suponha que V tenha uma base B finita.

Nesse caso, provaremos que |B, | = |B,|. Suponha que B, = {X,,...,X,}. E
claramente suficiente mostrar que |B,| = n. Supomos que |B,| #ne
derivamos uma contradi¢ao. Existem duas possibilidades a serem consideradas
aqui: |B,| =m < nou |B,| >n.Vamos primeiro supor que B, = {y,,...,¥m}
comm < n.

Entdo pelo Lema = m > n e a contradicao segue.
Agora suponha que |B,| > n (| B, | pode ser infinito aqui).

Como B, € linearmente independente todo conjunto finito de B, € linearmente
independente. Como B, gera, todo conjunto finito de B, tem no maximo |B, |
elementos e logo |B,| < | B,|. Consequentemente |B,| < n e a contradi¢ao segue.



Caso 2: suponha que nenhuma base de V seja finita.

Precisaremos do seguinte fato sobre cardinalidade:

Sejam A e B conjuntos, e suponha |A| = c. Se, para cada x € A, tivermos um
conjunto finito de I, C B entao |A| > | Uyca Ixl-



Caso 2: suponha que nenhuma base de V seja finita.

Nesse caso, B, e B, sao conjuntos infinitos. Seja x € B,. Como B, &€ uma base de
V, existe um unico subconjunto finito I, C B,, tal que x € (Ix) e x & (I') para
qualquer subconjunto proprio I’ de I,. Portanto, temos uma fun¢ao bem
definida ¢ : B, — #(B,) fornecida por ¢(X) = Ix.

Como B, é infinito, podemos aplicar o Lema e concluir que |B,| > | U Ix].

X€EB,
Como x € (Ix) paratodososx € B,,V = <U Ix). Portanto, U Ix € um
XeB, XEB,
subconjunto de B, que gera o espago V. Logo concluimos que U Iy =B,. Em
XeB,

particular, |B,| > |B,|. Invertendo os papeis de B, e B, temos que
|B,| > |B,|.Isso completa a prova do teorema.



A cardinalidade comum de qualquer base de V é denominada de V.
Escreveremos dim V para a dimensdo de V. Se queremos enfatizar em que
corpo estamos, entdo usaremos a notacao dimV para a dimensao do
espaco vetorial sobre K. Assim, dimV = |B|, onde B é uma base qualquer de
V quando o corpo base K é subentendido.



Vamos verificar as dimensdes de alguns dos nossos exemplos anteriores.
No Exemplo , dimg,V =1edimg, (V) = |R| a cardinalidade de R.

No Exemplo , dimk(0) = O.

No Exemplo , dimK" = n.

No exemplo , dim My n(K) =m - n.

No Exemplo ,dimV = |N|, a cardinalidade de N.

Se a dimensao de um espaco vetorial V for infinita, como nos Exemplos e ,
em geral nao faremos nenhuma tentativa de distinguir qual a cardinalidade de
dim V. Em vez disso, escreveremos simplesmente dim V = oc. Se V tiver uma
base finita {x,,...,X,}, diremos que V &€ um espaco vetorial de dimensao finita e
escreveremos dim V < oo, ou, mais precisamente, dimV = n < oo. Por exemplo,
dim gCR(I) = o0, enquanto dim gR" = n < oo.



Seja V um espaco vetorial sobre K.

Se W for um subespaco de V, entao dim W < dim V.

Se V for de dimensdo finita e W € um subespaco de V tal que dim W = dim V,
W=V.



DEMONSTRACAO. O Teorema  diz que qualquer base de um subespacgo W de V
pode ser completada para uma base de V. Isso prova imediatamente os itens
e . <

Se V nao é de dimensao finita, entao « é falso em geral. Um exemplo simples
ilustra esse ponto.



Seja V = K[x] e seja W o subespaco de V que consiste em todos os polinomios
pares. Assim, W = {Z aix® | aj K} Uma base de W é claramente os
monomios de poténcias pares de x. Assim, dim V = dim W, mas W # V.



Comentarios Finais.



