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O conjunto S (V) de todos os subespagos de um espaco vetorial V possui uma
estrutura rica que apresentamos a seguir.

Se S, T € §(V), entao é facil de demonstrar que SN T € o maior subespaco de V
contido simultaneamente em S e T. Em termos de inclusao de conjuntos, SN T é
o maior limite inferior de S e T. Da mesma forma, se {S;|i € I} € uma colecao de
subespacos de V, entao sua intersecao € o maior limite inferior dos subespagos

inf{S;[iel} =[S

iel



Para determinar o menor subespaco de V contendo os subespacos Se T,

fazemos a seguinte definicao.

Se Se T sao subespacos de V. A S+ T é definida por
S+TE2{x+y|xeS yeT}

Em geral, a soma de qualquer colecao {S;|i € I} de subespacos € o conjunto de
todas as somas finitas de vetores da uniao | J;, Si

SUSE K+ xa|x €S

i€l i€l



Dado uma colegao {S;|i € I} de subespacos. Entdo sao equivalentes:

W é o menos subespaco contendo S; para i € |
W= (U{Silien)
W= Zielsi

A demonstragao sera deixada como exercicio.



Ou seja, acabamos de mostrar que a soma é a menor das cotas superiores.

sup{Si|i I} =) _S;

iel



Se um conjunto parcialmente ordenado P tiver a propriedade de que cada par
de elementos tem um infimo e supremo entao P sera denominado

Se P tiver um menor elemento e um maior elemento e possuir a propriedade de
que toda colecao de elementos possui um infimo e supremo, entao P &
denominado reticulado completo.



O conjunto S (V) de todos os subespagos de um espaco vetorial V é um
reticulado completo sob inclusdo de conjuntos, com o menor elemento {0},
maior elemento V.,

inf{S;[icl}=()Sie (1)

i€l

sup{Siliel} =>_S; (2)

i€l






Soma Direta Externa

Se V e W forem espacos vetoriais sobre um corpo K, o produto cartesiano
VxW={(v,w):veV, we W}
pode ser munido de uma estrutura de espaco vetorial definindo as operagoes

(Vh W1) + (V2, Wz) = (V1 + Vs, W, +W2) €))

Av, w) 2 (v, \w) . (4)

O produto cartesiano V x W, munido das operagoes de espaco vetorial acima, €
denominado de soma direta externa de V e W.



A construcao anterior pode ser generalizada facilmente.

Sejam V,, ...V, espacos vetoriais sobre um corpo K. A soma direta externa
de 1, denotado porV = V,H---HV, é o espago vetorial V =V, x --- x V, cujos
elementos sdo as énuplas ordenadas, i.e.,

VBBV, ={(X, ..., X)X €V, i=1, ..., n}
com as operagdes componentes a componentes

(Vs s Yn) + (Xa, ooy Xn) = (Vi + X, -y Yo+ Xn) (5)
AXp, ooy Xp) = (AXq, ..., AXp) (6)



O espaco vetorial K" € a soma direta externa de n copias de K, isto &,

K'=K@---BK

Essa construcao pode ser generalizada novamente para qualquer colecao de
espacos vetoriais, generalizando a idéia de que um énupla ordenada

(X4, ..., X,) € apenas uma funcao f : {1, ..., n} — UV; do conjunto de indices {
1,...,n} para a uniao dos espacos com a propriedade que f(i) € V,.



Produto Direto

Seja F = {V;|i € I} familia de espacos vetoriais acima de K. O
de F é o espaco vetorial

Hv,-é{f:K%Uv,-u(i)evi}

pensado como um subespaco do espaco vetorial de todas as fungoes de
I — UV,.



Sera mais Qtil restringir o conjunto de funcoes aquelas com suporte finito.

Seja F = {V;|i € I} uma familia de espagos vetoriais sobre K. O suporte de
uma fungao f : K — UV; e o conjunto
suporte(f) = {i € If(i) # o}

Assim, uma funcao f tem suporte finito se f(i) = o0 para todos, exceto um
numero finito de i € I.



Soma Direta Externa

A da familia F é o espaco vetorial
[+]Vi & {f : 1 = | J Vi |f(i) € Vif possui suporte finito }
icl iel
={f:1— U Vi |f(i) € V;,f(i) & 0 exceto por um niimero finito de termos.}
i€l

visto como um subespaco do espaco vetorial de todas as funcoes de | — UV;.



Um caso especial importante ocorre quando V; = V para todos os i € I. Se
permitirmos que V' denote o conjunto de todas as fungoes de la V e (V'),
denote o conjunto de todas as fungoes em V! que possuem suporte finito entao

Hvzv’ e [+]V = (V)

iel i€l

Observe que o produto direto e a soma direta externa sao os mesmos para uma
familia de espacos vetoriais finita.



O espaco vetorial K> e produto direto de K e (K*>), € soma direta externa:

K*=][K e (K*)o=[+]K

ieN ieEN



Somas Diretas Internas




Seja V e um espacgo vetorial. Dizemos que V é a soma direta (interna) de uma
familia S = {S;|i € I} de subespacos de V se todo vetor v € V puder ser
escrito, de uma maneira (nica (exceto pela ordem), como uma soma finita de
vetores dos subespagos em S, isto e, se para todov € V,

V=V,+---+V,comV;cS;e

/ / /
V=V, +---+V, comv;cS;

Entdo m = n e (apos trocar os indices se necessario) v; = v. parai=1,...,n.



Se V é a soma direta de S, escrevemos

v=_Eps.

iel
Se S ={S,, ..., Sy} € uma familia finita, escrevemos

V:51@...@Sn



Os conceitos de soma direta interna e externa sao essencialmente equivalentes
(como veremos esses espacos sao isomorfos). Por esse motivo, costumamos
usar o termo soma direta sem qualificacao.

Observe que uma soma é direta se, e somente se, sempre que u;, +---+U; =0
emqueu; €5; e ij # I, entao u; = 0 para todos os J, isto &, se e somente se O
tiver uma representagao Unica como uma soma de vetores de subespagos
distintos. Essa afirmacao motiva a seguinte definicao e a proxima proposicao.



Espacos Independentes

Seja V um espaco vetorial e {W,, ... , W} seja um conjunto de subespagos
de V. Esse conjunto de espagos é Se0 =W;+---+ W com
w; € W; implica w; = o0 para todo i.



Seja V um espaco vetorial e {W,, ... , Wy} seja um conjunto de subespacos
de V. Entao V é asoma diretaV =W, ® --- & W, se

V=W, + -+ Wee

{W,, ..., Wi} sdo independentes.



A seguinte caracterizagao de somas diretas & bastante util.

Um espaco vetorial V é a soma direta de uma familia S = {S;|i € I} de
subespacos se e somente se

VeéasomadosS, V=735
Paracadaicl,Sin(3.;S) = {0}



Demonstracao:

Suponha primeiro que V seja a soma direta de S. Entao € verdadeiro e se

vesin()_s)
J#
entaov = s; para algums; € S; e

V:Sj1+"'+sjn

ondes; €S ejr#iparatodososk=1,...,n.

Portanto, pela unicidade das representagoes de soma direta, s; = O e, portanto,
v = 0. Logo demonstramos



Para a reciproca, suponha que = e  sejam validos. Precisamos apenas
verificar a condicao de unicidade

V=s§,+---+5;, € (7)
V=t + o+t t3))

ondes; € Sj ety €S, e incluindo termos adicionais iguais a 0, podemos
assumir que o indice define {j;, ..., jn} € {Ry, ..., Rm} S30 0 mesmo conjunto
{is, ..., ip}, isto €

V=s;+---+5s, € )
V=t + -+t (10)



Mas (s;, —t,) +--- + (s;, — tj,) = 0. Portanto, cada termo s;, — t;, € S;, € uma
soma de vetores de subespacos diferentes de S;,, que so pode acontecer se
s;, — t;, = 0. Portanto, s;, = t;, para todos os i, e assim demonstramos que V € a
soma direta de S. <



Se tivermos apenas dois subespacos {W,, W,}, essa condicao simplesmente
indicara W, N W, = {o}. Se tivermos mais de dois subespacos, essa condi¢ao &
mais forte que a condicao W; N W; = {0} para i # j.



Exemplo

Toda matriz A € M, »(K) pode ser decomposta como

1 1
A:E(A+At)+5(A—At):B+C (11)
onde Af é a transposta de A. E facil verificar que B € uma matriz simétrica e C &

assimétrica e assim temos uma decomposicao de A como a soma de uma matriz
simeétrica e uma matriz simeétrica.

Como os conjuntos Sim, , € ASim, , de todas as matrizes simétricas e
assimétricas em M, ,(K) sao subespacgos de M, ,(K), temos que

M n(K) = Simp p + ASimp



Alem disso,se S+ T =S +T,onde Se S sao simétricase T e T’ sao
antissimétricas, entao a matriz

U=S—-§=T-T

€ simétrica e antissimétrica. Portanto, se char(K) # 2, devemos ter U = 0 ¢,
portanto, S=S e T = T'. Assim se char(K) # 2 a soma é direta:

Mnm(K) - Simmn @ Asimmn



Decomposicao em Somas Diretas




Seja V um espaco vetorial e seja {W,, ... , Wy} um conjunto de subespacos
de V. Seja, B; seja uma base de W, para cada i, e deixe, B = UB;. Entdao

B geraVseesomenteseV =W, +---+ W,.

B e linearmente independente se e somente se {W,, ... , Wy} for indepen-
dente.

B é uma base para V se e somenteseV =W, @ --- ® W.

A demonstragao da proposicao sera deixada como exercicio



Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e {W,.. .., W} um conjunto de
subespagos comV =W, & - - - & W,. Entao dim (V) = dim (W,) + - - - + dim (Wp).

A demonstragao da proposicao sera deixada como exercicio



Seja V um espaco vetorial da dimensao n e seja {W,, ..., Wy} um conjunto de
subespacos. Sejam n; = dim (W;).
Sen,+---+ng > n,entdo {W,, ... , Wy} ndo é independente.
Sen,+---+np<n,entaoV+W,+ -+ W,.
Sen,+---+ n, = n, 0 sequinte é equivalente:
V=W,®- - - oW

V=W, -+ + W,
{W,, ..., W,} e independente.



Complemento

Seja V um espaco vetorial e W, seja um subespaco de V. Entdo W, é um
deW,seV =W, W,.

Seja V um espaco vetorial e W seja um subespaco de V. Entao W, possui um
complemento W'. Além disso temos dim V = dim W + dim W’



DEMONSTRACAO. Suponha que W seja um subespaco de V. Seja B uma base de
W. Pelo Teorema , existe uma base B’ de V tal que B C B'. Seja W' = (B’ — B).
ComoB'=BU(B'—B),V=(B') = (B) +(B'—B) = W+ W. Como B’ &
linearmente independente e BN (B’ — B) = 0, (B) N (B’ — B) = (0). Assim,

W N W = (0), e a prova esta completa.



Comentarios Finais.



