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Suponha que V seja um espaco vetorial de dimensao finita n sobre K.

Uma para V e uma n-tupla ordenada (x,, ..., X,) de vetores
para os quais o conjunto {x,, ..., X,} € uma base para V.



SeXx = (X, ..., X,) for uma base ordenada para V, entao para caday € V havera
uma Unica n-tupla (y,, ..., y,) de escalares para os quais
c Kk P
7
y:y1)s_,l'_|_..._|_yn)(n

Assim, se X = (X,,...,X,) € uma base ordenada de V, temos uma fung¢ao natural
[-]x:V — K, denominada mapa de coordenadas, definida da seguinte forma.

QW 3——:(‘{)3,-"/\’)5

5= ()


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda



Se X = (X,,...,X,) € uma base de V, entdo definimos as do vetor
n

V= ZYiXi na base x como ( \
i=1
an

[y]gé(yh---,yn

Como x € uma base de V, a representagao de um determinado vetor y como
uma combinagao linear de x,, ..., X, € Unica e assim temos que a fungao esta
bem definida.


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda



A fung K, € uma bijetiva e preserva a adicao de vetores e a
multipticaeao escalar. Consequentemente, [\Y + \zZ]x = \[V]x + A2[2]x para
todos os A\, \, € Key,z € V. Como veremos em breve [ - [x € um exemplo de
transformacao linear.

O vetor coluna [y]x costuma ser denominado dey na base Xx.
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Exemplo

Seja V = M,,(K) e considere os vetores

o 1 o 1 1 0 1 O
a, = ) a = ) a3 = ) a4 =
1 0 -1 O o 1 o —1

E facil ver que A = (a;,a,,a;,a,) € uma base ordenada para M, ,(K). Em
particular qualquer matriz A = (a;) pode ser escrita como

a a a, +a a, —a a,+a a,—a
1" 12 _ 12 21 a1 + 12 21 a + 1 22’a3 _'_ 1 22 al'
0 G 2 2 2 2
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Suponha que X = (X,,...,Xp) €Y = (Vs,...,Yn) Sao duas bases de V. Ha um
relagcao simples entre as componentes de um determinado vetorznas x e Y.
Para entender essa relacao definimos

A de y para x, denotada por M,_,,, € a matrizn x n
=
cujas colunas sdo definidas pela seguinte equacgao:

My_x = ([y1]),< ‘ [yn]x)

()
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Na equagao , a i-ésima coluna de My_x € a matriz n x 1 [yjx.

A multiplicacao por My_ induz uma aplicacao de K, a K, que conecta as
componentes nas bases x e Y.






DEMONSTRACAO. Vamos denotar a i-ésima coluna de qualquer matriz M por
Colj(M). Entdo, para cadai=1,...,n, temos
P bt
MyxlVily = Myox(0,..., 0,1,0,..., 0)" = Col; (My-x) = [Vilx.

Portanto, o teorema é verdadeiro paray € V.

Agora, ja observamos que [ -@e [ @oreserva a adicao de vetor e multiplicagao
por escalar. 0 mesmo acontece com a multiplicagao por My_,x como uma
aplicacao em K,,. Como qualquery € V & uma combinacao linear dos vetores
em Y, concluimos que M, _[z], = [z]x para caday € V. <
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Podemos representar as afirmacoes do Teorema = em termos do seguinte
diagrama comutativo:

Por um diagrama, queremos dizer uma colecao de espagos vetoriais e
aplicacoes entre esses espagos. As aplicacoes sao representadas como setas.
Dizemos que um diagrama é comutativo se duas sequéncias de aplicacoes (ou
seja, composicoes de fungoes no diagrama) que se originam no mesmo espago
e terminam no mesmo espaco forem iguais. Portanto, o diagrama &
comutativo se, e somente se, os dois caminhos de V para K,, sao o mesmo
mapa. E exatamente isso que o Teorema  diz.
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Exemplo

Seja V = K;[x] o espaco de todos os polindmios de grau menor igual a 3. Sejam

B_ (p17p27p37p4) (1 X, X2 X3)ec (q17q27q37q4) = (17(X_1)7(X_1)27(X_1)3)
duas bases ordenadas de D. Entao

[,O|6,0\

- /\\O 6\

41 = Ppn
> = —1p1 + P2
Gz = Pp1—2P> + Ps3

Qo = —1P: + 3p> — Bp{ + SRS
4 1 2 éCSB 3&5



Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda



Entdao a matriz mudanca de base é dada por

1 1
o 1 -2
M£—>E:
O o
O O
e sua inversa é
S I
[o T )
Mp_c =
O 0 1
O 0O



Espacos Linha e Coluna




Seja A € M, m(K). As linhas de A geram um subespaco de K" conhecido como
espaco de linhas de A e denotado EspLin(A) enquanto as colunas de A geram
um subespaco de K™ conhecido como espaco de colunas de A e denotado por

EspCol(A).

As dimensoes desses espagos sao denominadas posto por linha e posto por
coluna, respectivamente. Denotamos o posto por linha por rank,(A) e 0 posto

por coluna por rank.(A). (
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Demonstraremos que posto por linha de uma matriz é igual ao posto por
coluna, apesar de se m # n, o espaco da linha e o espaco da coluna nao
estarem no mesmo espaco vetorial.

Nossa demonstracao desse fato depende da seguinte proposicao sobre
matrizes.

Seja A € My n(K). As operacoes elementares por coluna nao afetam posto
por linha de A. Da mesma forma, as operagoes elementares por linha nao
afetam posto por coluna de A.



Vamos demonstrar a primeira afirmacao.

Observe que uma relagao de dependéncia linear entre algumas linhas de uma
matriz A é equivalente a existéncia de um vetor nao nulov comvA = 0. Se E é
~—~—————
uma matriz elementar e B = AE, entao vB = VAE = 0; inversamente, se vB = O,
entao vA = vBE~" = 0. Portanto, se um conjunto de linhas de A for linearmente
dependente, o conjunto correspondente de linhas de B também sera
linearmente dependente e vice-versa. Isso significa que A e B tém a mesma
posto por coluna.

De outra forma, sejam e; sao os vetores de base padrao em K™. Como a i-ésima
linha de A & dada por e;A temos que espaco de linhade A e
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Executar uma operacao de coluna elementar em A € equivalente a multiplicar A
a direita por uma matriz elementar E. Portanto, o espaco da linha de AE &

EspLin(AE) = (e/,AE, ..., e,AE)

e como E é invertivel,
rank((A) = dim (EspLin(A)) = dim (EspLin(AE)) = rank(AE)

como desejado.

A demonstra¢ao da segunda afirmacao é analoga a demonstracao da primeira
afirmacao.
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Se A € Mupp, rank(A) = rank.(A). Esse numero é denominado deAee
indicado por rank(A).



DEMONSTRACAO. Pelo lema anterior, podemos reduzir A para a forma
escalonada reduzida por coluna sem alterar o posto por linha e o por coluna.
Em seguida, podemos reduzir ainda mais A para forma escalonada reduzida por
linha sem afetar nenhum dos postos. Logo a matriz resultante M tem os
mesmos postos por linha e coluna que A. Mas M &€ uma matriz com 1's seguidos
por 0’s na diagonal principal e 0's em outros lugares. Consequentemente,

rank((A) = rank;(M) = rank(M) = rank.(A)

como desejado. <






Uma sequencia de subespacos encaixantes ascendente V, C V, C ... C V, do
espaco V é denominada de ou
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O numero n € denominado Vo CV, C

Uma bandeiraV, Cc V, C...CV, C ... édita seVo={o},uV,=Ve
se nenhum subespaco puder ser inserido entre V;, V.., (para qualquer i) isto é
seV;CcWc Vg, entdoW=V,ouW =V,
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Exemplo
Em P,(x) temos a bandeira maximal:

{0} C Po(X) C Py(x) C --- C Pp(x)



Um bandeira de comprimento n pode ser construido a partir de uma base

ordenada E = (e,, ... e,) do espaco V definindo V, = {0} e V; = ({e,, ... €;})
parai=1,...,n). Essa bandeira &€ denominada bandeira candnica associada a
base E.

Essa bandeira € maximal e num espaco vetorial de dimensao finita todas as
bandeiras maximais podem ser construidas assim.

\T% ((\.o\cs)) (oS 0) ;CO@-S\\

o0 ,(o &ﬁb
\\O\S C Q\o\® CéQ\C \\{


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda


Daniel Miranda



A dimensado do espaco vetorial V é igual ao comprimento de qualquer
bandeira maximal de V.



Demonstracao

Vamos provar apenas o caso em que dim V é finita.

SejaV, Cc V, C V, C ... uma bandeira maximal em V. Para i € I, selecionamos

um vetor e; € V;\V;_,. Mostraremos que o conjunto {e,, ..., ;} € uma base do
SR
espaco V;.

Primeiro, o subespaco gerado por {e,, ... )e,-_1} esta contido em V,;1 e e Nao
esta em V;_,, e segue por indugcao em i que o conjunto {e,, ..., e;} €
linearmente independente, para todos os i.
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Agora mostraremos por inducao que {e,, ..., e;} gera V.. Suponha por hipotese
indutiva que isso seja verdade parai—1esejaV = (e,, ... e). EntaoV,_, Cc V'
de acordo com a hipotese de indugao e V;_, # V' pois e; Z V;_. A condi¢do de

. o . ——
maximalidade da bandeira implica entao que V =V,

Assim,se Vo, C V, C ... C V, = V for uma bandeira maximal finita em V, entao,
os vetores {e,, ... e,},e; € V;\V,_,, formam uma base de V e logo n = dim V.
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Uma bandeira em um espaco de uma dimensao finita, V, pode ser estendida a
bandeira maximal e, portanto, seu comprimento € sempre menor ou igual a
dim V. De fato, se continuamos a inserir subespacos intermediarios no bandeira
inicial este processo nao pode continuar indefinidamente, porque o conjunto de
vetores {e,, ..., &), € € V;\V,_, € um conjunto linearmente independente.
Portanto, o comprimento do bandeira nao pode exceder dim V.



Dizemos que um espaco vetorial satisfaz a condicao da cadeia ascendente (acc)
se para qualquer sequéncia ascendente de subespacos

W1CW2CW3C"‘,
~——2 -3
eventualmente se estabiliza, isto &, existe um nimero inteiro positivo n tal que

W,,:Wn+1:Wn+2:~--.

Da mesma forma, diz-se que P satisfaz a condicao da cadeia descendente (dcc)
se todas as sequéncias descendentes de subespacos

W1DW2DW3D

eventualmente se estabiliza.
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Seja V um espaco vetorial sobre K. Entdo, sao equivalentes:

V é de dimensao finita;
V tem uma bandeira maximal;
V satisfaz a condig¢do da cadeia ascendente (acc);

V satisfaz a condicdo da cadeia descendente (dcc).



Comentarios Finais.



