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Sejamu = [uq, Uy, -+, Up]E,V = V4, Vo, - - -, V]t dois vetores de R". Entdo o
produto escalar deu ev é dado poru-v = UV, + UV, + - - - + UpV,.

E o produto escalar que permite introduzir nocdes como o comprimento (norma,
magnitude) de um vetor, bem como o angulo entre dois vetores.



As propriedades basicas do produto escalar sao enumeradas a seguir:

Seja u,v,w vetores de R" e A em qualquer escalar. Em seguida, segure o
seqguinte:

Uu-u>o0eu-u=0seesomenteseu= 0. Dizzmos que o produto escalar
e positivo definido.
u-v =v-u. Dizemos que o produto escalar é simétrico.

(u+v)-w = uw+vw. Dizemos que o produto escalar é aditivo no primeiro
argumento.

Para todos os (Au)-v = u-(\v) = \(u cdotv). Dizemos que o produto escalar
é homogéneo em relacao aos escalares.



Tomaremos as propriedades do produto escalar como base para nossa
definicao de um espago com produto interno. Como a definicao abrange
espacgos reais e complexos, as condi¢oes sao ligeiramente modificadas. Em

especial queremos que a norma seja um namero real, isso se manifesta na
propriedade de conjugacao.






Passamos agora a uma discussao de espacos vetoriais reais e complexos que
possuem uma estrutura adicional, denominado produto interno, conforme
descrito na definicao a seguir. Os produtos internos permitem introduzir e
definir diversos conceitos geomeétricos nos espagos vetoriais. Em espacos
munidos de produtos internos podemos definir o comprimento de um vetor ou
o angulo entre dois vetores. Eles também fornecem os meios para definir a
ortogonalidade entre vetores e mesmo a projecao num subespaco.

Neste capitulo, K denotara o corpo real ou complexo. Além disso, o complexo
conjugado de ) € C sera indicado por ).



Se V é um espaco vetorial sobre K =R ou K = C. Um emVe
uma fungao {, ) : V x V — K com as seguintes propriedades:

Linear na primeira coordenada: para todosu,ve Ve \, )\, € K
(AU + v, W) = A (u, W) + A\ (v, W)

Simetrico:

(u, v) = (v,u) (simetria Hermitiana)

Positivo definido: Para todo v € V,

(v,v) > 0e (v,v) =0 seesomentesev =0.



Quando K = R a condicao de simetria se reduz a

(u, v) = (v, u) (simetria) .

Um espaco vetorial V, munido de um produto interno, & denominado espaco
com produto interno.

Observe que um subespaco vetorial S de um espago com produto interno V
também é um espaco com produto interno com a restricao do produto interno
deVas.



Se K = R, entdo o produto interno é linear em ambas as coordenadas, ou
seja, o produto interno é bilinear.

No entanto, se K = C, entdo o produto interno é linear na primeira coorde-
nada e linear conjugado na seqgunda, isto é

(W, AU+ A,0) = A (w, u) + A (w, V)

(0,v) = (v,0) = 0.



DEMONSTRAGAO. Vamos provar apenas - . Nesse caso K =C, e

(W, AqU 4 AoV) = (U + AV, W) = (i, w) + o (v, w) = A (w, u) 4+ X (w, v)



Assim, um produto interno complexo é linear na primeira coordenada e linear
conjugado na segunda coordenada. Nesse caso dizemos que um produto
interno complexo é sesquilinear (sesqui significa uma vez e meia).

O espaco vetorial R" € um espago com produto interno com o produto escalar,
definido por

<(X‘|7 ceey Xn), (y1, ceey yn)> :X1y1+...+xnyn

O espago com produto interno R" é geralmente denominado espago
euclidiano n-dimensional.



O espaco vetorial C" € um espago com produto interno com o produto escalar
definido por

<(X1a DR Xn)a (X’Ia ey Xn)) :X’I)_/1 +"'+Xn7n

Esse espago com produto interno costuma ser denominado espago hermitiano
n-dimensional.



Se 0 espaco vetorial V possui uma base B = {v,, ..., v,}, entao

(x, y) = X5[Vle

define um produto interno em V.



Para A, B € My n(K) definimos
(A, B) = tr(AB) .

Entao (-, -) € um produto interno em M, ,(K) conhecido como produto interno
da Frobenius.



O espaco vetorial C'[a, b] de todas as fungoes com a primeira derivada
continua de valor complexo no intervalo fechado [a, b] € um espago complexo
de produto interno com

/f () + (g (X)dx



No espaco vetorial real M, ,(R) o produto interno usual € definido da
seguinte forma:
(A, B) = tr(B'A)



Um dos exemplos de espagos de produto interno mais fundamentais € o
espaco vetorial /2 de todas as sequéncias reais (ou complexas) (s,) com a

propriedade que
> Isal? < o0

munido do produto interno
{(Sn), (ta)) =D Snln (1)
n=0

Tais sequéncias sao denominadas quadrado somaveis. Para que o produto
interno esteja bem definido a soma a direita na Equagao  deve convergir.
Para provar isso, observamos que, se (s,), (t,) € ¢, entao

0 < (Is.| — |t.1)?2 = |s.|?2 — 2ls,|It.| + |t.|?



Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e base B = {v,, ..., v,},. Sejam
v=> " avieu=>" by vetoresem V. Entao

n a
<V7u> :Zai5j<viavj> - |:a17"' :an] €]
i=1

an

onde G = [g;] € a matriz definida por g;; = (v;,vj) para1 <i,j < n.AmatrizG e
conhecida como matriz de Gram na base B.



Dados u,v € V dois vetores nao nulos. O entre u e v é definido como

B (u,v)
Jeos BUN) = Ty v

N
Figura 1: Angulo entre vetores



Sejam u, v vetores no espaco com produto interno V. Esses vetores sao ditos
ou se (u,v) = 0. Nesse caso escrevemos u | v.

Figura 2: Vetores ortogonais



O seguinte resultado simples é bastante util.

Se V é um espaco com produto interno (u,x) = (v,x) para todo x € V, entdo
u=\v.






Se V for um espago com produto interno, a ou (associada
ao produto interno) de v € V é definida como

V[ = Vv, v)

Um vetor v é dito se ||v|]| = 1.



|lv]| > 0 e ||v| = 0 se e somente sev = 0.

Paratodos A c Kev eV,
[AV]] = [A[flv]

(Pitagoras) Se v | u, temos
v+ ul]* = [|v]* + [[u]?
(Desigualdade de Cauchy-Schwarz-BunyakovsRy) Para todos u,v € V,
[(u, v)| < [Jul[]|v]

com igualdade se e somente se u e v forem maltiplo escalar um do do outro.

(Desigualdade triangular) Para todos u,v € V,



DEMONSTRACAO. Para demonstrar Pitagoras observamos que
IV+ul> = (v+u, vi+u) = (v, v) + (v, u) + (U, v) + (u, u) = [|V[* + [u]?,
pois v e u sao ortogonais.

Para demonstrar Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, se u ou v for o vetor zero, o
resultado & imediato, assim podemos assumir que u, v # 0. Entao, para
qualquer A € K,

0 < [lu—Av|J
=(Uu—Av, u—)\v)
= (u, u) — \{u, v) — A[{v, u) — X(v, V)]

Escolhendo \ = (v,u)/(v,v) fazemos a expressao entre colchetes se anular e

logo

v, u)(u,v)

N < /m1 n\ _ < ’<U,V>|2

— 2 __




Podemos generalizar o conceito de norma de modo a torna-lo independente do
produto interno.

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma em V e uma aplicagdo
|| : V— [0, co) satisfazendo as seguintes propriedades:

|lv|| > 0sev #o0;
[AV]| = [A[[[v]l, para A € K;

v+l < [|v]] + ul]

Se V possui uma norma, dizemos que V é um espaco normado.



Seja V um espago com produto interno. Entdo |v|| := (v,v)"/? r define uma
norma em V.



No espaco vetorial real R" temos as seguintes normas
a) Norma do Maximo: [|X||. = max{|x;| ; 1 <i < n}
n
b) Norma do Taxi: |||, = ) _|x
i=1
No espaco vetorial real M, ,(K)(R). temos as seguintes normas
a) [|Alle = max{3>_1, laz| ; 1< i< n}
b) [|All = max{3 7, |ay| ; 1<) < n}



Observamos que nem todas as normas provem de um produto interno.

E interessante observar que o produto interno em V pode ser recuperado da
norma associada. Assim, conhecer o comprimento de todos os vetores em V é
equivalente a conhecer todos os produtos internos dos vetores em V.



Se V é um espaco real com produto interno, entao

(u, v) = —(Jlu+ v = lu—v|?)

1
4
Se V é um espaco complexo com produto interno, entao

1 1. : .
(u, v) = Z(IIU +V[* = [lu—v|*) + Z'(HU + V] — [Ju—iv|?)



A norma pode ser usada para definir a distancia entre dois vetores em um
espaco com produto interno .

Se V e um espago com produto interno. Definimos a d(u, v) entre os
vetoresuevem)V como
d(u, v) = [lu—v|



Se V é um espaco munido da distancia d(u, v) = |ju — v|| entdo:

d(u, v) > 0ed(u, v) = 0seesomenteseu=V.

d(u, v) = d(v, u). Nesse caso dizemos que d é simétrica.

d(u, v) < d(u, w) + d(w, v). Nesse caso dizemos que d satisfaz a desigual-
dade triangular.



Qualquer conjunto nao vazio V, juntamente com uma fungao d : V x V — R que
satisfaga as propriedades da Proposicao , € denominado ea
funcao d é dita em V. Assim, qualquer espaco com produto interno €
um espaco métrico com a métrica induzida pelo produto interno.

A presenca de um produto interno e, portanto, de uma métrica, permite a
definicao de diversos conceitos analiticos em V como convergéncia de
sequéncias e seéries infinitas, fungoes continuas e conjuntos abertos, fechados e
compactos.






Seja V um espago com produto interno. Um conjunto ndo vazio
O={u,ieA}cVve se u; L u; para quaisquer u;, u; € X. Se, além
disso, todos os seus vetores sdo unitarios, entao O é . Ou seja, 0 é
ortonormal se

(uj, u;) = 0;;

Para todo i.j € A.

Seja V um espago com produto interno e A C V. Entdo definimos o
aAcomo

A+ = {v € Vtais quev 1 a, Va c A}



O conjunto S* é um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja. Se S é um
subespago de V entdo SN S+ = {0}.



Seja C[—1, 1] o0 espaco vetorial de todas as fungdes continuas reais no
intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

b
(f. g) = / £(x)g(x)dx

Entao o conjunto {sen(nwx)}>, & ortonornal.

1 1 sem=n

! O sen#m
/ sen(nmx) sen(mmx)dx = {

/1 % (cos(nmx — nmx) — cos(NmwX + N7x)) )

o n1 o n1l



A ortogonalidade é mais forte que a independéncia linear.

Todo conjunto ortogonal formado por vetores nao nulos é linearmente
independente.



DEMONSTRACAO. Sejam X,, ..., X, € X tais que
X+ ...+ apXy = 0.
Entao
0=(0, X;) = (W Xy + ... + amXm, X;) = a1(Xq, X;) + ... + am{Xm, X;) = j{X;, X;).

Como (x;,X;) = [|x;||> # 0, temos que a; = 0. <



Seja O a colecao de todos 0s conjuntos ortonormais em um espago com
produto interno V. Observe que qualquer conjunto unitario {v} com ||v|| =1¢€
um conjunto ortonormal em V. Como uma subfamilia do conjunto das partes
2 (V) a familia O é parcialmente ordenada pela ordem dada pela inclusao de
conjuntos.

Um conjunto ortonormal maximal A em um espago com produto interno V é
chamado de para V.

Se V nao for um espaco vetorial de dimensao finita, uma base no sentido acima
nunca sera uma base de V como espaco vetorial. Para diferenciar
denominaremos uma base de V no sentido de espaco vetorial como base de
Hamel.



Seja V um espago com produto interno e A seja um conjunto ortonormal em V.
As seguintes assercoes sao equivalentes

A é um conjunto ortonormal maximal em V.
Nao ha vetor unitario v para o qual A| J{v} seja um conjunto ortonormal.
Sev L A v=o0(istoé A+ = {0}).



DEMONSTRACAO. Seja A um conjunto ortonormal em um espago com produto
interno V.

=~ Se existe um vetor unitario vem V para o qual A{J{v} € um conjunto
ortonormal, A J{v} &€ um conjunto ortonormal que inclui propriamente A (pois
v L A). Portanto, A nao & um conjunto ortonormal maximal em V.

= Se houver um vetor diferente de zero vem V, de modo que v L A, existe

um vetor unitario v’ = vy €M V de modo que A J{v'} € um conjunto ortonormal.

=  Se  nao for verdadeiro, entao existe um conjunto ortonormal A’ em V
que contém propriamente A de modo que A'\A # (). Seja v em A’\A, que € um
vetor diferente de zero ( na verdade, v &€ um vetor unitario) ortogonal a A
(porquev € A’ A C A’ e A’ &€ um conjunto ortonormal). Assim - nao é
verdadeiro.



O Lema de Zorn pode ser usado para mostrar que qualquer espaco com produto
interno possui uma base de Hilbert.

Se A é um conjunto ortonormal em um espago com produto interno V entdo
existe uma base de Hilbert Bem V tal que A C B.



Seja A um conjunto ortonormal em um espago com produto interno V. Definimos
Ox = {S € 2(V) : S & um conjunto ortonormalem Ve A C S}

a familia de todos os conjuntos ortonormais em V que incluem A.

Como O, & uma sub-familia nao vazia (pois A € 0,) do conjunto das partes

2 (V), temos que O, € parcialmente ordenado pela inclusao de conjuntos.
Considere uma cadeia arbitraria C = {C;,i € A} em O, e considere a uniao
Uica Ci de todos os conjuntos em C. Se v e u sdo vetores distintos em (J;_, Ci,
ve(Ceuc(C,emque(,CecCCOy.ComocC é uma cadeia, segue-se que

Ci C Giou G C C;. Suponha (sem perda de generalidade) que C; C C;. (portanto
V.u € G, e entdo | J;_, C; € um conjunto ortonormal (pois C; € 04) . Além disso,

AC UieA Ci.



Logo Ujca Ci € Oa. Como [J;n Ci € um limite superior para C, podemos concluir
que toda cadeia em O, tem um limite superior em O,4. Portanto, O, possui um
elemento maximal pelo Lema de Zorn. Portanto, deixe B ser um elemento
maximal de O,, que claramente € um conjunto ortonormal em V que inclui A. Se
houver um vetor unitario vem V de modo que B| J{v} seja um conjunto
ortonormal, entao B J{v} estara em O, e contém propriamente B, o que
contradiz o fato de que B € um elemento maximal de O,. Portanto, nao ha vetor
unitario vem V, para o qual B| J{v} € um conjunto ortonormal e, portanto, B &
um conjunto ortonormal maximal em V



O proximo resultado nos fornece um algoritmo para a construcao de
sequéncias de vetores linearmente independentes.

Seja B = (v,, V,, ...) uma sequéncia de vetores linearmente independentes
em um espago com produto interno V, entdo a sequencia O = (u,, u,, ...)
definida por

U, =V, —
i=1

é uma sequeéncia ortogonal em V com a propriedade que

(Uqy ooy Up) = (W, ..o, V)

para todos os R > 0.

Obviamente. da partir da seauéncia ortoaonal (u.). obtemos a seauéncia



A demonstragao é por indugao. Seja u, = v,. Para o passo indutivo suponha que

o conjunto ortogonal {u,, ..., uy} de vetores diferentes de zero foi escolhido
de modo que

(Uq, .oy Up) = (W), oty V)
0 proximo vetor u., € escolhido definindo
Up = Vi + AUy + - + A qUg_4
e exigindo que u,,, seja ortogonal a cada vetor u; para i < R, ou seja,
0= (Ug, W) = (Vg + AUy + -+ -+ A qUp_q, W) = (W, W) + Xi(u;, ;)

ou, finalmente,
A= — (Vi, U;)
<ui7 ui)

paratodososi=1,...,k.



Considere o espaco vetorial P;(R) munido do produto interno

;
(. @)= | paw)dx
—1
Podemos a partir da base B = {1, x, x?, x3} obter uma base ortogonal
utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram- Schmidt:
Po(x) =1, Pi(x) =X, P(x)=x—3 e Pyx)=x>-3x

Os polindmios Py, P,, P,, P; sao denominados polindmios ortogonais de
Legendre.



Considere o espaco vetorial P;(R) munido do produto interno
. @)= | ew(-x)p(a(d
(0}

Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt na base
B = {1, x, x2, x3}, obtemos os polinomios

Li(x) = x—1
L(x) = X* —4x+2
L;(x) = x*—9x*+18x — 6

que sao denominados polinomios ortogonais de Laguerre.



Seja V um espago com produto interno.

Se dim V = n for finita, entdo V tera uma base Hilbert de tamanho n e todas
as bases Hilbert para V terao tamanho n.

Se V possuir uma base de Hilbert finita com tamanho n, dimV = n.



DEMONSTRACAO. Para a parte , a aplicacao do processo de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt a uma base de Hamel fornece uma base de Hilbert de mesmo
tamanho, n. Aléem disso, se V possuir uma base Hilbert de tamanho maior que n,
também devera ter uma base Hamel de tamanho maior que n, o que nao é
possivel. Finalmente, se V possuir uma base de Hilbert, B de tamanho menor
que n, entao B podera ser estendido para um conjunto proprio C que também é
linearmente independente. O processo Gram-Schmidt aplicado a C fornece um
superconjunto proprio de B ortonormal, o que nao é possivel. Portanto, todas
as bases de Hilbert tém tamanho n.

Para a parte =, suponha que dimV > n. Como uma base de Hilbert # de
tamanho n é linearmente independente, podemos adicionar um novo vetor a H
para obter um conjunto linearmente independente do tamanho n + 1. A
aplicacao do processo Gram-Schmidt a esse conjunto fornece um conjunto

- . ~ - -
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Melhor Aproximacao




Bases ortonormais tém uma grande vantagem sobre bases arbitrarias. Do ponto
de vista computacional, se B = {v,, ..., v,} € uma base para V, entao cada
v € V pode ser escrito na forma

V=MV, + -+ ApVj

Em geral, no entanto, determinar as coordenadas \; requer a resolugcao de um
sistema de equacoes lineares de tamanho n x n.

Por outro lado, se O = {u,, ..., u,} € uma base ortonormal para V e
v:)\1u'|+“‘+)\nu,1
entao os coeficientes sao facilmente calculados:

(V, W) = (Aly + -+ Aplp, W) = AU, U;) = A



Mesmo quando O = {u,, ..., u,} nao & uma base (mas apenas um conjunto
ortonormal), ainda podemos considerar a expansao

V= (V, upu, + -+ (v, up)up,

Seja V um espago com produto interno. Seja O = {u,, ..., Ug...} uma
sequeéncia ortonormal de vetores de V. Para qualquerv € V, o R
v em relacao a O e definido como

fk = <V’ uk>



Seja C[—1, 1] o0 espaco vetorial de todas as fungdes continuas reais no
intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

#.9)= [ rwgtoax

Ja vimos que conjunto B = {sen(nmx)}>>, € ortogonal.

Os coeficientes de Fourier da fungao f(x) = x, para x € [, 7], com relagao ao
conjunto ortogonal B, sao dados por:

5 .
= se kR impar
2
—= sekpar



Seja V um espago com produto interno de dimensao finita. Seja
O = {u,, ..., ug} um conjunto ortonormal de vetores de V. Para qualquer
v € V, a expansao de Fourier de v em relagdo a O é

V2 (v, udu, - (V) ug)ug
Nesse caso, a desigualdade de Bessel vale para todos os v €V, isto e,
9] < Iiv]
Alem disso, sdo equivalentes:

O conjunto O é uma base ortonormal para V.

Todo vetor é igual @ sua expansao de Fourier, ou seja, para todos os v € V



Vimos que, se S € um subespaco de um espaco com produto interno V, entao
SN S+ = {o}. Isso levanta a questao de saber se o complemento ortogonal S+ é
um complemento de espaco vetorial de S, ou seja, se V =S & St.

Se S é um subespaco de dimensao finita de V, a resposta € sim, mas para
subespacos de dimensao infinita em geral, V # S @ S+.



Seja V = (? e seja S o subespaco de todas as sequéncias de suporte finito, ou
seja, S seja o0 subespaco gerado pelos vetores

e=(0,...,0/10,...)
onde e; tem um 1 na i-ésima coordenada e Os em outros lugares. Se
X = (xn) € St, entao

X; = (x,e;) = 0 para todos os i e, portanto, x = 0. Portanto, S* = {0}. No
entanto,
SeSt=S#0P






Como mostra o proximo teorema, no caso de dimensao finita, os complementos
ortogonais também sao complementos de espago vetorial.

Se S for um subespaco finito-dimensional de um espagco com produto interno
V (que nao precisa ser finito-dimensional), entao

V=S&st



DEMONSTRACAO. Seja O = {u,, ..., UW;} uma base ortonormal por S. Para cada
v € V, considere a expansao de Fourier

V= (V, U)u, + - + (V, Up)Up
em relacao a 0. Podemos escrever
v=V+(v—1)

onde v € S. Além disso, v — V € S+, ja que

<V — \Al, U,')

(v, uj) — (U, u;) =0

Portanto, V = S+ S*. Ja observamos que SNS+ = {0} e, portanto, V =S¢ St. <



De acordo com a prova do teorema da proje¢ao, o componente de v que esta
em S € apenas a expansao de Fourier de v em relagao a qualquer base
ortonormal O por S.

O teorema da projecao implica que, sev=V+st emqueV € Se st € S+ entao
v é o elemento de S mais proximo de v, ou seja, V € a melhor aproximacgao para
vdeS. Poisset e S, comov— Ve St temos (v— V) L (V—t)eassim

V=t = [lv =¥+ —t* = |lv—V|]* + [V —t|*



Desse fato resulta que ||v — t|| € menor quando t = V. Além disso, observamos
que V € o Unico vetor em S para o qual v — v L S. Assim, podemos dizer que a
melhor aproximacgao de v a partir de S € o Unico vetor s € S para o qual
(v—s) L Seque esse vetor é a expansao de Fourier ¥ de v.

Melhor Aproximacao

n




Seja V um espago com produto interno e sejam S, ..., S, subespacos de V.
Entao V e dito deS,, ...,S,, escrita

S$S=5,685, se

se

V:51@"'@5n
Si LSjpori#j



O teorema  afirma que V = S ® S, para qualquer subespaco de dimensao
finita S de um espaco vetorial V. O seguinte resultado simples & muito 0til.

Seja V um espago com produto interno. Entdo sao equivalentes
V=SoT

V=S®TeT=5
V=S®TeTCSt



DEMONSTRACAO. Suponha que - sejavalido. EntaoV=S®TeS L T,0que
implicaque TC St. Massew € St entaow =s+tparasc S,t €T eassim

0= (s, w)=(s,S)+ (s, t)=(s,s)

Portanto,s =0 ew € T, o que implica que S*CT. Portanto, S* =T, o que
fornece . Obviamente, = implica - . Finalmente,se =~ contém T C St, o que
implica que S L T e, portanto, = sao validos. <



Seja V um espago com produto interno.

Se dimV < oo e S for um subespaco de V,
dim (S*) = dim V — dim (S)
Se S e um subespaco de dimensao finita de V, entdo
stt=s

Se X for um subconjunto de V e dim ({X)) < oo, entdo



DEMONSTRACAO. Como V =S @ S+, temos dim V = dim (S) + dim (S1), o que
prova a parte . Quanto a parte =, esta claro que S C St+. Por outro lado, se
v € St entao pelo teorema da projecao

v=s+5§s

ondesc Ses €St Masv e St implicaque o = (v,s') = (s',s') eassims’' = 0,
mostrando que v € S. Portanto, S*+CS e St = S. Deixamos a prova da parte
como um exercicio. <



Comentarios Finais.



