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As transformacoes lineares sao as fungoes que preservam a estrutura vetorial -
ou seja, as operagoes e e 0s axiomas de adicao e multiplicagao por um escalar.
E o estudo das propriedades dessas transformacgoes lineares € um dos objetos

centrais da algebra linear e nesse texto culminara com as Formas Normal de
Jordan e na Forma Racional.



As transformacoes lineares sao vitais em praticamente todas as areas da ciéncia
e outras areas da matematica. Praticamente todas as areas da ciéncia moderna
contém modelos onde as equagoes sao aproximadas por equagoes e

transformacgoes lineares (aproximando a funcao pela sua derivada/"argumentos
de expansao de Taylor").






Seja V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma fungGo T : V — W é
denominada de ou se

T(MX 4+ \¥) = MT(X) + A\, T(y) para todos 0s M\, \, e Kex,y € V.



Uma transformacao linear de V para V é dita em V. Euma
transformacao linear de V para K é denominada de em V.



o A aplicagao 0 : V — W que envia todos os vetores para 0 € W é uma
aplicacao linear. Vamos denominar essa aplicacao de
ou

o A transformacao linear ly : V — V é a transformacao linear

definida como ly(v) = v para todo v € V. Quando nao for gerar confusao
escreveremos simplesmente |.



E usual também a sequinte nomenclatura

m para operador linear.

O para transformacao linear injetiva.
u] para transformacao linear sobrejetiva
O para transformacao linear bijetiva.

O para operador linear bijetivo.



Se V & um espaco de dimensao finita com base ordenada x = (X,, . ..,X;), entao
[-]x V — K, € uma transformacao linear bijetiva, ou seja, um isomorfismo.



Exemplo

A transposicao, A — A' € uma aplicacao linear de My p(K) — My m(K).



Suponha que V = M, ,(K) e A € My, ,(K). Entao a multiplicagao por A
(necessariamente a esquerda) induz uma transformacao linear L, : V — V
dada por L,(B) = AB para B € V.



Exemplos

Seja V = C=(R), o espaco vetorial das fun¢oes a valores reais infinitamente
diferenciaveis.

o Para um nimero real a,seja E, : V — R a avaliacao em a, ou seja,
Eq(f(x)) = f(a). Entao E, € uma transformacao linear. Também temos a

transformacao linear Eq: V — V, em que E,(f(x)) € a fungao constante cujo

valor é f(a).
0 Seja D: V — V a diferenciacao, isto &, D(f(x)) = f'(x). Entao D & uma

transformacao linear.



Para um nimero real a, seja lo: V — V a integracao definida comegando em

_ / "yt

Entao I, € uma transformacgao linear.

t = a, ou seja,

Também temos a transformacao linear I2 = E, o l,. Dessa forma

B00) = (o)) = | 100






Suponha V = K[x]. Podemos definir uma derivada formal em V da seguinte

n
maneira: Se p(x) = > a;x’, fazemos D[p(x)] = p'(x) = Z iaix". O leitor
i=1
pode verificar facilmente que esse mapa, que é denominado derivagao formal

em K][x], € uma transformacao linear.



Suponha V = R(B). Entao T(f) = [, fdA. E uma transformacao linear de V para
R.



Se X € uma variavel aleatoria com fungao de densidade de probabilidade de
f(x), o valor esperado € definido como a integral:

E[X] = / XF(x) dx,

é um funcional linear.



Seja V = K*. Definimos o shift para a esquerda L: V — V e o shift para a direita
R: V — V como

L([a17 02, 037 ]) — [027 (13, 04, ]7
R([a1, 02, 03, ]) == [O7 01, 027 ]
Observamos que L e R sao transformacoes lineares.

Podemos restringir L e R para o subespago W = (K*), de V. E assim obter que
L: W— WeR: W— W também sao transformagoes lineares.



Nesse mesmo exemplo vimos que B = {e;,i € N} ondee;=(0,..., 1,...,) &

1 na i-ésima posicao

uma base de (K*),.

As transformacgoes L e R agem do seguinte modo nos vetores da base:

R(e)) = e,
e_, sei>1
INCHES ,
o sei=1
R R R R R R
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Sejam T,S:V — Wel : W — Z transformacgoes lineares e \,, \, € K. Entdo

T(0) =o.

A acompostaLoT:V — Zeéuma transformacao linear.

MT + \.S e uma transformacgao linear de V. em W.

Se T for invertivel, entdo T~' : W — V é uma transformacao linear.



Sea,beKexyeV,entao

(MT + A\.S)(ax + by) = M\ T(ax + by) + \,S(ax + by)
= M\aT(x) + \bT(y) + X.aS(x) + \,bS(y)
= a(MT(X) + AS(X)) + b(MT(Y) + A.S(y))
= a(MT + X.5)(X) + b(MT + A,S)y).

Portanto, \;T + \,S é linear



Seja T : V — W uma transformacao linear bijetiva. Entao 7' : W — V € uma
funcao bem definida e, ja que quaisquer dois vetoresy, ey, em W tém o
formatoy, = Tx, ey, = Tx,, temos

T (Y + AY2) = T (ATX, + A, TX,) (7)
= T (T(MXq + \X5)) (8)
= MX; + X, (9)
= MT (V1) + AT (Y2) (10)

0 que mostra que T é linear.



Neste ponto, vamos introduzir um nome para a colegao de todas as
transformacoes lineares de V para W.

Seja V e W espacos vetoriais sobre K. O espaco vetorial de todas as
transformacoes lineares de V para W sera denotado por Homg(V, W) ou

Lx(V,W). E o conjunto de todos os operadores lineares em V sera denotado
por Homg(V, V).



Quando o corpo base K estiver claro a partir do contexto, escreveremos
simplesmente Hom(V, W) em vez de Homg(V, W). Portanto, Hom(V, W) é o
subespaco do espaco vetorial WY consistindo em todas as transformacoes
lineares de V para W.

Hom(V, W) é um subespaco vetorial de W".

Como qualquer T € Hom(V, W) tem a propriedade que T(0) = 0, temos que
Hom(V, W) & um subespaco proprio de WY sempre que W # {o}.



Seja T € Hom(V, W).

O subespaco
kerT = {v € V|Tv =0}
é denominado deT
O subespaco
imT = {Tv|v € V}
é denominado deT.
A dimensdo doker T é a de T e é denotada por nul T.

A dimensdo deimT eéo de T e éindicada por rankT.



E um exercicio de rotina mostrar que ker T & um subespaco de V e que im T é um
subespaco de W. Além disso, temos o seguinte.

v +ker T

Figura 1: Uma aplicagao linear T : V — W envia todos os pontos de uma classe v +
ker T do nlcleo para um Unico ponto Tv em W. Diferentes classes sao mapeadas para
diferentes pontos, e todas as imagens formam ST. a classe do zero 0 + ker T colapsa
na origemo € W



Seja T € Hom(V, W). Entdo

T é injetiva se e somente se ker T = {0}

T é sobrejetiva se e somente se imT = W



DEMONSTRACAO. Para ver a validade da primeira afirmagao, observe que
Tu=Tv< T(u—vVv) =0 < u—V e ker T Portanto, se ker T = {0},

Tu=Tv < u =V, 0 que mostra que T € injetiva. Por outro lado, se T for injetiva
euckerT, Tu=To e, portanto, u = 0. Isso mostra que ker T = {0}.

A segunda afirmacao é direta da definicao de sobrejetividade. <



O seguinte teorema é extremamente Qtil

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha x = (X;|i € I) € uma base
de V. Se (y;|i € I) e qualquer subconjunto de W, existe uma dnica
T € Hom(V, W) tal que T(x;) =y, para todos os i € I.



Vamos estender T a V por linearidade, ou seja,
T(X Xy + -+ XpXp) = X, T(Xy) + - + Xn T(Xp)
= X1Y1 + -+ + XnYn

Esse processo fornece uma Unica transformacao linear. Vejamos
detalhadamente como:

Sejax € V. Entao
n
X= inxn
i=1
onde X4, X,, ..., X, Sa0 escalares Unicamente determinados. Definimos T : V — W
n

por T(x) = Zx,-y,- motivado pelos argumentos anteriores.

i=1



[T é linear: Suponha que u,v € V e \ € K. Entao escrevemos

n n
u= ZU,‘X,‘Q\I: ZV,’X,‘
i=1 i=1

Logo

n
AV = (AU + V)X,
i=1
Entao

n

TOw+v) = > (A + vy, = Z uy; + Z 2 SRUUERIE

i=1 i=1 i=1



0 Claramente
T(x))=y;parai=1,2,...,n.

O T e unica: Suponha que S: V — W é linear e S(x;) =y; parai =1,2,...

Entao parax € V com
n
X = ZX,’X,‘,
i=1
temos ; ;
S(X) =) _xS(X) =>_xy; = T(x).
i=1 i=1

Logo S =T.



Figura 2: Uma aplicacao linear T : V — W fica completamente determinada pelos
valores que assume numa base. Essa € uma ferramenta til para construirmos trans-
formacoes lineares.



O teorema anterior admite a seguinte generalizacao para conjuntos linearmente
independentes.

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e suponha {x;|i € I} & um conjunto
linearmente independente de V. Se {y; |i € I} é qualquer subconjunto de W,
existe T € Hom(V, W) tal que T(x;) =y; para todos os i € I.

Essa transformagao ndo é necessariamente Gnica.



Sejam V e W espacos vetoriais sobre K, e suponha que V tenha dimensao
finita dim V = n. Entdo todas as bases ordenadas x de V determinam um
isomorfismo 7(X) : Hom(V, W) — W".



DEMONSTRACAO. Seja uma base ordenada x = {X,,...,X,} de V. Defina
7(X) : Hom(V, W) — W" por

T(X)(T) = (T(Xy), ..., T(Xn)).

O fato de que 7(x) € uma transformacao linear & 6bvio. Podemos definir a
aplicacao inversa ¢: W" — Hom(V, W) por

o((Va,---,¥n)) =T,

Sendo T a Unica transformacao linear que satisfaz T(x;) = y; . Portanto, 7(x) &
um isomorfismo.



Transformagoes de K" a K™




Para qualquer matriz A € My, o(K), o mapa de multiplicagao Tx(v) = Av é uma
transformacao linear de K" a K™.



De fato, qualquer transformacao linear T € Hom(K", K™) tem essa forma, ou
seja, T € apenas multiplicacao por uma matriz, por temos
(Te,|---|Te,)e; = Coli(Te,|---|Te,) = Te; e entao T = T,, onde

A=[Te, | --- | Tey]



Se A for uma matriz de m x n sobre K, entao T, € Hom(K", K™).
SeT € Hom(K", K™), entdo T = T,, em que

A=[Te, | - | Tey]

A matriz A é denominada matrizde T.



Exemplos

Vamos considerar algumas transformacoes de R? em R? e descrever seu
comportamento geomeétrico.

0 A primeira é a homotetia H,[v] = Av que multiplica todos os vetores em R?
por \. Essa transformacao admite a mesma representagao matricial em

todas as bases:
A O
o A



0 A segunda & a homotetia por fatores diferentes. Nesse caso seja (e, e,) a
base canonica de R2. Seja H, , a Unica transformacao linear tal que
H,,e, = \e,e H, ,e, = pe,. Essa transformacao admite a seguinte
representagao matricial na base candnica

o

o Uma rotacao em R? pelo angulo ¢ denotada Ry é a transformacao que na
base canonica é representada pela matriz

Ry — [cos& —sen 0]

senf) cos@



0 Reflexao no reta xy. Seja a transformacgao que deixa o eixo x invariante e
reflete o eixo y em torno de x. Seja (e,, e,) a base canonica de R? entao
essa transformacao é caracterizada por Te, = e, e Te, = —e, e admite a
seguinte representacao matricial na base canonica.

1 0
o —1
o Uma transformacao de cisalhamento é uma transformacao do plano com a
propriedade de que existe um vetor e,, tal que T(e,) = e, e T(e,) — e, € um
multiplo de e, para todoe,. Ou seja, € 0o mapa linear que leva
(e,,e,) — (e,,e, + me,). Nessa base

1T m
o 1

Ce1,e2.m -






O resultado do Teorema '~ pode ser generalizado para (K*),. Nesse caso se
matrizes infinitas sao usadas para descrever mapas lineares, somente as
matrizes cujas colunas tém apenas um numero finito de entradas diferentes de
zero podem ser usadas.

Se uma matriz A descreve uma transformacao linear T : (K*), — (K*), entao
as colunas de A descrevem as imagens por T dos vetores da base, e isso so faz
sentido se essas colunas tiverem um nimero finito de entradas diferentes de

zero.



Entretanto, nao ha restricao nas linhas de A: no produto Av, existem apenas
finitos coeficientes diferentes de v envolvidos; portanto, cada uma de suas
entradas, mesmo que seja dada como uma quantidade infinita de entradas,
envolve apenas um nimero finito de termos diferentes de zero e, portanto, esta
bem definido. Os produtos de duas matrizes desse tipo estao bem definidos e
correspondem a composicao de mapas lineares.



O shift para a esquerda admite a representacao matricial

O 1 O O O

O 0O 1 O O
L=]/0 O O 1 O

O O O O




Comentarios Finais.



