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Isomorfismo

Uma transformacao linear bijetiva T : V — W é dita deVaW.
Quando existe um isomorfismo de V a W, dizemos que V e W s@o isomorfos e
escrevemos V = W.

Dois objetos espacos vetoriais V e W sao isomorfos se "forem essencialmente
0os mesmos", pelo menos do ponto de vista vetorial, o que significa que uma vez
podem identifica-los um com o outro de uma maneira razoavel.



Seja V um espaco vetorial entao a aplicagao identidade Iy : V — V & um
isomorfismo. E assim
vy

SeT:V— WeéumisomorfismoentaoT~': W — V & um isomorfismo. Ou
seja

veewsw=yv
SeT:V > WeS: W — Zsao isomorfismos entao SoT : V — Zé um
isomorfismo. Ou seja

VeWeW=Z=V=Z

Logo o isomorfismo & uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos os
espagos vetoriais sobre um corpo.



K, = M, n(K) atraves da transposicao A — A’. Ja mencionamos que
K" = M, 5(K). Assim, os espacos vetoriais K,, M, ,(K) e K" sao isomorfos
entre si.

K, 2 M, p(K) 2 K"



A partir desse ponto, os vetores em K" serdo representados por vetores
linhas ou colunas!

Ou seja, x € K" podera ser escrito como

X

X2
X =

Xn

ou

X = Xe X5 ... Xn:|



Mostramos que dado um espaco vetorial V sobre K de dimensao n entao V é
isomorfo a K",
VK"

E consequentemente todos os espagos vetoriais de dimensao n sao isomorfos
entre si, i.e., a menos de isomorfismo existe um unico espaco vetorial de
dimensao n sobre K.



Exemplo: V"

Neste exemplo, construimos um espaco vetorial isomorfo a V".

Seja V um espaco vetorial sobre K e seja n € N. Considere a soma direta
VEH.---BV
| ———

nvezes

Suponha que A seja qualquer conjunto finito com cardinalidade n. Sem perda
de generalidade, podemos assumir A = {1,...,n}. Entao VA = V".



Existe um isomorfismo natural T: VH.-- BV — V" dado por
T((X4,...,X,)) =f € V", onde f(i) = x; paratodos osi =1,...,n.

O fato de que T € um isomorfismo & um exercicio facil, que deixamos ao leitor.

Assim
Vi2VH..--BV
N——’

nvezes



Observe que para definirmos o isomorfismo anterior nao tivemos que realizar
nenhuma escolha de bases!!!



Apesar da palavra " "possuir um significado preciso na Teoria das
Categorias, em nosso uso queremos dizer apenas que o isomorfismo nao
depende da escolha de bases. Se um isomorfismo depender de uma base
diremos que o isomorfismo é

Usaremos a palavra " "para referir a uma escolha ou representagao
bem usual. Como a base candnica de R". Destacamos que o uso do termo
canonico nao e pacificado na literatura sendo algumas vezes usado nesse
sentido e outras vezes usado como sinénimo de natural.



A partir desse ponto, identificaremos os espacos vetoriais V- -- BV (n vezes),
V" e VA com |A| = n e escreva apenas V" para representar qualquer um desses
espacos.



Dado (K*), = {sequéncias sobre K com com um namero finito de termos nao
nulos}, entao
K] =~ (K*)o

Um isomorfismo é dado por:

T[ao + a:x +...apX"] = [Go, G4, ... 0y, 0, .. ]



Os espacos vetoriais isomorfos compartilham muitas propriedades, como
mostra o proximo teorema. Se T € Hom(V, W) e S C V, escreveremos
TS ={Ts|s € S}



Sejam T € Hom(V, W) um isomorfismo e S C V. Entdo

S gera V se e somente se T(S) gera W.

S é linearmente independente em V se e somente se T(S) for linearmente
independente em W.



Um isomorfismo pode ser caracterizado como uma transformacao linear
T:V — W que mapeia uma base para V para uma base para W.

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Entao

uma transformacao linear T € Hom(V, W) é um isomorfismo se e somente
se existir uma base B para V de modo que T(B) € uma base para W. Nesse
caso, T mapeia qualquer base de V para uma base de W.

V = W se e somente se dimV = dim W.



Se n é um numero natural, entdo qualquer espaco vetorial n-dimensional
sobre K é isomorfo a K".

Se x é qualquer nimero cardinal e se B for um conjunto de cardinalidade
K, qualquer espaco vetorial dimensional ~ sobre K é isomorfo ao espaco
vetorial (KB), de todas as funcdes de B com valores em K e com suporte
finito.



DEMONSTRACAO. No Exemplo , vimos que qualquer espago vetorial
n-dimensional € isomorfo a K".

Assim, suponha que B seja um conjunto de cardinalidade « e permita que (K2),
seja o espaco vetorial de todas as funcoes de B a K com suporte finito.
Deixamos ao leitor mostrar que as fungoes 4, € (K8), definidas para todos os

b € B por
(5b(X)={ 1sex=>b
O se x#b
formam uma base para (K8),, denominada base canonica. Portanto,
dim ((K®)o) = |BJ.
Segue-se que, para qualquer nimero cardinal «, existe um espaco vetorial da

dimensao x. Além disso, qualquer espaco vetorial da dimensao « & isomorfo a
(K®)o. <



Comentarios Finais.



