Algebra Linear Avancada

Representacao Matricial dos Homomorfismos

Daniel Miranda Machado
18 de Setembro

UFABC



Representacao Matricial dos Ho-
momorfismos




Suponha que V e W sejam espacos vetoriais tais que dimV = n e dim W = m.
Sex={xX,,...,X,} foruma basedeVey={y,,...,ynm} foruma base de W
entdo o par (X,Y) determina uma transformacao linear

[ ]M : Hom(V, W) — My »(K)

definida como T + [T], ,

onde [T],, = (ITx)ly | -+ | [T(xn)]y) € @ matriz cuja i-ésima coluna é o
vetor [T(x;)]y Alem disso, o diagrama comuta




Demonstracao

Linear Se T,, T, € Hom(V, W) e A\, \, € K entao

MTa+ ATy = ((MTa 4+ X2T) (%)l | - | [aTa 4 AaT2) (X0)ly)
= (>‘1[T1(X1)]1+/\2[T2(X1)]x ‘ ’ )\1[T1(xn)]x+/\2[T2(xn)]x)
=2 (IRl |+ | IR0 + 2Ty |+ | [Ty

=M [T1]5,X + A [Tz]l,x

Portanto, [ - |, & de fato uma transformacao linear de Hom(V, W) para My »(K).



Isomorfismo

Suponha que T € ker [ -], Entao [T],, = 0. Em particular, [Tx;)]y = 0 para todos
0si=1,...,nLogo T(x;) = 0. Assim, T = 0, e concluimos que [ - ],, € uma
transformacao linear injetiva.

A transformacao linear [ - |, , também é sobrejetiva. Para ver isso, seja

m
A = (Xjj) € Mmq(K). Sejaz; = Zx,-,-y,- parai=1,...,n. Entao {z,,...,z,} CWe
j=1
[zily = (X, - . ., Xmi)t = Col;(A) paratodososi=1,...,n.
Temos que existe uma Unica T € Hom(V, W) tal que T(x;) =z; pori=1,...,n.
Assim, [T],, =Ae[ -], & sobrejetiva.



Comuta

Precisamos apenas argumentar que o diagrama & comutativo. Para qualquer
X; € X, temos

([- hT)(xi) = [T(x)]v
= COli([T]g,X)
= [T]M(o,...n,...,o)t

= [T]x,x [xi]&



A matriz [T], , € denominada a T em relagao
as bases x ey.

Como as setas verticais no diagrama e [ - |, , sao isomorfismos, V, W, Hom(V, W)
e T geralmente sao identificados com Ky, Kin, Mmn(K) € A = [T],,.

Assim, a distincao entre uma transformacao linear e uma matriz é
frequentemente obscurecida na literatura.



Exemplo

Seja V = K;[x] o espago de todos os polindmios de grau menor iguala 3. O
operador de diferenciacao formal D mapeia V em V, pois a derivagao diminui os
graus dos polinomios. Seja B = (p., P2, P53, ) = (1,%, X%, x3) a base ordenada
canonica de V. Entao

Dp, = o, Dp, = op, + 0p, + Op3 + 0Op,
Dp, =1, Dp, =1p, +0Op, + Op+ Op,
Dp; = 2x, Dp; = op, +2p, + Op; + Op,

Dp, = 3%*, Dp, = Op: + 0p, +3p; + 0p,



e logo a matriz de D na base ordenada B

[D]g =

O O O O
O O O -

O O NV O

O w O O



Seja v, w sejam bases para V e W, respectivamente. Seja T,S in Hom(V, W).
Entdo

[€T]y, w = C[T]y, w
[T+Slv,w=I[Tlv.w+I[S]lv, w



Sejam A uma matriz m x n com colunas a,, a,,...,a,eec= | _ | um vetor

em K,. Entdo, o produto de A porx é
AX — X1a1 +X232 + ct +Xnan.

Uma consequéncia imediata dessa representacao é



Seja V um espaco vetorial dimensional n com base v, W um espaco vetorial
dimensional com base w e T : V — W uma transformacao linear. Entdo, para
um vetor arbitrariov € V

[T(V)]w = [Ty, w [V]v-



Seja V um espaco vetorial dimensional n com base v, W um espaco vetorial
dimensional com base w e X um espaco vetorial dimensional p com base x.
SejaT:V — WeS: W — Xsejam transformacoes lineares. Entao



Para esse fim, calculamos o vetor de coordenadas de (S o T)(v;) em relagao a
base x. Vamos definir [T]y, w = A € [S]w, x = B. Pela definicao de composicao

(SoT)(v)) =S(T(v))) -

Tomando vetores de coordenadas, obtemos
[(S o T)(v))lx = [S(T(v;))]x.

Segue que
[S(T(vj)lex = BIT(V})]aw-



Pela definicao de [T],, w, Segue-se que
[T(vj)law = aj,

e, portanto, a j-ésima coluna de [S o T](v, X) é Ba;.



Essa € a motivagao para o produto de matrizes!!!



A representacdo matricial [T],, de T depende, é claro, das bases especificas x e
y escolhidas. E facil acompanhar como [T],y muda comxey

Seja V e W os espacos vetoriais de dimensao finita sobre K das dimensoes n e
m, respectivamente. Suponha que X e x’ sejam duas bases de Ve Y e Y’ duas
bases de W. Entdo, para cada T € Hom(V, W), temos

[T]K,L' = MLY' [T]g,x ML): (1)



Ja observamos que as matrizes de mudanca de bases sao invertiveis e,

consequentemente, todos os termos da equacao  fazem sentido.

Para ver que ' é de fato verdadeira, considere o seguinte diagrama:

[Ty

\LW [
Ay

(Mey

\Y Yy




O diagrama = é composto de nossas partes, que rotulamos como

9 9 9

Logo os diagramas  , = sao comutativos.

Por resultados anteriores, os diagramas ~ , = sao comutativos. Segue-se que
todo o diagrama - & comutativo. Em particular, Myy [T], , — = [Tl Mx«
Resolvendo esta equagao para [T], , temos .



Exemplo

Seja V = K;[x] o espago de todos os polindmios de grau menor iguala3eD o
operador de diferenciagao.

Sejam B = (p1, P2, P3, Pu) = (1,X, %%, %3) e
C=1(91,92,95,9,) = (1,(x —1),(x —1)?,(x — 1)3) duas bases ordenadas de D.
Entao

g1 = pa

G2 = —1Pp1 + P2

43 = P1—2P> + Ps

4y, = —1Pp1 + 3P2 — 3P3 + Ps-



Por um video anterior temos que as matrizes de mudanca de base sao

1T -1 1 -1 11 1 1
o 1 -2 3 o123

MB: MC:
= o o 1 -3 b 0O 0 13
O 0O O 1 O 0 0 1

Sabemos que:
0100
0 020
[Dle =
0O 0 0 3
0O 00O



A matriz de D na base ordenada C sera

[D]c = Mgc[D]s Mcs

11 1 —1 0100 11 1 -1
o1 2 0020 o 1 -2 3
o o1 0 00 3 oo 1 -3
(000 0 00O 0O 0 0 1
(01 0 0
oo 20
| o o o 3
0000

Logo D é representado pela mesma matriz nas bases ordenadas B e C.



E claro que poderiamos ter visto isso diretamente, pois

Dg1 =0
Dgz = g
Dg; = 2g,

Dg, = 3g;.



Comentarios Finais.



