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Soma Direta de Transformacgoes
Lineares




Definicao (Soma Direta de Transformacoes Lineares)
SuponhaqueU=VaeWeT,:V—>VeT,: W— W sejam transformacoes
lineares. A soma direta de T, e T, é a transformacao linear T, & T, de U para U
definida por

T, ® Ty(v+w) = Ty(v) + T,(v)

Observamos que os subespacos V e W sao invariantes por T, & T,, ou seja,
T.oT(V)CVeT, & T,(W) C W.



Dadas duas listas ordenadas L, =(a, ..., a,)eL,=(b, ..., bpn)a
concatenacao de L, e L, denotada L, + L, € a lista ordenada

L +#L=(a...,ab, ..., by)



Teorema

Sejam V; espacos vetoriais com base B; = (v,-1, o v,-k.> e dimV; = R;, para
1<i<j. Sejam T;: V; — V; transformacaes lineares. Finalmente seja

Entdo a representacdo de T na base ordenada obtida pela concatenagdo
E:E’I—H_Bz—H_H'—H_Ené

T, 0 O
o T (@)

Tg = 2 :
o o T,

com T; é um bloco de tamanho R; x R;:



DEMONSTRAGAO. Seja B; = {v;, ..., v; } uma base de V;. Entao

E:{V‘h; ey v1k’|7 V21, ey V2k27 ey Vj1, ey vlk}}

€@ uma base de V.

Como T(V;) C V; temos que

T(V,‘m) = CimVj, + ComVi, + - - - + ChmVk,-



Por outro lado, suponha que T : U — U seja uma transformacao linear que deixe
os subespacos V e W invariantes, ou seja, T(V) C Ve T(W) C W. Podemos
entao definir uma transformacao linear restrita T, : V — V por T,(v) = T(v) e
uma transformacao linear restrita T, : W — W por T,(w) = T(w). Entao podemos
escrever T =T, & T,. Se pudermos entender as transformacoes T, e T,
obteremos uma boa imagem de T.



Definicao (Subespaco Invariante)

Dado T € Hom(V, V) dizemos que um subespago W C V é invariante por T (ou
ainda que W é T-invariante) se T(W) C W.



Dado T € Hom(V,V) e W C V um espacgo T-invariante, podemos restringir T a W
obtendo T, € Hom(W, W).

Teorema

Dado um operador T : V — V e uma decomposicao de V em subespacos
T-invariantes

V:V1®V2®‘®\/J

com dim V; = n;, para1 < i < j. Entdo a representagdo de T na base B é

T, o o
o T (0]

TE = | . ’ )
O O T;

J

com T; é um bloco de tamanho R; x R;:



Portanto, se V se dividir como uma soma direta de subespacos invariantes por
T, entao podemos encontrar uma base de V de modo que a matriz de T seja
diagonal por bloco. Da mesma forma, se uma transformacao linear tiver uma
forma diagonal de bloco em alguma base, entao V sera dividido como uma

soma de subespacos invariantes.



Projecoes




Definicao (Projecao)
SejaV=V,®...®V, entao para cada i existe um operador de projecao
natural P;: V — Vi;:

n
P,'(V) = P,‘ ZV]' =V;
j=1

P; e denominado projecdo de V em V; ao longo do subespago complementar
DjiVj-



Varias propriedades desses operadores de proje¢ao sao facilmente verificadas.

Proposicao
As projecoes P; associadas a uma decomposicao de soma direta
V=V,®...®V,tém as seguintes propriedades.

|a| Linearidade: Cada P; : V — V € um operador linear;

[b| Propriedade Idempotente: P2 = P; o P; = P; para todos o0s i;
[c] PioPj=0sei#};

[a] im(P;) = VjekerP;=> " V;

j#i
[e] Pit...+Pr=ly.



Se representarmos os vetores v € V como n-tuplas (v,, v,) no conjunto de
produtos cartesianos V; x ... x V,, a i-ésima proje¢ao assume a forma

P,'(V1,...,Vn) = (O, O, v;, O, O) eV, CV.

Nao se deixe enganar por esta notagao ao pensar que estamos falando de
projecoes ortogonais nos subespagos ortogonais em R".



Proposicao
SejaV=V,®...®V, entdo a projecao P;: V — V; pode ser escrito como a
soma direta

Pi:OV1@OV2@“‘IV,~@"'@OV,,

Se B; e base de V,, r; = |B;| e B a base ordenada obtida pela concatenagdo
B, + B, + --- + B, entdo

[Pilss = I,




A propriedade de ser idempotente P> = P para um operador linear é
caracteristico das projecoes associadas a uma decomposicao de soma direta
V=V,®V,. Javimos que, se P,Q = (I — P) sao as projecoes associadas a essa
decomposicao, entao

[1]PP=PeQ@=Q

[2] PQ=QP =0

[3] P+Q=1I(operador de identidade)



A reciproca também é verdadeiro.
Proposicao
SeP:V —V, éum operador linear idempotente, i.e., P> = P, entdo V é soma
diretaV=imP ®ker Pe P é a projecdo de V emim P, ao longo de ker P. O
operador Q = | —P também é idempotente, com

imQ = im|—P = ker P e ker Q = ker (I —P) = im P,

e projeta V. em imQ = ker P ao longo de ker Q = im P.



Demonstracao

Primeiro observe que Q = | —P também é idempotente, pois
(I1=P? =[—2P+P>=|—2P+P=1|-P

Em seguida, observe que
vekerQ& Qlv=(I-Plv=0<PV)=v&vVveimP.

Por outro lado, se v € im P, entao v = Pw para algum w e, logo
Pv = P>(w) = Pw = v, provando assim

0 ker Q = ker (I — P) = imP

0 imQ = im(l — P) = ker P,



Obviamente, P+ Q = I porque v = Pv + (I — P)v implica que Pv € im P, enquanto
(I— P)v € im(Q) = ker P. Portanto, im P+ ker P = im P+ im Q € todo V. Além disso,
ker PNim P = {0}, pois se v estiver na intersec¢ao, temos v € ker P = Pv = 0.
Mas também temos v € im P, entao v = Pw para algum w e, assim

0= Pv=Pw=Pw=uv.

E logo V =imP & ker P.



Comentarios Finais.



