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Lembrando que um espaco vetorial V sobre K é um conjunto nao vazio, com
duas fungoes:

o Xy >x+y:VxV-=V
0 (A, X) > MX:KxV—=V.

Entdo se V for um espaco complexo o produto por escalar € uma fungao
C x V — V e podemos considerar suas restricao R x V — V. Essa observacao
ingénua nos permite construir um espaco vetorial real associado a cada espago

vetorial complexo.



Definicao (Descomplexificagao)

Dado V um espaco vetorial sobre C. Entdo V é um corpo vetorial sobre R se
restringirmos a possibilidade de multiplicar os vetores em V apenas por
escalares em R. Denominaremos esse espaco de descomplexificacdo de V e
denotaremos por V.



Exemplo
Seja C o espago complexo unidimensional. Se considerarmos a sua

descomplexificagao Cr obtemos um espaco vetorial real bidimensional de
base {1,i}.



Podemos fazer algo similar com as transformacgoes lineares:

Definicao (Descomplexificacao de uma Transformacao)

Sejam V e W espacos lineares sobre C, e T : V — W uma transformacao linear.
Podemos considerar T como uma transformacao linear de Vy — Wy. Essa
transformacao é denominada descomplexificacdo de T e é denotada por T~.



Teorema
|a] SeE={e,, ... ey} éabasedeum espaco V sobre C. Entdo
Ep = {e,, ...,e,, ie, ..., ie,}

é uma base de V sobre R. Em particular, dim gVg = 2dim cV.

[b| Se A = B+ iC é a matriz da transformagdo linear T : V — W nas bases
E=1{e, ... en} er={f, ... f,}, sobre C, onde B e C sao matrizes reais.
Entdao a matriz da transformacao linear T®: Vi — Wy nas bases E; e Fy €

dada por
[TR]ER,FR — [ B —C ] .
o C B



Demonstracao

[a] Para qualquer elemento x € V, temos

m n n n
X = Z apey = Z(bk + ick)ek = Z brey + Z criey

k=1 k=1 k=1 k=1

onde b, ¢, Sa0 as partes reais e imaginarias de a,. Portanto, {e, ie;} gera V;.

m m
Se ) bre+ > crlier) =0, em que by, ¢, € R entdo by + ic, = 0 em virtude da
R=1 k=1

independéncia linear de {e,, ... e} sobre C, e consequentemente by = c, =0
para todos os R.



[b] A definicao de A implica que
T(e, ... en)=(B+IiC)(F, ... f)
de onde, por causa da linearidade de T sobre C temos

T(ie,, ... iem) = (—C+iB)(f, ..., f.).

o5

Dessa forma a matrizde T é

0 que completa a prova.



Corolario
Sejaf : V — V um operador linear sobre um espaco complexo finito
dimensional V. Entdo det T® = |det T|?.



Deve ser bastante obvio agora como estender as definicdes anteriores. Seja K
um corpo, IF um subcorpo e V um espaco vetorial sobre K. Restringindo a
multiplicacao a elementos de F, obtemos o espaco vetorial Vi sobre F.
Analogamente, a transformacao linear T : V — W sobre K se transforma na
transformacao linear T¥ : Vy — Wy. O nome para essas operagoes é restricao do
corpo de escalares K para F.



O proprio corpo K também pode ser visto como um espaco vetorial sobre F. E
se for de dimensao finita, as dimensoes dim xV e dim zVy serao relacionadas
pela formula

dim pVp = dim K - dim g V.



Para a prova, basta verificar que {e,, ... e,} € uma base em V sobre K e
{k,, ..., kn} € base de K sobre F, entao os vetores
{kie,, ..., kie,,... kype,, ..., kpe,} formam uma base de Vi sobre F.



Complexificacao.




Dado um espaco vetorial real V introduzimos uma estrutura complexa J,
definida pela formula

J(X, y) = (_y’ X) :

na soma direta externa V @ V. Observamos que J> = — .



Definicao

Seja (V& V, J)um espaco vetorial com estrutura complexa. Entdo V pode ser
munido de uma operagdo de multiplicagdo por numeros complexos de
acordo com o formula

(a+bi)x £ a(x) +b J(x) .



Teorema

O espaco V @& V munido da adicao usual de vetores e munido da operacao de

multiplicagdo por numeros complexos apresentada na Defini¢cdo 5 € em um
espaco vetorial complexo VE, para o qual Vg =V @ V.



DEMONSTRACAO. Ambos os axiomas da distributividade sao facilmente
verificados a partir da linearidade de J e das formulas a adicao de nimeros
complexos. Verificamos o axioma da associatividade para multiplicacao:

(a+ bi)[(c+di)x] = (a+ bi)[ex+d J(x)]
=afex+d J(x)] ++b Jex +d J(x)]
= acx + ad J(x) + bc J(x) — bdx
= (ac — bd)x + (ad + bc) J(x)
= [ac — bd + (ad + bc)i]x
= ((a + bi)(c + di)]x.



Definicao (Complexificacao)
O espago V° é dito complexificacdo do espago V.

Ressaltamos que V€ = V @ V e que essa decomposicao como soma direta
ocorre sobre R, mas nao sobre C.



Identificando V com o subconjunto de vetores do formato (v, 0) em V¢ e usando
o fato de que i(v, 0) = J(v,0) = (0, v), podemos escrever qualquer vetor de V°©
no formato

(x,y) = (x,0) +(0,y) = (x,0) +i(y,0) = x+Iy.



Dessa forma qualquer base de V sobre R sera uma base de V® sobre C, de
modo que dim gV = dim ¢VC.

Definicao

Seja T : V — M um transformacao linear de espacos vetoriais sobre R.
Definimos a transformacgdo T¢ : V¢ — WC denominada complexificacdo da

transformacao T como
T(x, y) = (T(x), T(y))



A transformacao T : V€ — WC é linear sobre R e comuta com J, pois

TJ(x, y) = T(=y, X) = (=T(y), T(x)) = JT(x,y) .

Portanto, é linear sobre C.



Proposicao

Sejam v e w bases de V e W respectivamente. Usando a identificacdao

Vv — (v, 0) podemos ver v e w como bases de VC e WC, respectivamente.
Temos que que a matriz de T em relacdo as bases v e w é igual a matriz de T¢
nessas mesmas bases:

[Tlw = [T ]y



Definicao
Uma conjugagdo em um espaco vetorial complexo V é uma fung¢aoc:V — V

tal que

[a] c(u+v) = c(u) +c(v) para todos os u,v €V,
[b] c(zv) = zc(v) para todososzc Cev €V,
[ <] c(c(v)) = v para todos os v € V.

Uma conjugacao é linear sobre R, mas nao é linear sobre C:

c(iv) = —ic(v).



Exemplo
Em C", a fungao c(z,,...,2zn) = (4, ...,Zs), onde cada coordenada &
substituida por seu complexo conjugado, &€ uma conjugacao



Exemplo
Em VE =V @ V afungao que mapeia (u,v) — (u,v) € uma conjugacao.



Comentarios Finais.



