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Espacos Afins




Comecamos com uma generalizacao da nocao de subespaco de um espaco
vetorial: os subespacos afins. Um subespaco afim de um espaco vetorial € uma
translacao de um subespaco vetorial.

Definicao (Subespaco Afim)
Um subconjunto X de V é um subespaco afim de V paralelo ao subespaco
U C V se e somente se para algum elemento x de X,

X=x+U={Xx+ujuecU}

Seja X um subespaco afim de V paralelo ao subespaco U. Entao a dimensao de X
é dim (X) £ dim (V).



X+U



Proposicao

Seja X um subespaco afim de V paralelo ao subespaco U de V. Sejam x, um
elemento de X e {u,, u,, ...u,} € uma base de U. Entdo, qualquer elemento x
de X pode ser escrito de maneira (inica como

X:XO—FZC;U,'

para c; € K.



Definicao
O conjunto de todos os subespacos afins de V sera denotado Afim|[V].

Assim, A € Afim[V] se e somente se A = x + W para algum subespaco W C V e
algumx e V.



Teorema

Seja V um espaco vetorial sobre K e Afim[V] denote o conjunto de todos os
subespacos afins de V.

[a] Se {A;|i € A} for uma colegao indexada de subespacgos, entao (., Ai = 0
ou (Nica Ai € Afim[V].

[b] Se A, B € Afim[V], A+ B € Afim[V].

[c] SeA € Afim[V] e A, € K, \ - A € Afim[V].

[a] Se A € Afim[V] e T € Hom(V) e T(A) € Afim[V'].



Demonstracao

Vamos demonstrar[a]apenas. Suponha que A; = x; + W; para cada i € A. Aqui
W; € um subespaco de V e x; um vetor em V. Suponha que ;.5 Ai # 0. Seja

V € (ica Ai- Entao, para cada i € A,y = x; +z; com z; € W;. Entao
y+Wi=%X+WeNicaAi = Nica(y + W)).

Afirmamos que ;A (Y + Wi) =y + (Nica Wi). Claramente,

v+ (W) < (v +w),

ieA ieA



Para a inclusao inversa, seja X € (., (V + W;). Entdo, para
i#j,X=y+z=y+zcomz,c Wiez;c W, Logoz;=zexcy+ (WnW,).
Assim, Nica(V + W) C Y+ (Nica Wi). Portanto, ica(V+ Wi) =y + (Nica Wi)-
Como y + (N;ea Wi) € Afim[V], terminamos a demonstragao de[a|



A maneira mais importante pela qual surgem subespacos afins € a seguinte.

Teorema (Imagem Inversa)

Seja T: V — W uma transformacao linear e w, € W seja um elemento
arbitrario de W. Se T~"(w,) ndo for vazio, entdo T~'(w,) € um subespaco afim
de V paralelo a ker T.



Demonstracao

Escolha v, € V com T(v,) = w,. Se v € T'(w,) for arbitrario,
V=Vo+(V—Vo)=Vo+ueT(u)=T(v—V,) =T(V)—T(Vo) =W, — W, = O,
entao u € ker (T). Por outro lado, se u € ker (T) e v = v, + u, entao

T(v) = T(vo +u) = T(Vo) + T(u) = Wy + O = W,. ASSim, vemos que

T_1 (WO) — "o _|_ keI‘ T



Espaco Quociente




Seja S um subespaco de um espaco vetorial V. E facil ver que a relacao binaria
em V definida por
U=V & u—-ves

e uma relagao de equivaléncia. Quando u = v, dizemos que u e v sao
congruentes modulo S e u = v é frequentemente escrito

Uu=v mod S

Quando o subespago em questao estiver claro, escreveremos simplesmente
u=v.



Para ver como sao as classes de equivaléncia, observe que

V]={ueV|ju=v}

={ueVju-ves}
={ueV|u=v+sparaalgums e S}
={v+s|scS}

=V+S

O conjunto
V] =v+S={v+s|seS}

é denominado classe de S em V e v & denominado representante da classe
V+S.



Definicao (Espaco Quociente)
O conjunto de todas as classes de S em V é denotado por
V/S ={v+S|veV}eédenominado espaco quociente de V modulo S.



RS’

R3/S



Podemos definir uma estrutura de espaco vetorial em V/S.

A escolha natural para essas operagoes de espago vetorial €
U+S)+(V+S)2u+v)+S e Au+S)=(\u)+S
mas devemos verificar se essas operacoes estao bem definidas, ou seja,

OW+S=Uu+SVi+S=V+S= (U +Vv,)+S=(U,+V,)+S
ouw+S=u,+S=ru;,+S=ru, +S



De maneira equivalente, a relacao de equivaléncia = deve ser consistente com
as operagoes de espaco vetorial em V, ou seja,

OW=Uy, V=V, = (U +V,) = (U, + )
Ou=U, = Uy = \U,
Esse cenario é recorrente na algebra. Uma relagao de equivaléncia em uma

estrutura algébrica, como um grupo, anel, modulo ou espaco vetorial €
denominada relagao de congruéncia se preservar as operagoes algébricas.



Essas condicoes decorrem facilmente do fato de que S € um subespaco, pois se
Uu=uev,=v,,entaou; — U, €S, v, — v, € S= (U —uy) + (v, — V) €S
= (MUuy + V) — (AU + \W,) € S = AU, + ALV, = U, + \,V, que verifica as
duas condi¢cdes ao mesmo tempo. Deixamos ao leitor verificar se V/S é
realmente um espaco vetorial acima de K nessas operagoes bem definidas.



Teorema

Seja S um subespaco de V. A relagdo binariau=v < u—veSeuma
relacao de equivaléncia em V, cujas classes de equivaléncia sao os espacos
afins paralelosaSv+S={v+s|scS}deSemV.

O conjunto V/S de todos as classes de S em V, chamado espago quociente de
V modulo S, é um espaco vetorial com operagoes

Au+S)=Xu+S (6)
(U+S)+(V+S)=(Uu+v)+S (7)

O vetor zeroem V/Séaclasse0 +S =S.



Definicao (Projecao Candnica)

Se S e um subespaco de V, podemos definir a aplicagdo ns : V. — V/S
enviando cada vetor a classe lateral associada a ele: 7s(v) = v + S Esse mapa
é denominado projecgdo canonica ou projecdao natural de V para V/S.

Quando nao houver risco de confusao escreveremos simplesmente =



Proposicao
A projecao canénica rs : V — V/S definida por

ms(V) =v+S

é uma transformacao linear sobrejetiva com ker (7s) = S.



Demonstracao

A projecao canonica é linear, pois



Teorema (Teorema da correspondéncia)

Seja S um subespaco de V. Entdo a fungao que atribui a cada subespaco
S C T CVosubespaco T/S deV/S é uma correspondéncia biunivoca que
preserva a ordem entre entre o conjunto de todos os subespacos de V
contendo S e o conjunto de todos os subespacos de V/S.



Provaremos apenas que a correspondéncia é sobrejetiva . Seja
X = {u + S|u € U} seja um espago no espaco de V/S e seja T a uniao de todos
as classes em X:

T=Jw+Ss)

ueu
Mostraremos queS<T<VequeT/S=X.Sex,ycT,x+Sey+SestaoemX
e, como X < V/S, temos
rx+S, (x+y)+SeX

o que implica que rx, x +y € T. Portanto, T € um subespaco de V contendo S.
Além disso,set+S e T/S,entaot € T e, portanto, t + S € X. Por outro lado, se
u+SeX ueTe,portanto, u+S € T/S. Assim, X = T/S.J



Comentarios Finais.



