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Teoremas de Isomorfismo




Propriedade Universal do Quociente

Teorema (Propriedade Universal do Quociente)

Sejam S um subespaco de V e T € Hom(V, W) satisfazendo S C ker (T). Entao,
existe uma Gnica transformacao linear T : V/S — W que faz o seguinte
diagrama comutativo

Vv r W,
”l /
V/s

ou seja, com a propriedade que To s = T.

Além disso, ker (T) = ker T/S e im(T) = im T.



Demonstracao

Nao temos outra opc¢ao sendo definir T pela condicdo T o 7s = T, ou seja,
T(v+S) = Tv. Esta funcdo esta bem definida se e somentesev+S=u+S
implicar que T(v+S) = T(u + S) que é equivalente a cada uma das seguintes
afirmacgoes:

V+S=u+S=Tv=Tu
V-ueS=T(v—u)=o0
XeS=Tx=0
SCkerT



Assim, T : V/S — W esta bem definida. Além disso,
m(T) = {T(v+S)lveV} ={Tvjve V} =imT e
ker (T) = {v + S|T(v +S) = 0}

={v+S|Tv=o0}
=kerT/S

A unicidade de T é direta. Se T" € Hom(V/W, V') é outra transformacdo tal que
T't =TeT=T emimH. Mas 7 é sobrejetiva. Portanto, T = T'.



O teorema 1 possui um corolario muito importante, que é frequentemente
denominado primeiro teorema do isomorfismo e € obtido tomando S = ker (T).



Primeiro Teorema de Isomorfismo

Teorema (Primeiro Teorema de Isomorfismo)

Suponha que T € Hom(V). Entdo imT = V/ker T .



Demonstracao

Podemos ver T como uma transformacao linear sobrejetiva de V para imT.
Aplicando o Teorema 1, obtemos uma Unica transformacao linear
T:V/kerT — im T de modo que o diagrama a seguir € comutativo:

V— T  imT
Wl /
V/ker T

Claramente T & um isomorfismo.



Proposicao

Existe uma sequéncia exata O X—2-y-t.7 0 se e somente se
Y/X 227




Demonstracao

SeY/X=Z. Entao dimZ = dimY — dim X e logo dim Y > dim Z. Logo existe
B:Y — Z uma aplicagao sobrejetiva. Os espacos ker B e X sao isomorfos e seja
A uma aplicagao injetiva que leva X em ker B C Y. Entao a sequéncia

o XAy B 7 0

é exata.

Se a sequéncia é exata entao o mapa B : Y — Z € sobrejetivo,e o mapaA: X — Y
é injetivo com im(A) = ker B. Assim, 0 mapa A : X — ker B € um isomorfismo.

Logo, pelo Primeiro Teorema do IsomorfismoZ =imB = Y/kerBx Y/X.



Segundo Teorema do Isomorfismo

0 Segundo Teorema do Isomorfismo lida com mdltiplos quocientes.

Suponha que W seja um subespaco de V e considere a projecao natural
7:V — V/W.Se W for um subespaco de V contendo W, =(W') sera um
. . V/W
subespaco de V/W. Por isso, podemos formar o espaco quociente %
m
Pelo Teorema 2, 7(W') & isomorfo a W' /W. Assim,

viw  (V/W)
m(w) — (wr/w)




Teorema (Segundo Teorema de Isomorfismo)

Suponha que W C W’ sejam subespacos de V. Entao

V/IW _ Vv
w/w W



Sejam

. . (v/w)
T V=V/W e 7 :V/W-— )
as projecoes naturais. Defina
V/W
= 7Tr om:V— W

Como 7 e 7" sao ambos sobrejetivos, T € uma transformacao linear sobrejetiva.
Claramente, W' C ker T. Seja X € ker T . Entao 7"7(X) = 0. Assim,
X = 7(x) € 7(W'). Sejay € W’ tal que 7(y) = 7(x). Entdo 7(y — X) = 0.



Portanto,y — x € kerm = W C W'. Em particular, x € W'. Agora provamos que

. V/W
ker T = W'. Aplicando o Teorema 2, temos ({/V’) =imT X V/kerT =V/W.
™




O terceiro teorema de isomorfismo lida com somas e quocientes.

Teorema (Terceiro Teorema de Isomorfismo)

Suponha que W e W’ sejam subespacos de V. Entdo

ww W
wownw’




Proposicao

Suponha que V seja uma soma direta interna dos subespacos V. ..

V _Vie---aV, -
—_ 1Y TN~y ap... V...V
V; V; 1D i D SPA'

Onde V; significa a omissao de V; nesta soma.

, V.



Demonstracao

Suponha que V=V, ®--- @ V,. Como V;N (3_;;V;) = (0), o Teorema 5 implica

V/Vi=(Vi+ ) V)V

#i
= (> V)/(vin(Q_V)
#i #i

=(>_V)/(0)

J#i
:V1@...@V’.@...@Vn



Defini¢ao (Codimensao)
Seja W um subespaco de V. Entdo a codimensdo de W em V é

codim yW = dim V/W.



Proposicao
Seja W, um subespaco de V. Seja W, qualquer complemento de W, em V.
Entao codim yW, = dim W,.

DEMONSTRACAO. V/W, e W, sao isomorfos.



Proposicao
Seja V um espaco vetorial da dimensao n e W seja um subespaco de V da
dimensao k. Entdo dim V/W = codim yW = n — k.



Aqui esta uma maneira importante pela qual surgem espacos quocientes.

Definicao (Coniicleo)
Seja T: V — W uma transformacgdo linear. Entdo o coniicleo de T é o espaco
quociente

coker (T) = W/im(T).



Corolario
Sejam V um espaco vetorial finito dimensional e T: V — V uma transformacao
linear. Entdo dim (ker (T)) = dim (coker (T)).

DEMONSTRACAO.
dim (ker (T)) = dim (V) — dim (im(T)) = dim (V/im(T))

= dim (coker (T)).



Comentarios Finais.



