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Sistemas de Equacgoes




Sabemos que um sistema de m equacgoes lineares em n variaveis € 0 mesmo
que uma equagao matricial
Ax =b,

onde A é a matriz coeficiente do sistema e x é o vetor de variaveis. Vamos tentar
considerar sistemas de equacoes lineares usando funcionais lineares.



SejaE=(e,,..., ) abase padrao de K" e * = (e! ,..., e;) a base dual.
Entao, se f € um funcional linear em (K")", temos que f pode ser escrito como

f=a.e +---+ae;.
Podemos expressar x € K" na base como X = x,e, + +X,€e,,, € assim
f(X)=0<%< ax; + -+ apX, = 0.

Portanto, kerf = {x € K"|a;X; + - - - + @pX, = O}.



Agora, suponha que fi.f,, ..., fm € K™ sejam funcionais lineares. Entao,

(kerf; = {x € K"|fi(x) = 0, para todo i}.

i=1
Portanto, se f; = a,,e; + ... + a;,e;, entao

AuXq + -+ 0mXx =0

AmiXq + -+ QGunXp = O



Provamos o seguinte teorema:

Teorema

Seja A = (a;;) € Mmna(K). Defina os funcionais f; = a,e; + ... + aj,e}, para
i=1,...,m. Entao

m
{x e K"|Ax = 0} = (") kerf;

i=1



Portanto, traduzimos o problema de resolver um sistema de equacoes lineares
para um problema envolvendo funcionais lineares: queremos tentar determinar

ﬂ ker fj.
j



Iremos interpretar as operagoes elementares sobre as linhas nesta nova
linguagem. Considere a lista dos funcionais (f;,. .., fm)

o trocar duas linhas € o mesmo que reordenar os funcionais f;. Ou seja,

Foreeo S iSire o S) = Fove oo Fire o Fine e )

o multiplicar uma linha por A € K" € o mesmo que considerar o funcional
linear \f € K™. Ou seja

(fi,--Jie- s fm) = (P oo s My oo, fm)

o Da mesma forma, adicionar a linha i a linha j € o mesmo que adicionar f; a fj
para obter o funcional linear f; + fj.
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Em resumo, executar operacoes elementares sobre as linhas € o mesmo que
formar combinacoes lineares das funcionais lineares f;.



O motivo pelo qual fazemos a reducao em linha uma matriz A para uma
escalonada reduzida U é porque os conjuntos de solugoes de A=0e U = 05sao
0s mesmos e & mais facil determinar solucoes para a equacgao da matriz U.

Como obtemos U aplicando operacdes elementares sobre as linhas a A, isso é o
mesmo que fazer calculos em ({fj}) c K™, conforme discutimos acima.



Além disso, como U esta na forma escalonada reduzida, isso significa que as
linhas de U sao linearmente independentes (isso é facil de ver, pela definicao
de forma escalonada reduzida) e porque as operagoes elementares sobre as
linhas correspondem a formagao de combinacoes lineares de funcionais

lineares temos que os funcionais lineares que correspondem as linhas de U
devem formar uma base do subespaco ({fj}) C K.



Teorema
Seja T € Hom(V,W). Suponha que A = [T]¢; = [a;] € a matriz de T com relagdo
as bases E = (e;) de V e F = (fj) de W. Entdo,

rank; T = rank. T



Demonstracao

O rank T € igual a dim ({f;}), com f; = a,.e; + - - - + aj,e; € V*

Agora, temos que

anny({fj}) = {v € V|V(f;) = o, para cada i}
= {v e V|fj(v) = o, para cada i},

e esse Ultimo conjunto nao é outro senao kerT.



Assim, pelo Teorema do Nucleo-imagem, temos que dim V =

dim im T 4 dimker T = rank T + dim anny-({f;}) = rank T + (dim V — dim ({f;})).
Temos

rank T = dim ({f;},)

que € o que queriamos mostrar.



Proposicao

Seja A € Mpmn(K) e seja U sua forma escalonada reduzida. Entdo, v satisfaz
Uv = 0 se e somente se satisfaz Av = 0.



Demonstracao

Sejam f,, ..., fm € K™ os funcionais lineares correspondentes as linhas de A e
g+, ..., 9, os funcionais lineares correspondentes as linhas (diferentes de zero)
de U (acabamos de ver que r = rank A). Entao, pelas discussoes acima, sabemos
que (g;) € uma base de W = ({f;}",) ¢ K"™. Em particular, ({g;}) = W. Agora,
temos

anngn W = {X € K"|f;(X) = 0, para cada i} = {X € K"|g;(X) = 0, para cada j}.

O resultado segue essa igualdade de conjuntos, pois esse conjunto comum é o
conjunto de solucoes de Av =0 e Uv = 0.



Comentarios Finais.



