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Geometria dos Volumes




O determinante tem um significado geomeétrico simples: volume orientado.

O determinante de uma matriz A tem um significado geométrico simples. E o
volume orientado da imagem do cubo unitario sob a transformacao linear Tj.

~

cubo unitario C paralelepipedo T,(C)

Figura 1: Determinante é o volume orientado.



Comecaremos descrevendo quais propriedades o volume orientado deve ter e
posteriormente tomaremos essas propriedades como base para a definicao
algébrica.

Doravante, por preguica diremos simplesmente volume no lugar volume
orientado.

Ao considerar as propriedades que o volume deve ter, suponha que estamos
trabalhando em R?, onde o volume € area. Seja A a matriz A = |v, | v,]. O
quadrado unitario em R? é determinado pelos vetores da base padrao e, e e,.
Assim, nesse caso teremos que Ty(e,) = v, e T4(e,) = V,, por iSs0 nesse caso
queremos determinar a area do paralelogramo P determinado pelos vetores v,
e V,, as duas colunas de A.



A area de um paralelogramo certamente deve ter as seguintes duas
propriedades:
Se multiplicarmos um lado de P por um nimero ¢, por exemplo, se

substituirmos P pelo paralelogramo P’ determinado por cv, e v,, a area de
P’ deve ser c vezes a area de P.

V2 { / V2 { ;
Vi CcViy

Se adicionarmos um multiplo de um lado de P a outro, por exemplo, se

substituirmos P pelo paralelogramo P’ determinado por v, e v, + cv,, a area
de P’ deve ser igual a area de P.

Vo { / cvy + va \ \
Vi Vi



A propriedade |a1| deve, em particular, permanece valida ¢ = 0, quando um dos
lados se torna o vetor zero; nesse caso, o paralelogramo degenera em uma
segmento de reta (ou em um ponto se os dois lados forem o vetor zero) e reta
ou um ponto tem area o.

Agora, consideramos um corpo arbitrario K e consideramos as matrizes n x n.
Ainda somos guiados pelas propriedades |a1|e , estendendo-as para matrizes
n x n usando a ideia de que se apenas uma ou duas colunas forem alteradas
como em . ou @ e a outras nao forem alteradas, o volume devera mudar
como descrito em|a1|ou . Assim, somos levados a seguinte definicao.



Definicao (Funcao Volume)

Uma fungdo volume vol : M, ,(K) — K e uma fungdo que satisfaz as

propriedades:

[wi| Para qualquer escalar c e qualquer i,

vol ([vy [ - | iy [ evi | Wiy | oo | vi]) (1)

=cvol ([vi | - [ Vi [ Wi | Wigq [ oo | v)) (2)
Para qualquer escalar c e qualquer j # i,

ol ([ | -+ | Vica | Vit ey | vige | - | wa]) ®)

(N S A R R ) @



Observe que nao mostramos que vol existe, mas prosseguiremos com a
suposicao de que existe tal funcao e derivando propriedades que essa funcao
deveria ter e as usaremos para provar a existéncia.

Como definimos, a fungao vol nao é Unica, pois podemos multiplica-la por um
fator arbitrario. Depois que especificamos uma escala, obteremos uma funcao
unica que indicaremos por det, o determinante. Mas & conveniente trabalhar
com fungoes volume arbitrarias e normalizar o resultado somente ao final. A
condigao de escala é que as fungoes vol serao redimensionados de modo que o
volume orientado cubo unitario n dimensional, com as colunas dispostas na
ordem padrao, seja 1.



Proposicao
Seja vol : My »(K) — K uma fungdo volume. Entdo

[1] Se alguma coluna de A for zero, vol(A) = o.
[2] Se as colunas de A forem linearmente dependentes entdo vol(A) = 0. Em
particular, se duas colunas de A forem iguais, vol(A) = 0.

B

vol ([wr | - [ vy [ [ | | va]) = —vol (v [ oo [wi | |y ]

vol ([ | -+~ | qu-tbw [ - | ]} =avol ([vy | - | w |- | wa))
+bval (v | - | w | - | wa))



Demonstracao

[1]Seja v; = 0. Entdo v; = ov;, entao pela propriedade [w1]

ol ([ | -+ [ W | o [ wa]) =0-vol (fur | - | wi | -+ | ) =0



[2]Sejam

Vi = aVq + @V + -+ + AjqVig + Aj1qVipq + - - + ApVp

V; =@V + -+ AjqVig + AjqVigq + - - + AnVp



Assim v; = a,v; + V/, e aplicando a propriedade [v2

ol ([ | = | | | va]) = vol ([ | -+ | a9 | - | wa))

:\,Q|<[\,1 } ‘ V|- | Vn])



Procedendo da mesma maneira, aplicando a propriedade @ repetidamente,
obtemos

ol ([ | | wi | = [ wal)=vol ([w |~ 0| | w])=o






[a]Se{vy, ..., Viy, Visq, ..., Vn} N3o forem linearmente independentes.
Entao, a afirmacao é direta.

Suponha que {v,, ..., Vi_;, Vi, ..., V,} sejam linearmente independentes.
Podemos estender esse conjunto para uma base {v,, ... , Vi_;, Visq, ..., Vy, 2}
de K". Entao podemos escrever

U=CVi+ -+ CqVig + CiaVipq + -+ + CaVp + €2,



W — d1"1 + AR + d,'_1V,'_1 + d,+1v,+1 + AR + dn"n + dlz

Seja v = au + bw. Entao
V==eV + - +e_ Vi + e Vi, + - +eV,+ez

onde ¢’ = ac’ + bd'.



Aplicando a propriedade |v2| repetidamente e a propriedade [wv1], vemos que
vol ([ws | - [ v [ - [ wa]) =€vol ([wy | - [ 2 |- | wi])

vol ([vy | o+ | | oo [ wa])=cvol([ws |« |z || va])



vol([v1 | ‘ w ‘ ‘ VnD:d’vol([v1 |

o que conclui a demonstracao desse item.

|z’



Alternatividade

Observacao
O item 3 da Proposicdo 2 implica

2vol ([v, | | 2| [ 2]~ | w])=0

e, portanto,
ol ([ |2 ] | 2] | w])=o

se K nao tiver caracteristica 2.



Teorema

Uma fungao f: M, ,(K) — K e uma funcdo volume se, e somente se, satisfizer:

[1] Multilinearidade: Se A = |v, | -+ | vs] comv; = au+ bw para algum i,
Flwa [ o v fva])=af ([va | [ | | wa])
+bf ([vi | - [ w | e | wi])
[2] Alternatividade: Se A= [v, | --- | vy] comv; =v; para i # j, entdo

f(vi |- | va]) =o0.



Demonstracao

Ja provamos que qualquer fungao volume satisfaz o Lema 2 [3]e[s} 0que
fornece alternatividade e multilinearidade. Por outro lado, € facil ver que a

multilinearidade e a alternatividade fornecem as propriedades|w|e @ na
Definicao 1.



As condigoes do Teorema 4 sao geralmente consideradas como a definicao de
uma funcao de volume.

Observacao

Em caracteristica 2, a fungdo f ([29]) = ac é multilinear e satisfaz

f([vo | wa])=F([va | ]) =—F([va | v.]), mas ndo satisfaz a

alternatividade.



Definicao (Determinante)
Uma funcgdo det: M, 5(K) — K e dita determinante se satisfizer:

Multilinearidade: Se A=[v, | --- | v,] com v; = au + bw para algum i,
det ([vi | - [ wi | oo [ wa]) =adet ([vi [ - [u |- | o))
rocer ([ | | w | oo | w))
Alternatividade: SeA=[v, | --- | vy] comv; =v; para i # j, entdo
det ([v; | -+ | va]) = 0.

Volume do cubo unitario

det ([e; | -+ | en]) =1.



Primeiramente provaremos a unicidade da funcao determinante.
Teorema (Unicidade do Determinante)
Suponha que exista uma fung¢ao volume nao trivial vol : M, o(K) — K. Entao

existe uma dnica fungdo determinante. Alem disso, qualquer fungdo volume
vol & da forma vol = adet para algum a € K



Demonstracao

Seja A uma matriz com vol(A) # 0. Entao, pela Proposigao 2|2, A deve ser nao
singular. Assim existe uma sequéncia de operagoes elementares sobre as
colunas que levam A a I. Pela definicdo 1[w|e @ e pela Proposicao 2[4, cada
uma dessas operagdes tem o efeito de multiplicar vol(A) por um escalar
diferente de zero, entao vol(l) # 0.

Qualquer maltiplo escalar de uma funcao volume é uma funcao de volume;
portanto, podemos obter uma funcao volume det fazendo

det(A) = (1/ vol(l)) vol(A) e claramente det(/) = 1. Em seguida, defina a colecao
de fungoes volumes voly(A) = adet(A).



Agora seja f qualquer funcao de volume. Defina a = f(I). Se A for singular,
f(A) = 0. Suponha que A nao seja singular. Entao existe uma sequéncia de
operacoes de coluna que levam | a A, e cada uma dessas operacoes de coluna
tem o efeito de multiplicar o valor de qualquer funcao volume por uma
constante diferente de zero, independentemente da escolha da funcao de
volume. Assim, se deixarmos que b seja o produto dessas constantes, teremos

f(A) = bf(l) = ba = bvolg(l) = vola(A) ,

entao f = vol,. Em particular, se f & alguma funcao volume com f(I) = 1, entao
f = det, que mostra que det & Unico.



Observe que a prova desse teorema nao mostra que det existe, pois a priori,
poderiamos escolher duas sequéncias diferentes de operacoes elementares
sobre as colunas para ir de I a A e dessa forma obter dois valores diferentes
para vol(A). De fato, vol existe, como veremos na proxima secao.



Determinantes e Permutacoes




Seja A = [v1 \ . \ v,,}. Escrevendo cada um desses vetores em termos da
base canonica de R", obtemos

Vi = Vi€ + ...+ Vpq@y,

Vo = V€ + ... + V@,

Vn — V1ne1 + 000 “I‘ Vnnen



Dessa forma
det(Vy,..., Vp) = det(vV@ + ... + Vyi€n, ;. .., Vin€ + ...+ Vyney) (5)

n
= Z ViaVia - Vin det(e,~1, ceey e,~n) (6)

i1,...,in:1



Observamos inicialmente que no somatorio 6 se anulam todos os termos nos
quais ocorre a repeticao de algum dos indices i, .. ., in. Pois nesse caso, e, = e;
e pela propriedade do determinante temos que

det(ej, ..., €, ..., € ..., e )=0.

Como todos os indices iy, .. ., i, sao diferentes entre si no somatorio 6
precisamos apenas considerar

det(V1, 500y Vn) = Z Vo(1)1Vo(2)2 * = * Vo(n)n det(eo(1)> ooog eo(n)) )

o€Sp

em que o percorre o grupo de permutagoesde S={1, ..., n}.



Se o € uma permutagao , podemos considerar sua decomposi¢ao como produto
de transposicao. Pela propriedade do determinante, uma transposicao altera o
valor de det pelo fator —1. Se o & o produto de k transposicoes, entao o sinal de
det sera alterado por (—1). Dessa forma temos que

det(€,(1),. .., €;(n)) = sinal(c)det(e,,..., e,) = sinal(c).
E logo
det(V1, RN \In) = Z Sina|(O')Vg(1)1Vg(2)2 “Vo(n)n,
0€ESh

que é a expressao do determinante em termos de permutagoes.



Podemos agora demonstrar da existéncia do determinante.

Teorema (Existéncia do Determinante)

Existe uma Gnica fungdo determinante. Ou seja uma funcao volume det:
M n(K) — K com det(l) = 1.



Demonstracao

Ja demonstramos a unicidade. Mostraremos agora que

det(V1, ce Vn) = Z Sina|(0')VU(1)1VJ(2)2 = Ve(n)n, (7)

satisfaz as propriedades — da funcao determinante. No que se segue o
denotara uma permutacao do conjunto S = {1,...,n}



Suponhamos que os vetores v; e v; sejam iguais. Seja 7 a transposi¢ao entre
Vi e Vj. ENtao V,,(11Vro(2)2 - - Vro(n)n = Vo(11Vo(2)2 - -  Vo(mn, POIS T transpoe os
vetores v; e vj, que sao iguais, e mantém fixos os outros vetores. Assim,

det(. sy Vi ooy VL ) = Z Sina|(U)VU(1)1Vg(2)2 “Vo(n)n

O'GSn

= > sinal(0)Vro(apVro(ay2 -+ Vio(nn
og€Sp

= — > sinal((To)Vro( Vo) - Vro(nn

oESp
:—det(. . Vj,..., V,',...),
Comodet(..., vj, ..., Vj, ...)=det(..., v, ..., Vv;, ...), segue que

det(...,V,', SRV ...):O.



A linearidade é imediata, notando que cada parcela de 7 contém exatamente
uma coordenada do vetor v; + Ru;, de modo que

det(v,, ..., Vi+Ru;, ... vy) =det(v,, ..., Vj, ..., Vp)+Rdet(v,, ..., u; ..., Vp).
Vamos mostrar que det(e,, ..., ;) = 1.

Se o(i) # I, entao v,(;; = 0. Assim, apenas a permutacao identidade, produz um
termo nao-nulo. No caso da permutacao identidade, temos que o sinal e 1 e
todos os termos v, = 1, e logo det(e,, ..., e;) = 1.



Definicao
A Unica fungao volume vol é denominada funcao determinante, e sera
denotada det(A).



Proposicao

Seja A € Mp(K). Entdo det(A) # O se e somente se A ndo for singular.



Demonstracao

Pela Proposicao 2, para qualquer funcao volume volg, volg(A) = 0 se A for
singular. Para qualquer funcao volume nao trivial, ou seja, para qualquer fungao
vol, com a # 0, observamos no decorrer da prova do Teorema 7 que, para
qualquer matriz nao singular A, vol,(A) = cvolg(l) = ca para ¢ # 0.



Notacao
O determinante de A, denotado por detA ou |A|, pode ser denotado
diretamente em termos de entradas da matriz escrevendo barras em vez de

colchetes:
a1,1 A, ... a1,n

a1 Gz ... QOyp
detA=| | )

an71 an2 . e an7n



Propriedades




Teorema
Sejam A, B € M, »(K). Entdo

det(AB) = det(A) det(B).



Demonstracao

Defina uma funcéo f: M, ,(K) — V por f(B) = det(AB). E simples verificar se f &
multilinear e alternado; portanto, f € uma fungao volume
f(B) = vols(B) = adet(B) onde a = f(I) = det(Al) = det(A).



Proposicao

[1] det(A) # 0 se e somente se A for invertivel.

[2] Se A for invertivel, det(A~") = 1/ det(A).
[3] Se A for invertivel, entdo para qualquer matriz B, det(ABA~") = det(B).



Demonstracao

Ja vimos no Lema 2 que, para qualquer funcao de volume, f,f(A) = O, se A nao
for invertivel. Se A é invertivel, temos 1 = det(l) = det(AA™") = det(A) det(A") a
partir do qual o corolario segue.



Proposicao

[1] Seja A uma matriz diagonal. Entdo det(A) é o produto de suas entradas
diagonais.

[2]| De maneira mais geral, seja A uma matriz triangular superior ou uma trian-
gular inferior. Entdo det(A) e o produto de suas entradas diagonais.



Demonstracao

(1) Se A é diagonal, existe apenas um termo diferente de zero na Definicao 3.2.5,

o termo correspondente a permutagao de identidade (o(i) = i para cada i), que
possui sinal + L.

(2) Se o nao for a identidade, havera um j com o(j) < j e um k com o(R) > R,
portanto, para um triangular matriz ha novamente apenas o termo diagonal. [J



Teorema

[1] Seja M uma matriz diagonal por bloco,
A O
oD|

[2] Em geral, seja M uma matriz triangular superior por bloco ou uma matriz
triangular inferior por bloco,

A B A O
ou M=
oD] [C D]

Entdo det(M) = det(A) det(D).

M =

Entdo det(M) = det(A) det(D).

M —




Demonstracao

[ 1] Defina uma fungao f: M .(K) — K por

o-w(23])

Entao f € multilinear e alternado, entao f(D) = f(I) det(D). Mas

f(I) = det ([ 'j\ Z ]) — det(A).(E facil ver esta Gltima igualdade como qualquer

~ . A O -
permutacao que contribua com zero para det ([ I D deve corrigir todos,
0

exceto (possivelmente) as primeiras entradas de n.)



[2]Suponha que M seja triangular superior (a caixa triangular inferior &
semelhante). Se A for singular, havera um vetor v # o0 com Av = 0. Entdo seja w
o0 vetor cujas primeiras entradas n sao as de v e as entradas restantes sao 0.
Entao Mw = 0. Assim, M também é singular e 0 = 0 - det(D).

Suponha que A nao seja singular. Entao

-2 )



A primeira matriz do lado direito possui o determinante det(A) det(D), e a
segunda matriz do lado direito tem o determinante 1, pois € triangular superior,
e o teorema segue. [J

Proposicao
Seja A a matriz transposta de A. Entdo det(A!) = det(A).



Demonstracao

Se g € Sy, sinal(c™") = sinal(o). Seja B = (bj) = A". Entao

det(A Z sinal(o 0(1)1 As(n),n
O'ESn
= Z Sina|(0)0170—1(1) © - Qpo—1(n)
= Z sinal(0 ™)@y p—1(a) -+ - An o-1(n)

= Z sina|(0*1)bg_1(1)71 s e ba“(n),n



Denote por A; o menor (i, j) da matriz A, i.e., a submatriz obtida pela exclusao
da linha i e da colunaj de A.

Teorema (Expansao de Laplace)
Seja A uma matriz n por n, A = (ay).

[1] Para qualquer i,

n

det(A) =Y (—1)"a; det(Ay) .

j=1

[2] Para qualquer j,

n

det(A) = ) (—1)"a; det(Ay) .

i=1
(3] Para qualquer i e para qualquer kR # i,

n



Demonstracao

Demonstraremos (1) e (3) simultaneamente, portanto fixamos k (que pode ou
nao ser igual a i).

A soma do lado direito é a soma das fungoes multilineares e, portanto, &
multilinear.(Isso também é facil de ver diretamente.)

Agora mostramos que é alternado. Seja A uma matriz com as colunas p e g

iguais, onde 1<pgn. Se j # p, q, entao A; for uma matriz com duas colunas
iguais, entao det(A;) = o.



Assim, os Unicos dois termos que contribuem para a soma sao
(—1)""Pag, det(A;p) + (—1) akq det(Aj) -
Por hipotese, arq = agp. Agora
Ap=1[vi | - | Vp—1 | Vp+1 | | Vg—1 | Vg | Vg | oo | V],

Aig =[va [ o | Voo [V [ Wpun [ | Vg [ Vg | e [ vl

onde v, indica a coluna m da matriz obtida de A excluindo a linha i de A.



Por hipotese, v, = vq, portanto, essas duas matrizes tém as mesmas colunas,
mas em uma ordem diferente. Passamos do primeiro para o segundo,
executando sucessivamente trocas de coluna gp — 1 (primeiro alternando v, e
V,_, e depois alternando v e v,_,, ... €, finalmente, alternando v, e v,,), entao
det(Ajqg) = (—1)% " det(Ajp). Assim, vemos que a contribuicao desses dois termos
para a soma é

(—1)Pay, det(Aip) + (—1) 9y (—1)% " det(A;)

e como (—1)*P e (—1)*29-P~1 sempre tém sinais opostos, eles cancelam.



Teorema (Regra de Cramer)
Seja A € M, »(K) uma matriz invertivel e b seja um vetor em K". Considere o
sistema linear Ax = b. Entao:

[1] Existe um anico vetor x em K" que resolve o sistema linear Ax = b.

t
[2] Sex = [x1 x,,} . Entao:

xiz%&g», <i<n

onde A;(b) e a matriz obtida de A substituindo sua i—esima coluna por b.



Demonstracao

Denotaremos as colunas de A por a,, .. ., a,. Por linearidade, basta provar o
corolario para todos os elementos de qualquer base, B de K". Escolhemos a
baseB={a,, ..., a5}

Corrija j e considere Ax = a;. Entao A;(a;) = A, entao a formula acima fornece
x; = 1. Para j # i,A;j(a;) € uma matriz com duas colunas idénticas; portanto, a
formula acima fornece x; = 0. Assim, x = e;, 0 i-ésimo vetor da base canonica, e
de fato Ae; = a;.



Comentarios Finais.



