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Autovalores e Autovetores




Um caso particular extremamente importante de espaco invariante ocorre
quando um subespaco invariante possui dimensao 1, isto €, quando W é
T-invariante e dim W = 1. Nesse caso temos que W é gerado por um vetor
w € W, com w # 0, e claramente existe ) tal que

T(w) = \w



Um vetor w ndo nulo que satisfaz a Equacao 1 € dito autovetor de T. Nesse caso
como T(v) = Av entao (T — A\l)(v) = 0 e consequentemente v € ker (T — Al) e

claramente vale a reciproca.

Definicao (Autovalor e Autovetor)
Sejam T: V — V uma transformacao lineare )\ € K.

[a] Se ker (T — Al) # {0}, \ é dito autovalor de T.
[b | Nesse caso, qualquer v ndo nulo em ker (T — A1) é dito autovetor de T.
| < | Osubespago ker (T — \l) de V é denominado autoespago de T.

[d| Nesse caso, dizemos que A,V e ker (T — A1) estdo associados.



O conjunto de todos os autovalores de T com as respectivas multiplicidades é
denominado espectro de T e denotado por specT.



Exemplos

0 SejaT:V — Vqueéamultiplicagao por um escalar Tv = \v. Neste caso
todo vetor nao nulo em V é um autovetor associado ao autovalor ).

o Reflexao no plano xy. A reflexao no plano xy € a transformagao R,, que na
base canodnica é representada pela matriz:

(0]
(0]

o O -
o -~ O

—1

Nesse caso spec Ry, = {1, —1}. Os autovetores associados ao 1sdo e;, e, e
associado ao —1 temos o autovetor e;.



0 Se T numa base B = {v,,...v,} possui representagao matricial por uma
matriz diagonal com os valores na diagonal principal distintos, isto é:

A
[Ts = com \; # A se i # j.
An

Entao \,, ...\, sao autovalores com autovetores associados {v,,...v,}
respectivamente.



0 Seja C>[a, b] o espaco vetorial das fun¢oes suaves em [a, b]. Seja
D : C*[a,b] — C>~|a, b] o operador derivacao. Entao a fungao f(x) € um
autovetor se satisfizer

Df (x) = M(x) — f(x) = Ce™.
No caso particular em que A = 0 a funcao f € constante.
O Seja C>[a, b] o espaco vetorial das fun¢oes suaves em [a, b]. Seja
I': C=[a, b] — C*°[a, b] 0 operador integragao I(f)(x) = [, f(u)du. Entdo a
funcdo f(x) & um autovetor se satisfizer [ f(u du = f(x), Como f €
continua, o Teorema Fundamental do Calculo implica que,

F(x) = M'(x)
cujas solucdes sao dadas por f(x) = Cex com C € R. Logo todo A € R é
autovetor com autovalores associados f(x) = Ce> para C € R



Definicao (Autoespaco Generalizado)
Seja T: V — V uma transformacao linear e A € K seja um autovalor de T.

E O autoespaco generalizado de T associado a ), denotado E°, é o subespago
de V definido como

EX = {v|(T — A)*(v) = o para algum k € N}.

[b | Sev for um vetor diferente de zero nesse autoespaco generalizado, entdo v
é dito autovetor generalizado associado ao autovalor ).

| ¢ | Para cada um desses vetores v, 0 menor numero inteiro positivo k para o
qual (T — A1)*(v) = o é dito o indice de v.



Exemplos

Sejam \,,..., A\, elementos distintos de K e A € M, ,(K) a matriz diagonal
A1
A2
An

Para cadai=1,...,n,\; € um autovalor de A com autoespaco unidimensional
E,, com base {e;}.



Seja A\ um elemento de K e A € M, »(K)

A1
A

1
A

com entradas )\ na diagonal e 1 imediatamente acima da diagonal e 0 em
qualquer outra entrada. Para cada k = 1,.. ., n, e, € um autovetor generalizado
do indice k, e 0 autoespaco generalizado EX é k-dimensional com base

{es, ..., e}



Para uma transformacao linear T e um autovalor A de T,

o um autovetor generalizado de indice 1 € um autovetor
0 Ey denotara o autoespaco E, = ker (T — Al).
0 Para um nimero inteiro positivo k, EX denotara o subespago
ER = ker (T — M)k,
0 Temos que E} C E3 C --- e que a uniao desses subespacos € ES:

5= s



Exemplos

Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja V = K|x], o espac¢o de todos os
polindmios com coeficientes em K. Seja D: V — V o operador diferenciacao,
D(p(x)) = p'(x). Entao D tem um Unico autovalor O e o0 autoespago
correspondente E, & 1-dimensional consistindo nos polinomios constantes. De

maneira mais geral, EX é k-dimensional, consistindo em todos os polinémios de
grau no maximo R — 1.



Seja V = K[x] o espac¢o de todos os polinomios com coeficientes em um corpo
de caracteristica 0 e seja T: V — V definida por T(p(x)) = xp’(x). Entao, os
autovalores de T sao os numeros inteiros nao negativos e, para todo nimero
inteiro nao negativo m, o autoespaco E,, € unidimensional com base {x"}.



Seja V o espaco das fungoes C°(R), e seja D : V — V o operador de
diferenciagao, D(f(x)) = f'(x). Para qualquer numero real A, E, & unidimensional
com base f(x) = e™. Além disso, EX & k-dimensional com base

{e™ xe™, ... xtTeM}.



Seja V = (K*~), e seja L : V — V o shift para a esquerda. Entao L tem um Unico
autovalor A = 0 e 0 autoespaco E, € unidimensional,

Eo = {(ai, a,, ...) € V|a; = 0 pori > 1}. De maneira mais geral,

Ef ={(a;, ay, ...) € V|a; =0 parai> R}, entdo dim EX = k para cada k e,
finalmente, V = EZ. Por outro lado, R: V — V nao possui nenhum autovalor.



Seja V = K™ e seja L: V — V o shift para a esquerda. Entao, para qualquer

A € K, E, & unidimensional com base {(1,\, \?,..., }. Entao EX & k-dimensional
para cada )\ € K e todo numero inteiro positivo k. Por outro lado, R : V — V nao
possui nenhum autovalor.



Definicao (Polindmio Caracteristico)
Seja A € M, ,(K). O polinomio caracteristico c,(x) de A é o polinomio
ca(x) = det(xl — A).

Pelas propriedades do determinante, fica claro que c4(x) € um polinomio
monico de grau n.



Lema

Sejam A e B matrizes semelhantes. Entdo ca(x) = cg(x).

DEMONSTRAGAO. Se B = PAP~', entao
cg(Xx) = det(xI — B) = det(x] — PAP~") = det(P(xI — A)P~") = det(xl — A) = ca(X) <



Definicao (Polindmio Caracteristico)

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitae T :V — V uma
transformacao linear. Seja B uma base de V e seja A = [T]g. O polinomio
caracteristico cr(x) é o polinomio

cr(X) = ca(x) = det(xl — A) .

Pelo Lema 4, cr(x) esta bem definido, i.e., independe da escolha da base, B de V.



Teorema

Seja V um espaco vetorial de dimensao finitae T: V — V seja uma
transformacao linear. Entdo \ é um autovalor de T se e somente se ) for uma
raiz do polindmio caracteristico cr(x), ou seja, se e somente se cr(\) = 0.



DEMONSTRACAO. Seja B uma base de V e deixe A = [T]g. Entao, por definicao, \ &
um autovalor de T se e somente se houver um vetor diferente de zero vem
ker (T — Al), ou seja, se e somente se (A — Al)u = 0 para algum vetor diferente
de zero u em K" (onde u = [v]). Este é o caso se e somente se A — Al for
singular, que é o caso se e somente se det(A — \l) = 0. Mas

det(A — Al) = (—1)"det(A — IA), onde n = dim (V), entao esse & o caso se e
somente se cr(\) = ca(A\) = det(\ — IA) = 0. <



Definimos ca(x) = det(xI — A) e esta € a definicao correta, pois queremos que
ca(x) seja um polindmio monico . Na verdade, na tarefa de encontrar
auto-espacos, geralmente € mais conveniente trabalhar com A — Al em vez de

Al —A.



Teorema

Sejam A, B € M, »(K) duas matrizes semelhantes, ou seja,
A = P 'BP.

Entao

[1] A e B possuem os mesmos autovalores \;;
[2] Os espagos ker (A — ); 1Y e ker (B — \;1y possuem a mesma dimensdo para
todo j € N e todo autovalor );.



Para o restante desta secao, assumimos que V & dimensional finito.

Definicao (Multiplicidade)
Sejam T: V — V e A\ um autovalor de T.

o Amultiplicidade algébrica de )\, algmult()), € a multiplicidade de XA como raiz
do polinémio caracteristico cr(x).

o A multiplicidade geométrica de ), geomult()), € a dimensao do autoespago
associado E, = ker (T — \1).



Quando nao qualificado, usaremos multiplicidade para significar multiplicidade
algébrica, como é o padrao na literatura.

Proposicao

Sejam T: V — V e \ seja um autovalor de T. Entao 1 < geomult()\) < algmult(\).



DEMONSTRACAO. Por defini¢ao, se A € um autovalor de T, existe um autovetor v
(diferente de zero), portanto, 1 < dim (Ey).

Suponha que dim (E,) = d e seja B, = {v,, ... , vy} uma base para E,.
Estenderemos B, para uma base, B = {v,, ... , v,} de V. Entao
A B
Tls = = A,
[Tls [ - ]

uma matriz de bloco com o bloco superior esquerdo de tamanho d x d. Entao

I—\ -B ]:[a—Ay B

X
[XI = Tlg =xI—A=
- o xl—D o] Xl —D

] logo
cr(x) = det(xl — A) = det((x — A\)I) det(xI — D)
= (x — \)?det(xI — D)

e, portanto, d < algmult(\). <



Corolario

Sejam T: V — V e X\ um autovalor de T com algmult(\) = 1. Entdo
geomult(\) = 1.

E importante observar que a existéncia de autovalores e autovetores depende
do corpo KK, como veremos no proximo exemplo.



Exemplo

Para qualquer nimero racional diferente de zero t, seja A; a matriz

o 1
t o
e[t

Seja A um autovalor de A; com o autovetor associado v. Entao, por um lado,

dessa forma temos:

AZ(V) = Ai(A(V)) = At(AV) = MA(V) = NV,



mas por outro lado,

entao \? = t.
Suponha t = 1. Entao A\ = 1, A\ = £1, e temos o autovalor A = 1 com o autovetor

) 1 .
associado v = [ ] e o autovalor A = —1 com o autovetor associado
1

-1



Suponha t = 2. Se considerarmos A definido como @, nao havera A € Q com
A% = 2, portanto A tem sem autovalores. Se considerarmos A definido como R,

A = +v/2 e )\ = /2 serdo um autovalor com o autovetor associado [ e

1
V2
)\ = —/2 s3o um autovalor com o autovetor associado [

1
=



Podemos interpretar cada polinémio p(x) = .7 _ aix' € K[x] como uma fungdo
de Hom(V, V) em Hom(V, V) definida como:

p(T) : Hom(V,V) — Hom(V, V)
T— E?:o G,'Ti

sendo T° = | o operador identidade e T" a composta iterada n vezes de T.



Definicao
Dizemos que um polinémio p(x) anula uma transformacao T se p(T) = O.



Lema
Se V é um espaco vetorial de dimensdo n e T € Hom(V, V) entdo existe um
polinomio g(x) € K[x] tal que g(T) = o.



DEMONSTRAGAO. Seja C = {I.T,T2,...T™}. Como dim Hom(V, V) = n?, temos que
C € um conjunto linearmente dependente, logo existem a; € K tais que

ol +a,T+--+a, 7" =0

Logo g(x) = >, a;x' &€ um polindmio que anula T. <



Corolario
Qualquer operador linear T : V — V sobre um corpo algebricamente fechado
possui um autovetor.



DEMONSTRAGAO. Como g(T)v = 0. Fatorando esse polindmio temos que
(T— X))+ (T —Xp)v=o0.Segue que ker (T — )\;) & ndo trivial para algumi. <



O aniquilador de T é o conjunto de todos os polindmios que anulam T:

Ann(T) = {p(x) | p(T) = 0}

Ann(T) € um ideal de K[x]. O lema anterior prova que esse ideal & nao trivial.
Como K[x] € um dominio de ideais principais, temos que existe um unico
polindmio mdnico m(x) tal que:

Ann(T) = (m(x)) = {a(x)m(x) com a(x) € K[x]}



Defini¢ao (Polinomio Minimal)
O gerador m(x) do ideal Ann(T) é dito polinomio minimal de T.



Lema
Sejam A e B matrizes semelhantes. Entao mu(x) = mg(x).



DEMONSTRACAO. Se B = PAP~" e p(x) for qualquer polinomio com p(A) = o,
entao p(B) = Pp(A)P~" = POP~" = 0O e vice-versa.



Defini¢ao (Polinomio Minimal)

Seja V um espaco vetorial de dimensao finitae T: V — V seja uma
transformacao linear. Seja B qualquer base de V e seja A = [T]. O polinomio
minimal de T é o polinbmio mr(x) definido por mr(x) = mu(x).



Comentarios Finais.



