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Teoremas de Schur




Definicao (Triangularizavel)

Seja V um espaco vetorial de dimensado finitae T: V — V seja uma
transformacao linear.

[1] T étriangularizavel superior se houver uma base, Bde V na qual a matriz
A = [T]p é triangular superior, i.e, A(i,j) = 0 para todos oS i > j.

[2] T étriangularizavel estritamente superior se houver uma base, Bde V na
qual a matriz A = [T]g é triangular estritamente superior, i.e., A(i,j) = O

para todos os i > j.






Proposicao

Suponha T € Hom(V,V) e B={v,,...v,} base de V. Entdo sao
equivalentes:

[1] Amatriz de T na base B é triangular superior;

[2] TV € (Vy,..., Vi) paratodo R =1,...n.



Teorema (de Schur)

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpoKeT:V — V
uma transformacado linear. Entdo T e triangularizavel se, e somente se, 0
seu polindmio caracteristico cr(x) for um produto de fatores lineares.

Em particular, se K for fechado algebricamente, entdo todo operador
linear T: V — V é triangularizavel.



Demonstracao 1

Faremos a demonstragao por inducao sobre dim (V). A afirmacao é clara se
dim (V) = 1.

Para o caso geral, seja um autovetor v € V e um autovalor \ associado, e
defina U := im(T — Al).

Entao U € um subespaco invariante de V com dim (U) < dim (V). Pela
hipotese de inducao, existe uma base {u,,...,u,} de Utal que T|, &
representado por uma matriz triangular superior. Estenda esse conjunto a
uma base {u,,...,up,Vv,, ..., v,} de V.

Entao

T, = (T — AV + Avg, € ((Uy, ..., Uy, V4, ..., Vg)) para todo R,



Proposicao

Suponha que W seja um subespaco de V invariante sob uma
transformacao linear T : V — V. Entdo T induz uma aplicagao linear
T:V/W — V/W dada por T(v + W) = T(v) + W. Nesse caso o polinémio
minimo de T divide o polinémio minimo de T.



Demonstracao 2

Se [T]g = A € uma matriz triangular superior com entradas diagonais d., .. .,
dn e cr(x) = ca(x) = det(x] — A) = (x — d,)--- (x — d,) &€ um produto de
fatores lineares.

Provamos a reciproca por indu¢ao em n = dim (V). Seja
cr(x) = (x—d;)---(x — dp). Entao d, € um autovalor de T; escolha um
autovetor v, e seja V, o subespaco de V gerado por v,. Definimos V = V/V,.

Entdo Tinduz: T:V — V com ¢(x) = (x — d) - - - (x — dp,). Por indugdo, V tem
uma base B = {V,, ... , V,} com T = D triangular superior.



Escolhemos v; € V com 7(v;) =V; pori=2,..., n e deixe
EZ {v17 YV, ... ) Vn}-

Observe que T(V,) = Tv, + V..

d, C
Tle =
[T]e [ 5 0 ]
para uma matriz C € M, ,_,(K). Independentemente do que C seja, essa
matriz € triangular superior.

Entao



Proposicao

Seja v um autovetor de T com o autovalor associado ) e seja p(x) € K[x]
um polinémio. Entdo p(T)(v) = p(\)v. Assim, se p()\) # 0O, entdo

p(T)(v) # o.



Teorema de Cayley-Hamilton




Teorema (de Cayley-Hamilton)
Seja V um espaco vetorial de dimensao finitaesejaT : V — V uma
transformacao linear. Entao

cr(T) = o.



Para demonstrarmos o teorema de Cayley-Hamilton usaremos a seguinte
identidade envolvendo a matriz A e sua matriz de cofatores. Seja
A € M, n(K) com n > 2 entdo:

A(cof A)t = (detA)|



Demonstracao

Sejam A a matriz de T e p(x) o polinomio caracteristico de A:
Pa(X) = Qo + QX+ - - - + An_ X" + apX"

seja B(x) = (bjj(x)) a matriz adjunta de A — x|, ou seja a transposta da matriz
de cofatores. Como bjj(x) sao os cofatores da matrizA — x| eles sao
polindomio em x de grau menor igual que n — 1. Assim

bjj(x) = bjj, + by x + -+ + byj,_ X"



Seja B, = (bjj,)Para k = 0,1,...,n — 1. Entdo temos que
B(X) = Bo + Bix + -+ -+ Bp_ox""
Pela igualdade
(A — x1)[adj(A — x1)] = [adj(A — x )](A — x1) = det(A — x1)1
temos que (A — x1)B(x) = [det(A — x)]1. Assim

(A—Xx1)[Bo+BiX+ -+ By X" = (Ao + QX + =+ Apn_X""" + apx")1



Expandindo o lado esquerdo desta equagao e igualando as poténcias de
mesmo grau, temos que
_Bn_1 — an17 ABn_-l - Bn_2 — an_-l’l7 000 ,AB1 - BO — 011, ABO — 001

Multiplicando as equagoes matriciais acima por A" A"~" ... A I,
respectivamente, temos

_Aan_1 = anAn7 Aan_1 - An_1Bn_2 = an_1An_1



g oo ,AzB‘] - ABO = Cl1A, ABO = 001

Somando as equacoes matriciais acima temos que p(A) = 0.



Corolario
Sejam V um espaco de dimensao finita e T € Hom(V, V). Entdo o
polindomio minimal mr(x) divide o polindmio caracteristico cr(x).



Teorema
Sejam V um espaco de dimensdo n e T € Hom(V, V). Entdo o polinémio
caracteristico pr(x) divide a n poténcia do polinomio minimal: (m+(x))".



Demonstracao

Para ver isso, fixe uma base de V e seja M a matriz de T nessa base. Nesse
contexto, pr = det(x | —M).

d
Escreva mr = Y apx®.
k=0



Entao

mr(x1) = mr(x1) — m¢(M)
d
= ap(x*1-M")
k=0
d
= ap(x"1-M")

d k—1
= (X1=M)) "ar Y xPMP
(0]

k=1 p=
= (xI—M)B



d R—1
Onde B:= > ap Y xPMk—1-P,
k=1 p=0

Em seguida, calculamos o determinante dessas matrizes: m7 = m} det(l) =
det(mr(x1)) = det((x1 —M)B) = det(x| —M) det(B) = prdet(B), e o resultado
segue.



Corolario

Seja T: V — V uma transformacao linear cujo polindomio caracteristico
cr(x) seja um produto de fatores lineares. Entdo my(x) e cr(x) tém os
mesmos fatores lineares.



Defini¢ao (Autoespaco Generalizado Associado ao Polinomio)
Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitaeT : V — V uma
transformacao linear. Seja pr € K[t] o polinémio caracteristico de T. Se

pr(t) = [P ... [p()°

é a decomposicdo de pr em fatores irredutiveis, com p; # pr para i # R.
Definimos, o autoespaco generalizado associado ao polinémio p; como o
conjunto de todos os vetores v € V para os quais existe um inteiro
positivo R tal que

(pi(T))"v = o.



Se V for de dimensao finita a cadeia
0 C ker (pi(T))" C ker (pi(T))® C - - -ker (pi(T)) - -

estabiliza. Seja d; o menor inteiro positivo com a propriedade que
ker (pi(T))% = ker (p;(T))%*". O inteiro positivo d; é dito o indice de p;(T).



Comentarios Finais.



