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Se p(x) e g(x) sao polindomios coprimos tais que p(T)q(T) = o, entao

V = ker p(T) & ker q(T).

Proposicao

Sejam p, q € K[x] coprimos e 0 # T € Hom(V). Sejam N,, Ng e Ny, 0s nucleos
das operadores p(T),q(T) e p(T)q(T), respectivamente. Entao

Npg = Np & Ng (1)



Demonstracao

Pela Identidade de Bézout existem polinomios a, b € K[x] tais que bg +ap =1,
temos que

b(T)a(T) + a(T)p(T) = I.
Sev € N,q, entdo b(T)q(T)v € Np. De fato, aplicando p(T) a esse vetor, temos
p(T)b(T)q(T)v = b(T)p(T)q(T)v = 0. Da mesma forma temos a(T)p(T)v € Ny, se
Vv € Npq. Como b(T)q(T)v + a(T)p(T)v = v, mostramos que vV = V, + Vg, com

Vp € N, evg € Ng.



Para mostrar que essa decomposicao € unica, suponhamos que
V=V, +Vg =V, +V,. Mas entao w := v, — v, = v, — Vg pertence,
simultaneamente, a N, e Ng. Aplicando b(T)q(T) + a(T)p(T) = | em w, temos

b(T)q(T)w + a(T)p(T)w = w.

Mas b(T)q(T)w = 0 = a(T)p(T)w, de modo que w = 0, 0 que implicav =v, e
Vq = Vg, mostrando a unicidade da decomposicao.



Corolario

Sejao # T € Hom(V). Se p;, p, ..., pr € K[x], sao coprimos, se N, denota o
nucleo de p;(T) e Np, , 0 nucleo de p,(T) ... pk(T), entdo

Np....p, = Np, @ - - - & Np,.



Teorema (Decomposicao Primaria)
Seja T :V — V uma aplicagdo linear e m¢(x) € K[x] seu polinomio minimal
mr(x) = [P ()] -~ [p;(x)]%.

Entdo
V:W1@...@Wj’

onde W; = ker (p;(T))¥, sd@o subespagos T-invariantes e o polinémio minimal
deT|y, e pi(x))%.



Como m(T) = 0 e como os polindmios m,(x) = [p.(X)]%, ..., m;(x) = [p;(x)]%
sao coprimos, podemos aplicar o corolario 2 e concluir que

Como W; = ker (p;(T))%, temos que o polindmio minimal de T|,, é da forma
pi(x))i com r; < d;. Se r; < d; entdo [p,(x)]% - - - [pi(x)]"i - - - [p;(x)]% seria um
polindmio de menor grau que anula T, contradizendo a minimalidade de m(x).



Como corolario temos

Teorema (Decomposicao em Auto-espacos Generalizados)

Suponha que o polinémio caracteristico de T se fatore como produto de

termos lineares sobre K e sejam \,, ..., \,, 0s autovalores distintos de T.
Entao

m
V=EEX(T).
j=1



Exemplo

O operador T associado a matriz na base canonica B

-4 5 7 —4
3 4 4 —2
[Tls =
-3 3 5 —2
111 1

tem polinomio caracteristico pr(x) = (x — 2)?(x — 1)? e logo os autovalores sao
2,1.



O auto espaco generalizado ker (T —21)?2 = {[x,y,z,w] |w = —x+2y,z=y}. E
logo {[1,0,0,—1],[1,1,1,1] € uma base de ker (T — 21)2. Por outro lado temos
dois autovetores {[2,0,2,1],[1,1,0, 0]} associados ao autovalor 1. E assim
{[2,0,2,1],[1,1,0,0]} € uma base de ker (T — I). Podemos assim concluir
também que o polinomio minimal & mr(x) = (x — 2)?(x — 1). Seja a base

E= (e, e,,e;e,)=([1,0,0,-1],[1,1,1,1],[2,0,2,1],[1,1,0,0])



E facil ver que
Te,=e, —e,
Te, = e, + 3e,
Te; = e,

T94 = eh

E assim o operador T nessa base é

1
=1

[T]g =

O O|lw =
O =0 O
- O|O O




Essa € uma decomposicao em blocos associada a Decomposicao Primaria. Essa
decomposicao nao é tnica e dependendo da escolha dos vetores nas bases dos
auto-espacos generalizados podemos simplificar os blocos. E o que faremos no
proximo capitulo com a Forma de Jordan.



Exemplo

Seja V o espaco de todas as fungoes infinitamente diferenciaveis e considere o
operador linear

E[f] é (Dn + an_1Dn_‘I + ttt + a1D + ao)f
onde D é a diferenciagao. Associado temos a equacao diferencial
(D" +a, D" '+ .- +a,.D+ao)f =0

com coeficientes constantes (complexos). Resolver a equagao é determinar o
nucleo de E(f), que denotaremos por V.



A partir da teoria das equacoes diferenciais, temos que V é de dimensao finita
com dim V = n. Considere o polinomio

m=x"+a,_X""+---+a,x+ ao.
Em C, esse polindmio fatora como

m=(X—X\)"(X = X)2 - (X — Ag)



Entao o polindmio minimal de E & m. Pelo Corolario 4, V se decompoe como
soma direta dos espagos de solucao V; das equacoes diferenciais

Vi = {v|(D — \1)’fv = o}.

Agora, as solugdes de (D — \1)'f = 0 podem ser determinadas usando o fato de

que, por um simples argumento indutivo,

(D — A1)'f = eMD'(e ) .



Portanto, f € uma solucdo se e somente se D'(e*f) = 0, que € o caso se e
somente se e *f @ um polindmio de grau no maximo r — 1. Uma base para o
espaco de solugao de (D — \1)'f = 0 é entao {e, ter, ..., t''eM}.



Comentarios Finais.



