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Diagonalizabilidade




Antes de continuarmos com nossa analise de transformacoes lineares gerais,
consideramos um caso particular, mas muito util.

Definicao (Diagonalizavel)

[a| Seja V um espago vetorial de dimensao finita e T: V — V seja uma transfor-

macdo linear. Entdo T é diagonalizavel se existir uma base B de V onde [T|p
é uma matriz diagonal.

E Uma matriz A € M, ,(K) é diagonalizavel se T, : K" — K" é diagonalizavel.



Ou seja, a matriz A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal.
Proposicao
Seja V um espaco vetorial de dimensao finitae T: V — V seja uma

transformacao linear. Entdo T é diagonalizavel se e somente se V possuir
uma base, B consistindo de autovetores de T.



Demonstracao

SejaB ={v,, ... , v,} uma base e seja D = [T]g uma matriz diagonal com
entradas diagonais ., . . ., s Para cada i,

[T(vi)]e = [T]g[Vi]s = Du; = pilj = p[Vils,

entao T(v;) = p;v; e v; € um autovetor.



Por outro lado, se B= {v,, ... , v,} € uma base de autovetores, entao
T(v;) = pv; para cada i, e assim

[Tle = [[T(va)ls | [T(v2)ls | -~ | [T(Vn)lg]
= [[M1V1]E ’ [12V2]B ‘ ’ []MnVn]g}
= (e | e | -+ | po€s] =D

€ uma matriz diagonal.



Teorema

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitae T: V — V uma
transformacao linear. Se cr(x) ndo se dividir em um produto de fatores
lineares sobre K, entdo T ndo sera diagonalizavel. Se cr(x) se dividir em um
produto de fatores lineares (o que é sempre o caso se K for algebricamente
fechado), o seguinte sera equivalente:

(a]Teé diagonalizdvel.
E mr(x) se fatora em um produto de termos lineares distintos.

E Se \,, ..., \m Sao os autovalores distintos de T, entao

V=E, @ ®Ey,.



[d| Asoma das multiplicidades geométricas dos autovalores € igual a
dimensao de V.

| e | Para cada autovalor A de T, geomult(\) = algmult()).

E Para cada autovalor A de T, E, = E° (ou seja, todo autovetor generalizado
de T é um autovetor de T).



Demonstracao

[a]implica[b]
Suponha que T é diagonalizavel. Isso significa que tem uma base de
autovetores, cujos autovalores sao \,, ..., \x, € é facil calcular que

(X—)\1)---(X—)\k)

€ um polindmio aniquilador para T. E portanto, este &€ o polindmio minimal.



[b]implica[a]
Se mr(x) se fatora em um produto de termos lineares distintos entao a

composta
TNl T X! Tl

v v v
é 0. Logo
dim (V) = dimker (T — M) o -+ o (T — \gl)) (1)
< dimker (T — Ml) + - - - + dim ker (T — Agl) (2)
= dim (ker (T — \I) @ - - - @ ker (T — Agl)) (3)

Portanto, a soma dos auto-espacos tem a mesma dimensao que V, ou seja, essa
soma é Ve T é diagonalizavel.



[b]implica[c]

A Equacao 3 implicaque V=E, @& --- B E,,.

[c]implicaa]

SeV=E, & - -@E,,, sejaB;umabase paraE, efacaB=B,U---UB,.SejaT;

arestricao de T a E,. Entao B € uma base para V e

A
[T]E: T, :A7

uma matriz diagonal de bloco com A; = [T]]g.. Mas, neste caso, A; & a matriz \;|
(um maltiplo escalar da matriz identidade).



[c]se e somente se | d|
Por definicao.
[d]se e somente se|e]

Suponha que cr(x) = (X — pq1) - - - (X — un). Os escalares py, . .., up podem nao ser
todos distintos, por isso os agrupamos. Sejam \,, ..., A\, 0s autovalores distintos
logo cr(x) = (X — X)) ... (X — Ay)™ para nimeros inteiros positivos r;, . . ., Iny.

Seja n = dim (V). Claramente, r; € a multiplicidade algébrica de \; e
r+---+rm=n.Sejaf; a multiplicidade geométrica de \;. Sabemos que

1< f; <rj, portanto, f; + - -- + fn = n se e somente se f; = r; para cada i, entao
[d]e[e]sdo equivalentes.



[c]se e somente se

ComoV=EXo---QEY, entao V =E, & --- D E,, seesomenteseE, =EY
para cada i, entdo[c|e([f|sao equivalentes.



Corolario

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T: V — V uma transformag¢ao
linear. Suponha que cr(x) = (x — \,)--- (X — \n) Seja um produto de fatores
lineares distintos. Entdo T é diagonalizavel.



DEMONSTRAGAO. algmult()\;) = 1 implica geomult()\;) = 1.



Comentarios Finais.



