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Seja T:V — Vum operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita tal
que o polindmio caracteristico do operador se fatora em fatores lineares sobre
K (o que sempre ocorre se K é algebricamente fechado). Mostraremos que

existe uma base B de V, na qual [T]s € uma matriz na forma normal de Jordan :

Jt, (A1) 0] ... O Y
A2) ...
]tz(. ) . O e ]t()\): 1 A
o] o ... Ju(\) 1A

onde J;(\) € um bloco de Jordan paraalgumt e Ne \ € K.



A base no qual o operador esta na forma de Jordan é denominada base de
Jordan. A demonstracao do Teorema de Jordan é envolvente e assim
comecaremos discutindo o caso para operadores nilpotentes.



Operadores Nilpotentes




Definicao (Nilpotente)
Um operador linear T : V — V é dito

[1] nilpotente se T® = 0 para algum k € N
[2] unipotente se T = I + N com N nilpotente.

Obviamente, T € unipotente se e somente se T — | € nilpotente. Matrizes
nilpotentes e unipotentes A € M, ,(K) sao definidas de maneira analoga.



Exemplo

0o
corpo, a Unica raiz de seu polindmio caracteristico pa(\) = det(A — \l) = \? é
A = 0. Existe um autovetor nao trivial e, = (1,0), correspondente ao autovalor
A = 0. Os multiplos escalares de e, sao os unicos autovetores de A, e portanto,
nao existe uma base de autovetores e assim a matriz A nao pode ser
diagonalizada, independentemente do corpo K.

: o 1 ) N
Seja A = [ ] em M, ,(K). Esta € uma matriz nilpotente e, em qualquer



De modo geral, os operadores nilpotentes nao podem ser diagonalizados, a
menos que sejam o operador nulo. Qualquer analise de formas normais deve
examinar esses operadores em detalhes e & o que faremos nessa secao.
Proposicao

Seja V um espaco vetorial sobre K. Se T : V — V for nilpotente entao

pr(A\) = det(T — A\l) = (—1)"\" onde n = dim V e assim A\ = 0 é o Unico
autovalor e o autoespaco associadoa A = 0 é kerT.

Como consequéncia direta do Teorema de Schur temos:

Proposicao

Dado T um operador nilpotente entdo existe uma base na qual a matrizde T
é triangular estritamente superior.



Decomposicao de Fitting




Se T: V — V for um operador linear em um espaco vetorial dimensional finito,
definimos K; = ker (T') e R; = im(T") para i € N. Esses espagos formam duas
cadeias de espacos vetoriais

{0} CKCK S  CKCKiyy ©-o (1)
VOR DR, DO--- DR DRy 2+, (2)

e se dim (V) < oo, cada uma dessas cadeias se estabiliza em algum momento,
digamos com K, = K, ., = --- e Rs = Rs.; = --- para inteiros r e s. De fato, ser e
o menor indice tal que K, = K., = - - -, a sequéncia de imagens também deve se
estabilizar no mesmo indice pois dim V = dim K; + dim R; em cada etapa.



Com isso em mente, definimos
o aimagem estavel de T: Ry, = |Ri =R, =Ry = -
i=1

o o niicleo estavel de T: K, = JKi =K, = Krpa = -

i=1



Teorema (Decomposicao de Fitting)

Sejam V um espaco de dimensao finitae T : V — V. Entao V se decompaoe de
maneira tnica como soma direta V = R @ K satisfazendo

[1] os espagos R, K sdo T-invariantes;
[2] TIx & um operador linear nilpotente em K;

[3] TIg @ um operador linear bijetivo em R.

E portanto, todo operador linear T em um espaco dimensional finito V, sobre
qualquer corpo, tem uma decomposi¢cao como soma direta

T=(Tlg) @ (Tlk)

com T| nilpotente e T|, é bijetivo em R.



Demonstracao

EscolhemosR =R, e K = K.

Afirmamos que T € nilpotente em K, e T é invertivel em R_.. De fato, é facil ver
que T(R,) = Rw , 0 que implica que T é invertivel em R,,. Também temos que
K., = ker (T") para algum r > 1 e, portanto, T € nilpotente em K.



Afirmamos que V = K., & R... E direto que K., N R, = {0}. Portanto, basta
mostrar que todo v € V pode ser decomposto comokR+rcomke K, ereR, .
Sem perda de generalidade, podemos assumir que K., = ker (T") e R, = T'V.
Como im(T*") = im(T"), temos T'(v) = T*"(w) para algum w € V. Logo
T'(v—T"(w)) =T"(v) — T*"(w) = 0. Entao definimos

kR:=v—T(w) € K, r:=T(w) € R

e temos a decomposicao desejada de v.



Finalmente, mostramos que a decomposicao V = K, & R, € Unica. Suponha
V =A@ B com T nilpotente em A e invertivel em B. Entao A C ker (T*) para
algum nimero inteiro positivo k e B C im(T*) para todo niimero inteiro positivo
R. Assim,

ACK,eBCR,.

Por consideragoes de dimensao, devemos ter A = K., e B=R..



Defini¢ao (indice de Nilpoténcia)
Seja T : V — V nilpotente, o indice de nilpoténcia, denotado por degT, é o
menor expoente r tal que T" = 0.

Se V é um espaco vetorial de dimensao finita entao esse expoente existe
porque a cadeia
{0} CKCKC---CKCKiyqaC---

se estabiliza em K, = V.



Lema

Se, para algum vetor v € V e algum inteiro m, tivermos:
T""'w£0masT™v =0
entdo o conjunto {v,Tv,... T™'v} e linearmente independente.

DEMONSTRACAO. A demonstracao sera deixada como exercicio.



o Uma transformagao linear T € Hom(V) é dita ciclica se houver um vetor
v € V. de modo que {v,Tv,... . T"'v} € uma base de V.

o Nesse caso diremos que v &€ um vetor ciclico para T e que o espago V é
ciclico para T ou T-ciclico.

o Se v é um vetor ciclico para T, diremos que a base correspondente
{v,Tv,..., T"""'v} & uma base ciclica para V.



Proposicao

Se V é um espaco vetorial dimensional finito e T € um operador nilpotente
com indice de nilpoténcia igual a dimensdo de V, entao T é ciclico.



Seja n = dim V. Nesse caso como o indice de nilpoténcia € n existe v tal que
T"~'v # 0. Logo pelo Lema o conjunto {v,Tv,... . T"'v} é linearmente
independente e por argumento de dimensao é base de V.



Exemplo

O operador linear associado a matriz € nilpotente de indice de nilpoténcia 4

-2 6 -5 6
-2 4 —1 2
O 2 —4 4
1 0 -3 2



O vetor e, =[1,0,0,0] ¢ ker T°. Logo o conjunto
B = (e, Te,, T’e,, T?°e,) = ([1,0,0,0],[-2,—2,0,1],[-2,—2,0,0],[-8, —&4, —4, —2])

€@ uma base de V e nessa base

[Te =

O 0O -~ O
o =~ O O
- O O O
O O O O



Por outro lado se escolhermos a base na ordem reversa
B, = (T°e,, T’e,, Te,, e,) = ([-8, —4, —4, —2],[-2,—2,0,0],[-2, —2,0,1],[1,0,0,0])

temos que

[Tle, =

O O O ©o
O O O -
o o -~ O
o -~ O O



O que se pode dizer de T se for nilpotente com indice de nilpoténcia for menor
que a dimensao de V?



Operadores nilpotentes e vetores
ciclicos




Comecaremos caracterizando as bases de Jordan.

Proposicao
Dado T € Hom(V,V) com T nilpotente entdo sao equivalentes:

(1] (uf,...,up w3 ... ug ... ul' .. .ul)éuma base dejordan paraT;
(2] Tu; = ui_, onde interpretamos u; = 0 se j > k..

[3] Existem {u,, ..., up} tal que:
{u1’ Tu17 T Tk1u17 u27 ey Tk2u2a s 7um7 ey TkmUm}

e base de Jordan para T.



Uma representa¢ao diagramatica da base de Jordan é

u,
!
Tu, u,
i l
Tu, Tu, Upm

T
1]

Tk, Tkou, . TEmup,



Teorema da Decomposicao Ciclica para Operadores Nilpotentes

Teorema

Todo operador T nilpotente agindo num espaco vetorial f.d. possui uma base
de Jordan J. Nessa base a matrizde T é

[T]; = diag(Ja,(0), - - - Ja, (0))

coma,>--->a,>1€ea,+---+0a,=n.

Se denotarmos por n; o nimero de blocos de Jordan J;(0) de ordem i que
aparecem em [T];, entao

n; = 2dimker T' — dim ker T~" — dim ker T'*".

Tal representacdo de T é tinica a menos de permutagdo dos blocos.



Demonstracao

Faremos a demonstracao por indugao sobre dim V. Como T € nilpotente,
dim imT < dimT.SeimT =0, T = 0 e o resultado é trivial, por isso, podemos

assumir que im T # O.

Por inducao, existem u,, ..., ux € im T, de modo que
{u, Tug, .. T Uy, U, T, T g}

€ uma base de Jordan para T.



Para 1 <i < kescolhav; € V tal que u; = Tv;. Claramente
(T uy, ..., T% "ug) CkerT.

Estenderemos essa base a uma base de ker T, adicionando w;, ..., w,.

Afirmamos que os vetores
v, TV, o T W, T, T WL W)

formam uma base para V.



A independéncia linear pode ser verificada facilmente. Suponha que exista uma
combinagao linear nao trivial dos vetores dando o

m
ZZGUTV, Zwk =0

= =

aplicando T teremos que os coeficientes dos vetores:

m a;—1

Z Z Cl,'jTjU,' =0

i=1 j=1

e como esses vetores sao linearmente independentes, temos que a;j_, se i < a;.



Logo a combinacao inicial se reduz a uma combinacao dos vetores

Thv,, ..., T%v, W, ... W. Mas esses vetores formam uma base para o nicleo
de T, logo os coeficientes desses vetores também sao nulos. E assim temos que
sao linearmente independentes.

Para mostrar que este vetores geram V, usamos um argumento dimensional.
Sabemos que dimkerT=R+ e dim imT = a, + ... + ak. Por isso
dimT = (a;+1) + ...+ (ar +1) + |, que € o nimero de vetores acima.

Portanto, construimos uma base para V naqual T: V — V esta na forma
normal de Jordan.



Tv, v,
Tv, Tv, Vo,
| | |
Tav T%v, Tom=y,, w, . w,

Tabela 1: Base de Jordan para V. Em vermelho a base de Jordan paraimT.



Para calcular a formula para n;, observe a maneira como escrevemos a base )
como um diagrama bidimensional. Cada bloco de Jordan em [T]; corresponde a
uma coluna de vetores nessa matriz.

Os vetores nas Gltimas R linhas correspondem a uma base de ker T*. Assim o
nimero de vetores na kR-ésima linha é dim ker T® — dim ker T*~". E na R + 1-ésima
linha & dim ker T**" — dim ker T*. A diferenca desses dois niimeros é exatamente
o numero de colunas de altura exatamente k.

n; = dim ker T — dim ker T*~" — (dim ker T**" — dim ker T¥) (3)
— 2dim ker TF — dim ker T*" — dim ker T¢*" (4)



Observe que os nimeros n; nao dependem da base especifica. Portanto, a
representa¢ao do bloco Jordan de T € Unica a menos de uma permutacao dos
blocos.



Exemplo

O operador linear associado a matriz € nilpotente com indice de nilpoténcia 2



Os vetores {e,,e,} = {[1,0,0,0],[0,1,0,0]} nao estao em ker T. Logo o conjunto
C=(e,Te,e,Te,) =([1,0,0,0],[—4,0,0,4],[0,1,0,0],[6,2,2,—1])

€@ uma base de V e nessa base

[Tlc =

o 0 =~ O
O O O O
- O O O
O O O O



As matrizes de mudanca de base sao

1 4 0
0O 0 1
Mcg =
O 0 0 2
O 4 O —1

O O O -

o =~ O O

O O rin o



E assim

o o -~ O

O O O O
- O O O
O O O

[Tlc = Mg.¢[T]s Mc 8

O O O -

(0]

(0]
1
o

0=
N |01

N [=

O O &I =

—4 6 4 —4 1
O 2 -2 O 0

2 -2 O o]

4L -1 -9 4 o

O O -~ O



E o diagrama representando esse operador é:



Forma Normal de Jordan



Antes de demonstrarmos o Teorema da Forma Normal de Jordan observamos
que para T € Hom(V, V) sao equivalentes:

[1] (u], R | N |- | S 1A ..u;?"m) € uma base de Jordan para T;

[2] Existem ); € K tal que Tu” = \u?" +u

™, onde u} —o0sej> k.



Forma Normal de Jordan

Teorema

SejaT:V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita
tal que o polinomio caracteristico do operador se fatora em fatores lineares
sobre K. Entao:

[1] Existe uma base de Jordan para T, isto é existe uma base de V na qual a
matriz de T esta na forma normal de Jordan, i.e, existe uma matriz mudanca
de base M tal que a matriz do operador na base original A pode ser reduzida
a forma de Jordan

M'AM =

[2] A matriz ] & inica, a menos de permutagao dos blocos de Jordan.



Demonstracao

Seja T:V — V um operador linear. Pelo Teorema da Decomposicao em
Auto-espacos Generalizados existem EY auto espagos generalizados associados
a T de modo que

V=l E3(T)



Restrito a cada EY, a transformacao T — \; | & nilpotente e assim pelo Teorema
da Decomposicao Ciclica para Operadores Nilpotentes existe uma base

B = (eg'):_i e blocos de Jordan J;,(0) com R =1,...,r, de modo que a matriz de
T — )\l nessa base é:

[T—\lg= e assim [T]g =



Seja U {eﬁ"}:;",. a base de V obtida pela concatenacao das bases de V())).
Aj€specT



Nessa base a matrizde T é:

jt;\1 ()\1)
jt>\1 (>\1)

r

]ﬁm(Am)

]ﬂm(Am)

L m .

O que termina a parte de existéncia demonstracao do teorema de Jordan.



Unicidade da forma de Jordan

Seja B uma base de Jordan do operador T. Nessa base os elemento diagonais da
matriz [T]g sao os autovalores A\ desse operador. Fixemos um autovalor \ e
sejam os blocos correspondentes a esse autovalor e denote por J, o subespaco
gerado. Como (J;(A) — Al)" = o, temos J, C ES.



Como V = @/, pela definicao da base da Jordan e V = ©EY’(T) Teorema da
Decomposicao em Auto-espagos Generalizados temos que dim J,, = dim E*(T) e
J; = ESX(T). Portanto, a soma das dimensoes dos blocos do Jordan,
correspondentes a cada autovalor \;, € independente da escolha da base de
Jordan e, além disso, o espaco gerado pelos subconjuntos correspondentes da
base J,, sao independentes da base. Portanto, & suficiente verificar a unicidade
para o caso ES(T) ou sem perda de generalidade para E(T). O que ja fizemos.



Corolario
Todo operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita sobre um
corpo K algebricamente fechado possui uma forma de Jordan.



Comentarios Finais.



