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Nem todos os operadores sobre um determinado corpo nao algebricamente
fechado possuem uma Forma Normal de Jordan, pois nem todos os polinomios
se fatoram completamente em termos lineares. Por exemplo, sobre os reais,
podemos ter fatores quadraticos irredutiveis.

Seja A a matriz do operador real T. Em geral, o polindmio caracteristico p,(x) de
Atem aforma

Pa(x) = (X — )™ -+ (X = ce)™((X — @) + b3)" - - (X — a)* + b)"™
que pode ser fatorado como
Pa(X)(X = €)™ -+ (X = €)™ (X — )™ (X — @)™ - - (X — o)™ (X — o)™

sobre C com o; = a; + bji, o5 = a; — bji.



Para obtermos uma "forma de Jordan"para operadores reais precisaremos
complexificar e descomplexificar os operadores.

Definicao

Sejam A € M, ,(C) ev € C" um vetor qualquer. Definimos A € M, ,(C) como
a matriz obtida ao se tomar o conjugado em cada uma das entradas de A e
v € C" como o vetor obtido ao se tomar o conjugado em cada uma das
coordenadas de v.

E imediato que para quaisquer matrizes A,B € M, ,(C), € Cev € C":
[1]A+XB=A+)B

[2] AB=AB

[3] Av = AV



Proposicao

Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finitae T :V — V uma
transformacao linear. Entao:

[a] os polindmios caracteristicos de T e T® sdo iguais;
[b] se X\ éum autovalor de T®, entdo X é também um autovalor de T©
| < | as multiplicidades algeébricas dos autovalores \ e ) sdo iguais;

[d| se W' é um subespaco fechado por conjugagao, entdo W' possui uma base
formada por vetores reais. Um vetor v é dito real se v = v.



Demonstracao

[a]As matrizes de T e T® numa base de V sao iguais.

[b]Sejam X um autovalor de T€ e cr(z) o polindmio caracteristico de T¢. Como

cr(z) também é o polindmio caracteristico de T, os coeficientes de cr(z) sao
reais.

Tomando o conjugado na equagao cr(A\) = 0, obtemos cr(\) = 0, 0 que mostra
que X\ também é uma raiz do polindmio caracteristico de T€.



[c]Se A\ & raiz de multiplicidade d do polindmio caracteristico, entao

PN =...=p"(N)=0ep@() #0
tomando o conjugado em cada uma dessas equacgoes
PN =...=p"(X)=0ep(}) #o,

mostrando que \ também tem multiplicidade d.

[d]|Seja {w,, ..., wy} uma base de W, com w; = u; + iv;,j =1,..., k. Entao
considerando w; + W; e i(w; - W;), obtemos que u; = u; + i0 e v; = v; + i0 estao
em W'

Assim, o conjunto S = {u,, V;, ..., Ug, Vr} € um conjunto de vetores reais que

gera W'. Uma base formada de vetores reais € obtida ao se tomar um
subconjunto de S com k elementos que seja linearmente independente em V.



Lema
Sejam T : V — V um operador linear e T® sua complexificacdo. Se o
subespagco W' C V¢ possui uma base formada por vetores reais, entdo ele e a

complexificacdo de um subespaco W C V.



Demonstracao

Todo vetor de w € W’ pode ser escrito como w = u + iv, sendo u e v vetores
reais. Escrevendo u e v em termos dos vetores da base real, segue

imediatamente que W’ é a complexificagao do espacgo real W gerado pelos
vetores dessa base.



Proposicao
Seja V um espaco vetorial real e T € Hom(V, V). Sejam ay, ..., o 0S
autovalores reais de T e M\, \1, ..., Am, Am 0S autovalores ndo-reais de T. Entdo

[1] V admite a decomposi¢do
V=W, o. W,0Z,07Ze..20Z

onde W; =ker (T—a;1)%, j=1,..., ReZy=ker (T— N1)i,j=1,...,m.

(2] Sedenotarmos W = W, &...&W,eZ =Z,&Z,&...2,®Z, entdoseB,, ..., B,
sdo bases de Z,, . . ., Z,, respectivamente, entdo B, = B, UB,U ... UB,UB, é
uma base de Z, onde E]- denota a base de Z; formada pelos conjugados dos

elementos de B;, para cadaj=1,..., L.



Proposicao (cont.)

(1] Sez,,Z,...,2y,2, € uma base para Z; @ Z; construida no item anterior. E se
z, = u; +zi. Entdo {u,,... Uy, Vi, ...,V } &uma base para Z; ® Z; constituida
so de vetores reais.



[1]Sejam oy, ..., ax 0s autovalores reais de T e Ay, Ay, ..., Am, Am OS autovalores
nao-reais de T. Entao o Teorema da Decomposicao em Auto-espacos
Generalizados nos fornece a decomposicao:

V:Wo”@...Wak@Z)“@Zx@...Z)\l@ZYI

Como (TC — Alyz = (TC — XYz



Temos que a conjugagdo é um isomorfismo entre Z; = ker (T — \;1)7 e Z;e a
decomposicao pedida segue.

[2]Se B; & uma base para Z;. Entdo B; & uma base para Z;.

(3] E consequéncia da demonstracao do item [3]da Proposicao .



Teorema (Forma de Jordan Real)

Se V é um espaco vetorial reale T : V — V e um operador linear, existe uma
base B de V em relagdo a qual a matriz de T tem, ao longo da diagonal,
blocos de Jordan (correspondentes aos autovalores reais), blocos de Jordan
aumentados (correspondentes aos autovalores complexos) e os demais
elementos todos nulos.

A soma das ordens dos blocos de Jordan correspondentes a um mesmo
autovalor ) é igual a multiplicidade algéebrica de )\, se A € R e é igual ao
dobro da multiplicidade algébrica de A se A € C\ R.



Teorema (cont.)
Os blocos de Jordan aumentados sao da forma

Cap O --- O 0]
I, Ca,b 500 ooo (o)
]a,b - ’2
(o) Ca,b
| O 0] 0 L, Cap, |

a b .
onde Cop = b ] ., sendo a + ib um autovalor complexo de T e |, a
—b a

matriz identidade 2 x 2.



Demonstracao

Sejam oy, ..., ax 0S autovalores reais de T e A\, A1, ..., Am, Am 0S autovalores
nao-reais de T. Entao V admite a decomposicao

V=W,o. W,0Z,07Ze...20Z

onde Wj =ker (T —q;1)%, j=1,..., ReZj=ker (T — N1)i,j=1,....,m.



Para a; € R temos que T — q;1 restrito a W; € um operador nilpotente e a sua
base de Jordan pode ser construida como na demonstracao do Teorema de
Jordan.

Suponhamos agora que T® possua um autovalor A € C\R.

Considere os espagos Z, e Zs. Entao {u,, v;, u,, v, ..., U, V,} € uma base de
V, @ V5 formada por vetores reais.



Finalmente, se w; = u; + iv;, paraj € {1,2, ..., r}, satisfaz T°w; = Aw; + wj,,,
para A = a+ib € C\R, entao

Tu; + iTv; = (au; — bv; 4 u;,) + i(bu; + av; + vj,)

e logo
Tu; = au; — bv; +u;,
TV}' = bllj =+ an + Vj+1
de onde segue que, na base {u,, v;, Uy, Vo, ..., U, v} de V, & Vg, o operador

linear T® é representado por bloco(s) da forma descrita no enunciado do
teorema.

Como as matrizes de T® e de T sao iguais nessa base, a demonstragao esta
completa.



Exemplo

o -6
SejaA=| 4
—1 -3
2 —2

10
10

=5
-5
—4
—4

€ M, 4(R)



O polindmio caracteristico de A é py = (1+x%)> = (x — i)*(x +1)* e € igual ao
minimal de A. Os autovalores sobre os complexos sao i, —i. Consequentemente
temos dois blocos de Jordan, um associado a cada autovalor. Logo a Forma
Normal de Jordan obtida complexificando é.

—i 0|0 O
1 —i|0 O
O O |i

(@)
(@)
-




e pelo Teorema 6 temos que a Forma Normal de Jordan sobre R é:

0O 110 O
-1 0| O O
1 O] O 1
O 1/—-1 0




Comentarios Finais.



