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Teorema da Decomposicao Ciclica

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpoKeT:V — V
um operador linear. Entao existem vetores T-ciclicos v, . .., v, tais que

k
V=ED2z,
j=1

Em particular, existe uma base de V na qual a matriz de T é da forma
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e que Cr = P;- - - P.



Pelo Teorema da Decomposicao Ciclica temos que sempre existe uma
decomposicao de soma direta em subespacos ciclicos. No entanto, € possivel
que os subespacos ciclicos ainda possam ser decompostos como soma direta
de subespacos ciclicos menores.

Portanto, apenas conhecer para ambas as matrizes alguma decomposicao em
subespacos ciclicos, e conhecer os polindmios minimos correspondentes, nao €
suficiente para decidir sua similaridade.



Uma condicao adicional deve ser imposta para garantir que para matrizes
semelhantes se obtenham decomposi¢oes em subespacos ciclicos que
correspondam exatamente: na lista de polindmios minimos associados, cada
um deve dividir o proximo.

A lista de polinomios resultante &€ chamada de fatores invariantes da matriz, e
duas matrizes sao semelhantes se e somente se tiverem listas idénticas de

fatores invariantes.



Proposicao

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpoKeT:V — V
um operador linear com polindmio minimal m; = p* onde p € um polindomio
irredutivel sobre K. Entao existem vetores T-ciclicos v,, ..., v, e nUmeros
inteiros positivos n, ..., n, com cada n; <t de modo que

kR

] V= EBZ";;

j=1
[2] T-aniquilador de v; & p".
[3] dimV = (ny+ -+ ng)degp.
p" divide p"i+.
[5] Além disso, os polinmios monicos p™, - - , p"* sao unicos e determinados

porT.



Demonstracao

As trés primeiras afirmagoes seguem diretamente da Decomposicao Ciclica.

A quarta afirmacao é direta pois sem perda de generalidade, podemos assumir

que os vetores T-ciclicos v,, . . ., v, estejam ordenados de modo que os nimeros

inteiros correspondentes n; satisfacam

t=n2>2n,=>--->n,>1



Afirmacao: Os numeros inteiros n,, ..., n, sao determinados de maneira Unica
por T. Essa € o ponto central que precisa ser demonstrado e faremos isso
associando esses niimeros inteiros as dimensdes dos espacos dim im p(T).

Temos, para cada |,

dim Zy, = degmy, = degp" = dn;.



Proposicao
0 Para cada j a imagem de Z,. por p(TY é o subespaco T-ciclico Zpy(1yi(vy)-

o Como o T-aniquilador de v; é p™, de grau dn;, temos que

: o sej>nj;
dlmZp(T),-(‘,.) — . .
’ d(nj—J) sej<n;

A demonstragao sera deixada como exercicio.



dim im p(TY

Todos os vetores v € V podem ser escritos de maneira Gnica na forma
V=V, +- -+ Ve (V; €2y)

e assim todos os elementos de im p(T)Y podem ser escritos de maneira nica
como

p(TY(v) = p(TY(v1) + -~ + P(TY (Vi) .
Portanto, se r € o nimero inteiro tal que n,,..., n, > j e n., <j, entao vemos
que

r
imp(TY = P Zyrywy
i=1



Consequentemente

E logo

dim imp(TY =d > (i —j)=d> (i —}j).

i=1 n;i>j

dim im p(TY~" — dim im p(T) = d ( Yo mi—j+1) =D (mi—))
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Agora, as dimensodes a esquerda sao determinadas por T, de modo que a

expressao acima fornece, para cada j, o nimero de n; que € maior ou igual a j.
Isso determina a sequéncia

t=n=>n,>--->n,>1

completamente.



Definicao

Quando o polindbmio minimal de T é da forma pt, em que p é irredutivel, em
relacao a cadeia de nimeros inteiros determinada unicamente

t=n,>n, > ... > ng > 1, conforme descrito acima, os polinomios

pt = p™,p™, ... p"™ sao denominados divisores elementares de T.

Destacamos que o primeiro divisor elementar na sequéncia € o polindomio
minimal de T.



Forma Canonica Racional por Divisores Elementares

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpoKeT:V — V
um operador linear cujos polindmios caracteristico e minimal sao

d; d d e e e
Cr=p.'py" - ‘pkka mr = p1}pz2 T pkk

onde p,, ..., pr sao polinomios irredutiveis distintos.
Pelo Teorema da Decomposicao Primaria que existe uma base ordenada de V
com relagao a qual a matriz de T € uma matriz diagonal por bloco
A,
A,

A



cont.

em que cada A; € a matriz ( de tamanho d; deg p; x d;deg p;) que representa a
aplicagao induzido T; em V; = ker p;(T)%. Agora, o polindmio minimal de T; é p’’
e, portanto, pela proposicao anterior e pelo Teorema da Decomposicao Ciclica,
existe uma base para V; com relacao ao qual A; & a matriz diagonal por bloco
Ci1
Ciz

Cit

em que C; sao as matrizes associadas aos divisores elementares de T;.



Pela discussao anterior, esse formato diagonal por bloco, no qual cada bloco A;
é ele proprio uma diagonal por bloco de matrizes companheiras, € tnico (a
menos de permutacdes de A;). E denominada matriz candnica racional por
divisores elementares de T.

E importante notar que na sequéncia de divisores elementares pode haver
repeti¢oes, pois alguns dos n; podem ser iguais. O resultado disso é que
algumas matrizes companheiras podem aparecer mais de uma vez na forma
racional.



Exemplo

Seja
-3 0 12
A=| —2 1 6 | € M;35(Q).
-2 0 7

Nesse caso pr = —(x — 3)(x — 1)> e mr = (3 — x)(—1+ x). Como a matriz
companheira de qualquer polindmio linear X — a € uma matriz 1 x 1. Concluimos
que a forma canodnica racional de A deve ser a matriz diagonal D = diag(1,1, 3)



Exemplo

Seja
8 —4
A 5 =5
3 3
o -3



Entao pr(x) = my(x) = (x* — 2)(x* + 1) e logo a forma racional €

0O 2 O O

170 O O
CX2—2 @ CX2+1

O 0 O —1

0O o0 1 O



Exemplo

Suponha agora que T: Q® — Q° possua um polindomio minimal
mr = (X* +1)(X — 2)?
Consequentemente o polindmio caracteristico de T € um dos

G =X+1)’X—2)? c=X+1)X-2)"



CT:C1

Suponha primeiro que ¢y = C,. Nesse caso, temos Q% =V, &V, com dimV, = 4 e
dim V, = 2. A aplicacao linear induzida T, em V, possui o polindmio minimal
m, = x> +1 e a aplicacao induzida T, em V, possui polinomio minimal

m, = (X — 2)~.

A situagao para V, é que Cyxz;1 @ Cyey4.

Quanto a V,, logo pelo Teorema da Forma Candnica Racional temos que
2=n,+---+ n, de onde necessariamente k = 1 pois n, = deg p, = 2. Portanto,
o0 Unico divisor elementar de T, & (X — 2)2.



Combinando essas observagoes, vemos que, neste caso, a matriz candnica
racionalde T é
CX2+1 @ CX2+1 @ C(X_z)z.



CT:C2

Suponha agora que cr = C,. Nesse caso, temos Q® = V, &V, comdimV, =2 e

dim V, = 4. Além disso, a aplicacao induzido T, em V, possui o polindomio
minimal m, = (X — 2).

Pelo Teorema da Forma Candnica Racional, aplicado a T,, temos
4=n,+---+n,comn, = 2. Existem, portanto, duas possibilidades, a saber
oR=2comn,=n, =2

ok=3comn,=2n,=n;=1.



A matriz canodnica racional de T neste caso &, portanto, uma das formas
sz+1 ) C(X,z)z D C(X,2)2;

Cxo1 @ Cix—2)o ® Cx—2 @ Cx_s.

Observe no exemplo acima que o conhecimento dos polindmios caracteristico e

minimal geralmente nao é suficiente para determinar completamente a forma
racional.



Comentarios Finais.



